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PRÉFACE. 


Cet  Ouvrage  est,  à  peu  de  chose  près,  le  résumé  de  mon  Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences.  J'ai  modifié  légèrement  sur  quelques 
points  Tordre  suivi  dans  renseignement,  afin  de  réunir  dans  un 
même  Volume  tout  ce  qui  concerne  les  fonctions  de  variables 
réelles,  sauf  Tétude  des  équations  difiiérentielles.  La  notation 
différentielle  ne  faisant  pas  partie  du  programme  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales,  j'ai  repris  l'exposé  de  cette  notation 
dès  le  début,  et  je  suppose  simplement  le  lecteur  familiarisé  avec 
le  calcul  des  dérivées. 

L'Ânaljse  mathématique  étant  essentiellement  la  science  du 
continu,  il  semble  que  logiquement  tout  cours  d'Analyse  doit 
commencer  par  l'étude  des  nombres  irrationnels.  Cependant  j'ai 
supposé  cette  notion  acquise.  La  théorie  des  incommensurables 
est  exposée  dans  d'excellents  Ouvrages  connus  de  tous,  et  d'une 
façon  si  parfaite  que  j'ai  jugé  inutile  d'y  revenir.  Quant  aux 
autres  notions  fondamentales  qui  servent  de  base  à  l'Analyse, 
comme  celles  de  limite  supérieure,  d'intégrale  définie,  d'intégrale 
double,  etc.,  je  me  suis  efforcé  de  les  introduire  avec  toute  la 
rigueur  désirable,  tout  en  restant  élémentaire,  et  sans  viser  à 
atteindre  une  généralité  superflue  dans  un  livre  d'enseignement. 

Quelques  paragraphes,  imprimés  en  caractères  plus  fins  que  le 
corps  de  l'Ouvrage,  contiennent  soit  des  exemples  développés, 
soit  des  compléments  que  le  lecteur  peut  passer  sans  inconvénient 
dans  une  première  lecture.  Chaque  Chapitre  est  suivi  de  l'énoncé 
d'un  certain  nombre  d'exercices.  La  plupart  d'entre  eux,  qui  sont 
des  applications  immédiates  des  méthodes  exposées  dans  le  Cha- 
pitre, ont  été  proposés  comme  sujets  d'examens.  D'autres,  dont 
l'énoncé  est  précédé  d'un  astérisque,  sont  un  peu  plus  difficiles, 
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et  sonl  le  plus   souvent  empruntés  à  des  Mémoires   originaux 
auxquels  je  renvoie. 

Deux  de  mes  anciens  élèves  de  TÉcole  Normale,  M.  Emile  Cotton 
et  M.  Jean  Clairin,  ont  bien  voulu  m^aider  dans  la  correction  des 
épreuves;  je  leur  adresse  ici  mes  affectueux  remercîments. 

37  janyier  1902. 

E.  GOURSAT. 
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CHAPITRE  I. 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES. 


I.    —   FONCTIONS   D'UNE   VARIABLE. 

i.  Liimites.  —  Lorsque  les  valeurs  successives  d^une  variable  x 
se  rapprochent  de  plus  en  plus  d^une  quantité  constante  a,  de 
façon  que  la  valeur  absolue  de  la  diOerence  x  —  a  finisse  par 
devenir  et  rester  plus  petite  que  tout  nombre  donné  à  Tavance, 
OQ  dit  que  la  variable  x  a  pour  limite  la  constante  a.  Cette  défi- 
nition nous  donne  un  critérium  permettant  de  reconnaître  si  a 
est  la  limite  de  la  variable  x\  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il 
suffit  qu'étant  donné  un  nombre  positif  e,  aussi  petit  qu'on  le 
voudra,  il  arrive  un  moment  à  partir  duquel  la  valeur  absolue 
de  j?  —  a  reste  constamment  inférieure  à  €,  pour  toutes  les  valeurs 
que  la  variable  x  est  susceptible  d'acquérir. 

De  nombreux  exemples  de  limites  sont  fournis  par  la  Géomé- 
trie et  l'Algèbre.  Par  exemple,  la  quantité  variable  x  =  — ^^- —  a 

pour  limite  a  a  lorsque  m  tend  vers  a,  car  il  suffit  que  la  valeur 
absolue  de  m  —  a  soit  inférieure  à  e  pour  que  la  valeur  absolue 
de  j:  —  2a  soit  elle-même  plus  petite  que  s.  De  même  la  variable 

x  =  a >  où  n  est  un  nombre  entier  positif,  a  pour  limite  a 

lorsque  ce  nombre  n  augmente  indéfiniment,  car  il  suffit  que  n 
G.  I 
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soit  supérieur  à  -  pour  que  a  —  x  soit  inférieur  à  e.  On  voit,  par 

ces  exemples,  que  les  valeurs  successives  de  la  variable  x  tendant 
vers  sa  limite  peuvent  former  une  suite  continue  ou  une  suite 
discontinue. 

Il  est,  en  général,  très  difficile  de  trouver  la  limite  d'une  quan- 
tité variable.  La  proposition  suivante,  que  nous  admettrons  comme 
évidente,  permet,  dans  bien  des  cas,  d^affirmer  Texistence  d'une 
limite  : 

Toute  quantité  variable^  qui  rCest  jamais  décroissante  et 
qui  reste  inférieure  à  une  quantité  constante  L,  tend  vers  une 
limite  /,  inférieure  ou  au  plus  égale  à  L. 

De  même,  toute  quantité  variable^  qui  n'est  jamais  crois- 
santé  et  qui  reste  supérieure  à  une  quantité  constante  L',  tend 
vers  une  limite  V ,  supérieure  ou  au  moins  égale  à  L'. 

Par  exemple,  si  une  série  à  termes  positifs  a  ses  termes  plus 
petits  respectivement  que  les  termes  correspondants  d'une  autre 
série  convergente,  à  termes  positifs,  on  peut  affirmer  que  la  pre- 
mière série  est  également  convergente,  car  la  somme  S„  des  n  pre- 
miers termes  augmente  évidemment  avec  l'indice  n  et  cette  somme 
est  toujours  plus  petite  que  la  somme  S  de  la  seconde  série. 

2.  Fonctions.  —  Lorsque  deux  quantités  variables  sont  liées 
de  telle  façon  que  la  valeur  de  l'une  dépend  de  la  valeur  de  l'autre, 
on  dit  qu'elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  L'une  d'elles 
étant  considérée  comme  variant  arbitrairement,  on  l'appelle  la 
variable  indépendante.  Soit^  cette  variable  qui  pourra  prendre, 
par  exemple,  toutes  les  valeurs  comprises  entre  deux  nombres 
donnés  a  et  b{a<Cb).  Désignons  par  y  une  autre  variable  telle 
que,  à  toute  valeur  de  x  compiise  entre  a  et  b  corresponde  une 
valeur  bien  déterminée  de  y^  ainsi  qu'aux  valeurs  limites  aet  b; 
on  dit  que^  est  une  fonction  définie  de  x  dans  l'intervalle  (a,  6),  et 
l'on  indique  cette  dépendance  par  l' égalité  y  =/'(^).  Par  exemple, 
il  peut  se  faire  que  la  valeur  de  y  soit  le  résultat  de  certaines  opé- 
rations arithmétiques  effectuées  sur  la  valeur  de  x\  tel  est  le  cas 
des  fonctions  les  plus  simples  que  l'on  étudie  dans  les  éléments, 
comme  les  polynômes,  les  fonctions  rationnelles,  les  radicaux,  etc. 
Une  fonction  peut  aussi  être  définie  graphiquement.  Etant  donnés, 
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dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy^  si  l'on  joint 
deux  points  A  et  B  de  ce  plan  par  un  arc  de  courbe  ACB  de  forme 
arbitraire,  tel  qu'une  parallèle  à  l'axe  Oy  ne  puisse  rencontrer 
cet  arc  de  courbe  en  plus  d'un  point,  l'ordonnée  d'un  point  de 
cette  courbe  sera  une  fonction  de  l'abscisse.  Cet  arc  de  courbe  ACB 
peut  d'ailleurs  se  composer  de  plusieurs  portions  distinctes  appar- 
tenant à  des  courbes  différentes,  telles  que  des  portions  de  droite, 
des  arcs  de  cercle,  etc.  Bref,  on  pourrait  se  donner  une  loi  abso- 
lument arbitraire  pour  déduire  la  valeur  de  y  de  celle  de  x.  Le 
mol  de  /onction,  pris  dans  son  acceptjjXP  la  plus  large,  ne  signifie 
pas  autre  chose  que  ceci  :  à  une  valeur  de  x  correspond  une 
valeur  de^. 

3.  Continuité.  —  La  définition  des  fonctions  auxquelles  s'ap- 
plique le  calcul  infinitésimal  nej^omporJLp  pas  une  aussi  grande 
indétermination.  Soit  y=/{x)  une  fonction  définie  dans  l'inter- 
valle (a,  b);  prenons  une  valeur  Xo  comprise  dans  cet  intervalle 
et  une  valeur  voisine  Xq-^  h  comprise  dans  le  même  intervalle.  Si 
la  différence  /{xq-\-  h)  — /(^o)  tend  vers  zéro,  lorsque  la  valeur 
absolue  de  h  tend  vers  zéro,  la  fonction  /(x)  sera  dite  continue 
pour  la  valeur  Xq,  D'après  la  définition  même  de  la  limite,  on 
peut  dire  encore  q\i^ une  fonction  /{x)  est  continue  pour  x  =  Xq 
si  à  tout  nombre  positif  e^  aussi  petit  qu^on  le  suppose,  on  peut 
faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  tj  tel  que  Von  ait 

|/(aro-4-A)— /(a?o)|<e, 

pour  toute  valeur  de  h  moindre  que  r\  en  valeur  absolue  (*). 
Nous  dirons  qu'une  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'inter- 
valle (a,  b)  si  elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
dans  cet  intervalle  et  si  les  différences 

f^a-+-h)-f{a),       f[b-h)-f{b). 

tendent  vers  zéro  lorsque  la  différence  h  tend  vers  zéro  en  restant 
positive. 

On  démontre  dans  tous  les  Cours  d'Algèbre  que  les  polynômes, 
les  fonctions  rationnelles,  la  fonction  exponentielle,  la  fonction 

(*)  Le  symbole  \a\  désigne  la  valeur  absolue  de  a. 
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logarithmique,  les  fondions  trigonomélriqiies  et  les  fonctions 
inverses  sont  des  fonctions  continues,  sauf  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  la 
somme  ou  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  con- 
tinues est  encore  une  fonction  continue;  il  en  est  de  même  du 
quotient  de  deux  fonctions  continues,  sauf  pour  les  valeurs  de  la 
variable  qui  annulent  le  dénominateur. 

Il  me  paraît  superflu  d'expliquer  ici  pour  quelles  raisons  nous 
sommes  conduits  à  admettre  que  les  fonctions  définies  phj'sique- 
ment  sont  continues,  au  moins  en  général. 

Parmi  les  propriétés  des  fonctions  continues,  nous  citerons  dès 
maintenant  les  deux  suivantes,  que  Ton  serait  tenté  de  considérer 
comme  évidentes,  mais  qui  constituent  de  véritables  théorèmes 
dont  on  trouvera  plus  loin  une  démonstration  rigoureuse  (*). 

I.  Soit  y  =^f{x)  une  fonction  continue  dans  V  intervalle  (a,  h) 
et  N  un  nombre  compris  entre  f  {a)  et  f{b)  ;  l^ équation  f{x)  =  N 
a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  b. 

II.  Il  existe  au  moins  une  valeur  de  x  appartenant  à  Vin- 
tervalle  (a,  b)  {y  compris  a  et  b)  pour  laquelle  y  prend  une 
valeur  M  supérieure  ou  au  moins  égale  à  toute  autre  valeur 
de  la  fonction  dans  le  même  intervalle.  Il  existe  de  même  une 
valeur  de  x  pour  laquelle  y  prend  une  valeur  m  inférieure  ou 
au  plus  égale  à  toute  autre  valeur  de  la  fonction  dans  le  même 
intervalle. 

Les  nombres  M  et  m  sont  les  valeurs  maximum  et  minimum 

àe  f{x)  dans  Tintervalle  (a,  b).  Il  est  clair  que  la  valeur  de  x  pour 

laquelle  f{x)  prend  sa  valeur  maximum  M  peut  se  confondre  avec 

(  l'une  des  limites  a  ou  b,  et  il(en>est  de  même  de  la  valeur  de  x 

^'  -qui corrcspoTîcrauminimum.  De  la  combinaison  des  propositions 

précédentes  on  déduit  immédiatement  que  l'équation  f{x)  =  N, 
où  N  est  un  nombre  compris  entre  M  et  /w,  admet  au  moins  une 
racine  comprise  entre  a  et  6. 

4.  Exemples  de  discontinuité.  —  Les  fonctions  que  nous  étu- 
(M  Koir  Chapitre  IV. 
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(lierons  sont  en  général  continues,  mais  elles  peuvent  cesser  de 
Tèlre  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la  variable.  Voici 
quelques  exemples  des  discontinuités  que  Ton  rencontre  le  plus 
fréquemment. 

La  fonction  y  =  est  continue  pour  toute  valeur  x^  de  x^ 

différente  de  a.  L'opération  qu'il  faut  effectuer  pour  déduire  la 
valeur  dey  de  la  valeur  de  x  n'a  plus  aucun  sens  lorsqu'on  donne 
à  j?  la  valeur  a;  mais  nous  remarquons  que  lorsque  x  a  une  valeur 
très  voisine  de  a^y  est  très  grand  en  valeur  absolue  et  positif  ou 
négatif,  suivant  que  x  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a.  Lorsque 
la  différence  x  —  a  diminue  de  plus  en  plus,  la  valeur  absolue 
de  j/*  augmente  indéfiniment,  de  façon  à  devenir  supérieure  à  tout 
nombre  donné  à  J'avance.  On  exprime  ce  fait  d'une  façon  abrégée 

en  disant  que  la  fonction est  infinie  pour  x=^  a.  C'est  un 

genre  de  discontinuité  d'une  grande  importance  en  Analyse. 

Prenons  encore  la  fonction  jk  =  sin-*  Lorsque  x  tend  vers  zéro, 
-  augmente  indéfiniment  et  y  ne  tend  vers  aucune  limite,  tout  en 

restant  compris  entre  —  i  et  +  i  ;  l'équation  sin-  =  A,  où  l'on 

suppose  I  A|  <^  1,  admet  toujours  une  infinité  de  racines  comprises 
entre  o  et  e,  aussi  petit  que  soit  e.  Quelle  que  soit  la  valeur  que 
Ton  convienne  de  prendre  pour  y  lorsqu'on  suppose  x  =  o^  la 
fonction  considérée  ne  peut  être  continue  pour  a:  =  o. 

Un  exemple  de  discontinuité  d'une  autre  nature  nous  est  fourni 
par  la  somme  de  la  série  convergente 

S(a7)=a7*H -h...  H-  ;; -—  -h 

Lorsque  j?=o,  tous  les  termes  de  la  série  étant  nuls,  on  aS(o)=:o. 
Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  différente  de  zéro,  on  a  une  progres- 
sion géométrique  décroissante,  dont  la  raison  est -\  on  a  donc 

S(a7)  =  ; —  =  — î^— =  1  -+-  ar«. 

Lorsque  x  tend  vers  zéro,  S{x)  a  pour  limite  l'unité,  tandis  que 
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l'on  a  S(o)=:o.  A.insi,  dans  ce  cas,  la  fonction  tend  bien  vers  une 
limite  lorsque  x  tend  vers  zéro,  mais  cette  limite  est  différente  de 
la  valeur  que  prend  cette  fonction  pour  ^  mo. 

5.  Dérivées.  —   Soit  /(^)  une  fonction  continue;  les  deux 
termes  du  rapport 

h 

tendent  vers  zéro  simultanément  lorsque,  x  restant  fixe,  la  valeur 
absolue  de  h  diminue  indéfiniment.  Si  ce  rapport  tend  vers  une 
limite,  on  dit  que  celte  limite  est  la  dérivée  de  la  fonction  f{x), 
et  on  la  représente  par^'  ou/'  ( j;),  suivant  la  notation  de  Lagrange. 
A  la  notion  analytique  de  la  dérivée  se  rattache  une  notion  géo- 
métrique importante.  So\i  y  =.f[x)  une  fonction  continue  dans 
un  intervalle  (a,  6);  considérons  dans  un  plan  le  point  de  coor- 
données (x,y).  Lorsque  x  varie  de  a  à  6,  ce  point  décrit  un  arc 
de  courbe  AMB,  qui  représente  graphiquement  la  marche  de  la 
fonction y(:r)  dans  l'intervalle  (a,  b).  Soient  M  et  M'  deux  points 
voisins  de  cet  arc  de  courbe,  d'abscisses  ^  et  :r  +  h.  Le  coefficient 
angulaire  de  la. droite  MM'  est  égal  à 

h 

lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M  et,  si  la  fonction  /{x)  admet  une  dérivée,  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  MM'  tend  vers  la  limite  jk'«  La  droite  MM' 
tend  donc  vers  une  position  limite  MT,  qu'on  appelle  la  tangente 
à  la  courbe;  l'équation  de  cette  tangente  est,  d'après  ce  qui  précède, 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  courantes. 

Plus  généralement,  considérons  une  courbe  quelconque  dans 
l'espace  et  soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  celle  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  t.  Prenons  sur  cette  courbe  deux 
points  M,  M'  correspondant  aux  deux  valeurs  ^  et  t -^  h  du  para- 
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mètre;  les  équations  de  la  corde  MM'  sont 

f^t-^h)-f{t)       ocr-t-A)-o(0       W^h)--^{t) 

Si  l'on  divise  tous  les  dénominateurs  de  ces  rapports  par  A,  et 
qu'on  fasse  ensuite  tendre  h  vers  zéro,  on  voit  que  la  corde  MM' 
tend  vers  une  position  limite  qui  est  représentée  par  les  équations 

X-/(0  ^  Y-y(0  ^  Z_-^(0. 
f\t)  o'(0  f(0     ' 

ceci  suppose,  bien  entendu,  que  les  trois  fonctions  f{t)y  <p(^), 
*L(^)  admettent  une  dérivée.  La  détermination  de  la  tangente  à  une 
courbe  se  ramène  donc  analjtiquement  à  un  calcul  de  dérivées. 
Toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  est  nécessairement  con- 
tinue, mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Il  est  facile  de  donner 
des  exemples  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dérivée  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  la  variable.  Telle  est  la  fonc- 
tion ^=  a:  sin- pour  x  =  o]  lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  en  est 
de  même  de  y  et  la  fonction  est  bien  continue,  mais  le  rap- 
port —  r==sin"  ne  tend  vers  aucune  limite,  comme  nous  l'avons 
déjà  observé. 

s 

Soit  encore  y=.n^\  cette  fonction  est  continue  pour  toute 

valeur  de  a:  et  l'on  aj/'  =  opourx  ==o;  mais  le  rapport  î^=a:  'croît 

indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  dirons  pour  ^r^ff^r 
que  la  dérivée  est  infinie  pour  ic  =o;  la  courbe  qui  représente  la 
marche  de  la  fonction  est  tangente  à  Torigine  à  l'axe  des  j^. 

La  fonction  y=^  x j- est  nulle  pour  a;=o,  mais  le  rap- 

port  —  tend  vers  deux  limites  difl'érentes  suivant  que  x  tend  vers 

zéro  en  restant  positif,  ou  en  restant  négatif.  Lorsque  x  est  positif 

1 

et  très  petit,  e'  est  positif  et  très  grand;  le  rapport-  tend  vers 
Tunité;  au  contraire,  si^  est  négatif  et  très  petit  en  valeur  absolue, 

€'  est  très  voisin  de  zéro  et  le  rapport  —  a  pour  limite  zéro.  Il 
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existe  donc  deux  valeurs  distinctes  pour  la  dérivée,  suivant  la 
façon  dont  x  tend  vers  zéro;  la  courbe  qui  représente  la  marche 
de  la  fonction  présente  un  ppint  anguleux  à  l'origine  des  coor- 
données. 

On  voit  par  ces  exemples  qu'il  est  facile  de  former  des  fonc- 
tions continues  n'admettant  pas  de  dérivée  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Mais  les  inventeurs  du  Calcul  infinité- 
simal et  leurs  successeurs  n'avaient  jamais  mis  en  doute  qu'une 
fonction  continue  n'eût  en  général  une  dérivée.  Il  y  avait  même 
eu  quelques  jentatives  de  démonstration,  insuffisantes  il  est  vrai, 
lorsque  M.  Weierstrass  est  venu  trancher  complètement  la  ques- 
tion, en  donnant  des  exemples  de  fonctions  continues  qui  n'ad- 
mettent de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable  (*).  Ces 
fonctions  n'ajant  reçu  jusqu'ici  aucune  application,  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas.  Quand  nous  dirons  par  la  suite  qu'une  fonc- 
tion /(:c)  a  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  6),  il  faudra  toujours 
entendre  par  là,  à  moins  de  mention  expresse,  qu'elle  admet  une 
dérivée  unique  et  finie  pour  chaque  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  a  et  b, 

6.  Dérivées  successÎTes.  —  La  dérivée  d'une  fonction  /(^)  est 
elle-même  en  général  une  autre  fonction  de  x^  f{^)\  si  f^{x) 
admet  elle-même  une  dérivée,  on  appelle  la  nouvelle  fonction  la 
dérivée  seconde  de  f{x)  et  on  la  représente  par  le  symbole  y" 
o\xf"{x).  On  définira  de  même  la  dérivée  troisième  y  ou  f^"{x) 
comme  la  dérivée  de  la  dérivée  seconde,  et  ainsi  de  suite;  d'une 
manière  générale,  la  dérivée  n^^^^y(n)  ou/^"^  (x)  est  la  dérivée  de  la 
dérivée  d'ordre  {n —  i).  Si,  en  prenant  ainsi  les  dérivées  succes- 
sives, on  n'arrive  jamais  à  une  fonction  qui  n'admet  pas  de  dérivée, 
on  peut  imaginer  cette  suite  d'opérations  prolongée  indéfiniment; 
la  suite  des  dérivées  de  la  fonction  f{x)  d'où  l'on  est  parti  est 
illimitée.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  toutes  les  fonctions  qui  présen- 
tent jusqu'ici  quelque  intérêt  pratique. 

La  notation  qui  précède  est  celle  de  Lagrange  ;  on  se  sert  aussi 


(*)  Note  lue  à  l'Acadéinie  des  Sciences  de  BerlÏD,  le  i8  juillet  1873.  On  trou- 
vera d'autres  exemples  dans  le  Mémoire  de  M.  Darboux,  sur  les  fonctions  dis- 
continues {Annales  de  V École  Normale  Supérieure,  t.  IV;  a^  série).  Un  exemple 
de  M.  Weierstrass  est  indiqué  plus  loin  (Chap.  IX). 
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quelquefois  de  la  notation  Hny  ou  Dfi/(x),  due  à  Cauchy,  pour 
représenter  la  dérivée  d'ordre  n.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin 
la  notation  de  Leibniz. 

7.  Théorème  de  Relie.  —  L'emploi  des  dérivées  dans  l'étude 
des  équations  repose  sur  la  proposition  suivante,  connue  sous  le 
nom  de  théorème  de  Rolle  : 

Soient  a  et  b  deux  racines  de  V équation  f{x)  =  o.  Si  la 
fonction  f{x)  est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  l^ inter- 
valle (a,  6),  l'équation  f'{x)  ^=o  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  a  et  b. 

En  effet,  la  fonction  f{x)  est  nulle  par  hypothèse  pour  x=^a 
et  pour  :r  =  6.  Si  elle  est  constamment  nulle  dans  l'intervalle  (a,  6), 
il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  et  le  théorème  est  évident.  Si  la 
fonction  f{x)  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  prendra  soit  des 
valeurs  positives,  soit  des  valeurs  négatives.  Supposons,  par 
exemple,  qu'elle  prenne  des  valeurs  positives;  elle  prendra  alors 
une  valeur  maximum  M  pour  une  valeur  x^  de  x  comprise  entre  a 
et  b  (n**  3;  théorème  II).  Le  rapport 

h ' 

où  l'on  suppose  A  >  o,  est  nécessairement  négatif,  à  moins  d'être 
nul,  et  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire /'(ari),  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  on  a  donc /'(oti)  ^o.  En  considérant  de  même 
/^(Xi)  comme  la  limite  du  rapport 

^h ' 

où  h  est  positif,  on  verra  de  la  même  façon  que  l'on  doit 
avoir /'(a;i)^o.  La  comparaison  de  ces  deux  résultats  prouve 
que  l'on  a  nécessairementy"'(^i)  =  o. 

8.  Formule  des  aocroisse^ft"^^?  fltilg.  —  On  déduit  sans  peine 
de  ce  théorème  1  importante  formule  des  accroissements  finis  : 

Soit  /{x)  une  fonction  continue  ayant  une  dérivée  dans 
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V intervalle  (a,  6);  on  a 

(I)  Ab) -- f{a)  =  {b -- a)f\c\ 

c  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

Pour  établir  celte  formule,  considérons  la  fonction  auxiliaire 

<?(:r)  =/(  a -»- a.) -/(a)  -  :M^Z(^  X, 

qui,  d'après  les  hvpothèses  faites  sur  /{x),  est  continue  et  admet 
une  dérivée  dans  Tintervalle  (o,  b  —  a).  Cette  fonction  s'annule 
évidemment  pour  a:  =  o  et  pour  x=  b  —  a;  sa  dérivée  ç'(^)  ou 

tf  —  a 

doit  donc  s'annuler  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  6  —  a. 
La  valeur  correspondante  de  a-\-x  est  comprise  entre  a  et  6,  et 
l'on  a  bien  l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  On  peut  remar- 
quer que  la  démonstration  ne  suppose  pas  la  continuité  de  la 
dérivée /'(a;). 

De  cette  formule  on  déduit  que,  si  la  dérivée  f\x)  est  nulle 
dans  Tinlervalle  (a,  6),  la  fonction  f{x)  conserve  une  valeur  con- 
stante dans  cet  intervalle;  car  l'application  de  la  formule  à  deux 
valeurs  j:i,  x^^  appartenant  à  l'intervalle  (a,  6),  conduit  à  la  rela- 
tion/(^2)  =f{^i)'  H  ^^  résulte  que,  si  deux  fonctions  admettent 
la  même  dérivée,  leur  différence  est  constante,  et  la  réciproque 
est  évidente.  Quand  on  connaît  une  /onction  F(x)  ayant  pour 
dérivée  une  fonction  donnée  f{x)^  on  obtient  toutes  les  autres 
fonctions  ayant  la  même  dérivée  en  ajoutant  à¥{x)  une  con- 
stante arbitraire  (*). 

(^)  On  applique  quelquefois  ce  théorème  sans  avoir  égard  à  toutes  les  condi- 
tions de  l'énoncé.  Soient,  par  exempICf /(a;)  et  ^(a?)  deux  fonctions  continues, 
admettant  des  dérivées  f'{x)^  ?'(^))  dans  un  intervalle  (a,  b).  Si,  entre  ces 
quatre  fonctions,  on  a  la  relation  f'{x)^{x)—ff^x)^'{x)  =  o,  on  en  conclut 

que  la  dérivée  de  la  fonction  ^i  ou  ^^—^ — -^ —    ,      — -^ — -j  est  nulle  et  par 

f 

suite  que  le  rapport  —  est  constant  dans  l'intervalle  (a,  6).  Mais  la  conclusion 

9 
n'est  absolument  légitime  que  si  la  fonction  ^{x)  ne  s'annule  pas  dans  l'inter- 
valle (a,  6).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  <f{x)  s'annule,  ainsi  que  ?'(^), 
pour  une  valeur  c  de  :r  comprise  entre  a  et  b.  Une  fonction  /{x)  égale  à  C|7(a7) 
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La  formule  (i)  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique 
simple.  Représentons^nous,  en  effet,  l'arc  de  courbe  AMB  qui 
figure  la  marche  de  la  fonction  y=^f{^x)  dans  Tintervalle  (a,  6); 

^-^__  est  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  AB,   tandis 

quey'(c)  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  C 
d'abscisse  c  de  l'arc  AMB.  La  formule  (i)  exprime  donc  qu'^V 
existe  sur  l'arc  AMB  un  point  C  où  la  tangente  est  parallèle 
à  la  corde  AB. 

Lorsque  la  dérivée /'(j?)  est  continue,  si  l'on  fait  tendre  a  et  6 
vers  une  limite  commune  Xq,  suivant  une  loi  quelconque,  le 
nombre  c,  compris  entre  a  et  6,  tend  aussi  vers  Xq,  et  la  for- 
mule (i)  nous  montre  que  le  rapport 

b  —  a 

a  pour  limite /'(xo).  Voici  quelle  est  l'interprétation  géométrique  : 
sur  la  courbe  ^=/(^),  considérons  le  point  M  d'abscisse  Xq  et 

les  deux  points  A  et  B  d'abscisses  a  et  6.  Le  rapport  ■      l__     — - 

est  égal  au  coefficient  angulaire  de  la  corde  AB,  tandis  que/'(j:o) 
représente  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  M.  On 
voit  donc  que,  lorsque  les  deux  points  A  et  B  se  rapprochent 
indéfiniment  du  point  M  suivant  une  loi  quelconque,  la  sécante  AB 
a  pour  limite  la  tangente  au  point  M. 

Il  n'en  est  plus  de  même,  en  général,  lorsque  la  dérivée /'(x) 

n'est  pas  continue.  Par  exemple,  si  l'on  prend  sur  la  courbe  jk  =  ^' 
deux  points  infiniment  voisins  de  l'origine,  de  part  et  d'autre  de 
Taxe  Oy^  il  est  évident  sur  la  figure  que  la  direction  de  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  reste  absolument  indéterminée  lorsqu'ils 
se  rapprochent  l'un  et  l'autre  de  l'origine. 

9.  Généralisation  de  la  formule.  —  On  a  indiqué  diverses  générali- 
sations de  la   formule  des  accroissements  finis.  La  suivante  est  due  à 


entre  a  et  c,  et  à  C^^^x)  entre  c  et  b^  C,  et  C,  étant  deux  constantes  différentes, 
est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  Ton  a  bien 

pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle.  L'interprétation  géométrique 
est  facile. 
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M.  Stieltjes  {Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XVI,  p.  loo). 
Considérons,  pour  fixer  les  idées,  trois  fonctionsy(a:),  ^(ar),  h{x)y  con- 
tinues et  admettant  des  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  et 
soient  a,  6,  c  trois  valeurs  particulières  de  la  variable  (a  <  6  <  c).  Défi- 
nissons le  nombre  A  par  l'égalité 


f{a)  g{a)  h{a) 
f{b)  g{b)  h(b) 
f{c)     g{c)      h{c) 

et  considérons  la  fonction  auxiliaire 


a 
b 
c 


b^ 


=  0, 


?(^)  = 


/(«)    gi^)    ^(«) 
f{b)     g{b)    h{b) 

f{x)    g(x)    h{x) 


a 
b 

X 


b^ 

37» 


cette  fonction  est  nulle  pour  rr  =  6  et  pour  ;r  =  c,  donc  sa  dérivée  doit 
s'annuler  pour  une  valeur  X,  comprise  entre  b  et  c,  ce  qui  nous  donne 


/(«)  <?(«) 

h{a) 

I     a     a' 

/(b)     g{b) 

h{b) 

—  A. 

I     b     Al 

/'(O    ^(0 

h'(K) 

o     I     al^ 

=  o. 


Si  l'on  remplace  b  par  x  dans  cette  relation,  on  a  une  fonction  qui  est 
nulle  pour  â?  =  a  et  pour  x  =  b.  Sa  dérivée  est  donc  nulle  pour  une 
valeur  Ç  comprise  entre  a  et  6,  ce  qui  nous  donne  une  nouvelle  relation 


/(«) 

4f(«) 

Ha) 

I     a    a* 

ra) 

^'(?) 

A'(0 

—  \ 

o       1      2$ 

/'(O 

<r'(0 

A'(0 

o       I      2Ç 

=  o. 


Enfin,  si  l'on  remplace  Ç  par  27  dans  le  premier  membre  de  cette  égalité, 
on  a  encore  une  fonction  de  x  qui  s'annule  pour  a?  =  J  et  pour  a?  =  Ç;  sa 
dérivée  est  donc  nulle  pour  une  valeur  tj  comprise  entre  J  et  Ç  et  par  con- 
séquent entre  a  et  c.  On  a  donc  pour  A  l'expression  suivante 


A=.-- 

1  .2 


/(«)        ^(«)       ^*(«) 

/'(î)  g'a)  h'a) 

f\r,)     g^{-n)     h\r,) 


5  étant  compris  entre  a  et  6,  et  i\  entre  a  et  c. 

La  démonstration  ne  suppose  pas  la  continuité  des  dérivées  secondes 
/'(^)>  Sf{^)i  ^'(^)»  si  ces  dérivées  secondes  sont  continues,  et  si  les 
valeurs  a,  b,  c  tendent  vers  une  même  valeur  limite  x^^  on  a,  à  la  limite, 


limA  = 


1.2 


/(a?o)  g(xo)  h{xo) 
f'ixo)  g'ixo)  h'{xo) 
f\^o)    g\^o)    h\x,) 
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Il  existe  des  formules  analogues  pour  n  fonctions,  que  Ton  établit  de  la 
même  façon.  Si  Ton  a  seulement  deux  fonctions /(a?)  et  g{x)^  il  suffit  de 
supposer  g{x)r=i  pour  retrouver  la  formule  des  accroissements  finis 
proprement  dite. 

On  doit  à  M.  Schwarz  une  généralisation  analogue  {Annali  di  Mate- 
matica,  a*  série,  t.  X). 


II.  -  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

10.  Généralités.  —  Une  quantité  variable  o)  dont  la  valeur 
dépend  des  valeurs  de  plusieurs  autres  quantités  variables  x^  y, 
Zj  ...,/,  indépendantes  les  unes  des  autres,  s^appelle  une  /onc- 
tion des  variables  indépendantes  x^  y,  z,  . . . ,  t^  et  l'on  indique 
celle  liaison  par  le  symbole  to  =/(x,  y^  z,  ...,  /).  Soit,  pour 
fixer  les  idées,  w  z=f(^x^  y)  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  y\  si  Ton  regarde  x  et  y  comme  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point  dans  un  plan,  à  tout  système  de  valeurs 
des  variables  (j:,  y)  correspond  un  point  M,  et  inversement. 
Lorsque  à  tout  point  d'une  aire  A,  limitée  par  un  ou  plusieurs 
contours  de  forme  quelconque,  correspond  une  valeur  de  co,  nous 
disons  que  la  fonction  /{x,  y)  est  définie  dans  la  portion  A  du 
plan. 

Soient  (xoy  yo)  les  coordonnées  d'un  point  M©  pris  dans  cette 
portion  du  plan.  On  dit  que  la  fonction  /(x,  y)  est  continue 
pour  le  système  de  valeurs  Xo^yo,  si,  à  tout  nombre  positif  e^ 
on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  't\^  tel  que 
Con  ait 

à  la  seule  condition  que  l'on  ait  |/i|  <  t^,  \k\  <  t^. 

On  peut  interpréter  comme  il  suit  la  définition  de  la  continuité. 
Imaginons  que  Ton  construise,  dans  le  plan  des  xy^  un  carré  de 
centre  Mo,  de  côté  égal  à  2  7),  et  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  axes  ; 
le  point  M'  de  coordonnées  (xq-^  A,  ^o  +  ^')  est  à  l'intérieur  de 
ce  carré,  pourvu  que  l'on  ait  \h\  <ir^,  \k\<C'ri>  Dire  que  la  fonc- 
tion est  continue  pour  x  =^XQy  y=yQ^  cela  revient  à  dire  que 
l'on  peut  prendre  le  côté  de  ce  carré  assez  petit  pour  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  la  fonction  au  point  Mq  et  en  un  autre  point 
quelconque  de  ce  carré  soit  moindre  que  e  en  valeur  absolue.  Il 
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est  évident,  d'après  cela,  que  Ton  pourrait  remplacer  ce  carré  par 
un  cercle  de  centre  (^o?  yo)î  car,  si  la  condition  précédente  est 
satisfaite  pour  tous  les  points  situés  à  Tintérieur  d'un  çarxé,  elle 
le  sera  aussi  pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  inscrit. 
Inversement,  si  la  condition  est  satisfaite  pour  tous  les  points 
intérieurs  à  un  cercle,  elle  l'est  aussi  pour  tous  les  points  inté- 
rieurs à  un  carré  inscrit  dans  ce  cercle.  On  pourrait  donc  définir  la 
continuité  en  disant  que  l'on  peut  faire  correspondre  les  nombres  e 

et  y\  positifs  de  telle  façon  que  l'inégalité  ^A* -f- A-^  < '/i  entraîne 
l'inégalité 

La  continuité  se  définit  de  même  pour  une  fonction  de  3,  4?  •  -  •? 
n  variables  indépendantes. 

11  est  clair  que  toute  fonction  continue  des  deux  variables  a:,  y 
est  une  fonction  continue  de  chacune  des  deux  variables  prise 
isolément,  mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  exacte  (*). 

11.  Dérivées  partielles.  —  Si,  dans  une  fonction  continue 
/(^j  ^),  on  attribue  à  l'une  des  variables,  y  par  exemple,  une 
valeur  constante,  d'ailleurs  quelconque,  on  a  une  fonction  de  la 
seule  variable  x^  dont  on  désignera  la  dérivée,  si  elle  existe, 
par/^(:r,  y)  ou  w^;  on  désignera,  de  même,  par  w^  ou/^.(^,  j^), 
la  dérivée  de  la  fonction  /(x,  ^),  où  l'on  regarde  x  comme  une 
constante  et  y  comme  la  variable  indépendante;  f'jc{x^  y)  et 
f'{x^  y)  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction /(x,  y).  Ces 
dérivées  partielles  sont  elles-mêmes,  en  général,  des  fonctions  des 
deux  variables  x^  y\%\  l'on  prend,  à  leur  tour,  leurs  dérivées  par- 
tielles, on  obtient  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de/{x,y). 
On  a  ainsi  quatre  dérivées  partielles  du  second  ordre  y^i,  /^y, 


3  «CK 

(')  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  /{x^y)  égale  à  — ^ — - — -i  lorsque 

l'une  au  moins  des  valeurs  de  :r  ou  de  ^  est  différente  de  zéro,  et  égale  à  zéro, 
lorsque  x=^y  =  o.  Il  est  évident  que  cette  fonction  est  une  fonction  continue 
de  X  lorsqu'on  suppose^  constant,  et  inversement.  Cependant  elle  n'est  pas  une 
fonction  continue  des  deux  variables  x,  y,  pour  le  système  de  valeurs  or  =^y  =  o, 
car  si  le  point  {x,  y)  tend  vers  l'origine  en  restant  sur  la  droite^  =  x,  la  fonc- 
tion f{x^  y)  a  pour  limite  i,  et  non  pas  zéro.  L'étude  des  fonctions  de  cette 
nature  a  été  faite  par  M.  Bairé  dans  sa  Thèse. 
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/jxj  fy*'  O"  définira  de  même  les  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre,  du  quatrième  ordre,  etc.;  d'une  manière  géiiirale,  étant 
donnée  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
pendantes w  =y*(a?,^,  5,  .  .  .,  /),  une  dérivée  partielle  d'ordre  n 
est  le  résultat  de  n  dérivations  successives  eflfectuées  sur  cette 
fonction  /  dans  un  certain  ordre,  par  rapport  à  quelques-unes 
des  variables  qui  y  figurent.  Nous  allons  établir  que  ce  résultat  ne 
dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  dérivations. 
Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Soit  oj  T=  f(^x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  x,  y;  on 

^  /'jcx=/]'x'i  B2IéDi^  ?"^  ^^*  deux  dérivées  partielles  soient 
continues. 

Nous  allons,  pour  cela,  mettre  sous  deux  formes  différentes 
l'expression 

U  =/(x  -+-  Aa7,  ^  -f-  ^y)  —/{Xy  y  -h  A^)  —f{x  ^  Aa:,  y)  ^f{x,y), 

oii  Ton  suppose  que  .r,  y,  A^:,  Ay  aient  des  valeurs  déterminées. 
Si  Ton  pose,  en  désignant  par  i^  une  variable  auxiliaire, 

on  peut  en  effet  écrire 

l'application   du   théorème   des   accroissements   finis   à  la  fonc- 
tion C9((')  nous  donne 

u  =  Aj'-ç;.(^-+-eA^),      où      o<ô<i. 

Remplaçons  ©'  par  sa  valeur;  il  vient  encore 

U  =  Ar  [/j(^  -X-  Aa:,  ^  -4-  e  A7)  -fy(x,  7  -h  0  A/)]. 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  des  accroissements  finis 
à  lafonclîon/^(w,^  + 8  Aj^),  en  y  regardant  maintenant  2^  comme 
la  variable  indépendante,  nous  donne 

U  =  Aa?A7/;^(a7-H0'Aa?,y-+-eAj^),         o<G'<i. 
D'après  la  symétrie  de  l'expression  U  en  x,  y^  Aa:,  Hy^  on  trou- 
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verait  de  même,  en  échangeanl  le  rôle  des  variables  x  ely, 

U  =  Ay  Hx/^yix  4-  O;  \x,  ^  +  0,  Aj^), 

B|  et  0',  désignant  encore  des  facteurs  positifs  infërieurs  à  un. 
Égalons  ces  deux  valeurs  de  U;  en  divisant  par  ùix  ùiy,  il  reste 

les  dérivées  y^^  et  f  étant  supposées  continues,  si  Ton  fait 
tendre  ûix  et  \y  vers  zéro,  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente tendent  respectivement  vers  /[^^  et  y^^.,  et  l'on  parvient  à 
l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  ne  suppose 
rien  sur  les  autres  dérivées  du  second  ordre /^«  ct/^.,  ;  elle  s'ap- 
plique aussi  au  cas  où  la  fonction  y( a;,  y)  dépend  d'autres  variables 
indépendantes  que  x  et  jk,  en  nombre  quelconque,  puisque  ces 
variables  doivent  être  traitées  comme  des  constantes  dans  les  déri- 
vations précédentes. 

Cela  posé,  soit  w  =y(a:,  jk,  3,  ...,  /)  une  fonction  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  et  û  une  dérivée 
partielle  d'ordre  n  de  cette  fonction.  Toute  permutation,  dans 
l'ordre  des  dérivations  qui  conduisent  à  û,  peut  être  obtenue  par 
une  suite  d'échanges  entre  deux  dérivations  consécutives  et, 
comme  ces  opérations  ne  changent  pas  le  résultat,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  il  en  sera  de  même  de  la  permutation  consi- 
dérée. Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  une  notation  qui  désigne  sans 
ambiguïté  une  dérivée  partielle  d'ordre  /i,  il  suffira  d'indiquer  le 
nombre  de  dérivations  qui  sont  eflectuées  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes.  Ainsi  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  de  trois  variables  w  =y(  jj,  y,  z)  seront  représentées  par 
l'une  ou  l'autre  des  deux  notations 

où  p  -i-  q  -{-  r  =  n.  L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  notations  repré- 
sente le  résultat  que  l'on  obtient  en  dérivant  successivement/)  fois 
par  rapport  k  x^  q  fois  par  rapport  ày,  r  fois  par  rapport  à  5,  ces 
opérations  étant  effectuées  dans  un  ordre  arbitraire.  Il  y  a  trois 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  /^, /l?  /^i  six  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  fU  fy-.,  Z^,  A,  fU,  fr.,  .... 
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D'une  façoD  générale,  une  fonction  de  p  variables  indépen- 
dantes a  autant  de  dérivées  partielles  d'ordre  n  qu'il  y  a  de  termes 
distincts  dans  un  polynôme  homogène  d'ordre  n  à  p  variables, 

c'est-à-dire 

(n-^i)(n-\-i).,.(n-hp  —  1) 

1.1. .  .(p  —  '^)(p  — i) 
comme  l'apprend  la  théorie  des  combinaisons. 

Itègles pratiques.  —  On  établit,  dans  tous  les  cours  d'Algèbre, 
un  certain  nombre  de  règles  pratiques  pour  le  calcul  des  dérivées. 
Ces  règles  sont  résumées  dans  le  Tableau  suivant  ou  on  a  mis  sur 
la  même  ligne  la  fonction  et  sa  dérivée 

y^a-*^,        y=aJ?loga, 
le  signe  log  désignant  le  logarithme  népérien, 

y  =  sinjr,  J'  ==  ces  a?, 

^  =  cosar,  J''= — siria?, 

y  =  arc  sinar,  y  - 


1 


dz  /i  —  X 
y  =  arc  tangar,  y'  =  —^ , 

y  =  uvy  y'  =  u'v  -\-  uv\ 

u  ,      u'  V  —  uv' 


Les  dernières  règles  donnent  la  dérivée  d'unejkwactfcn  de  fonc- 
tion et  d'une  fonction  composée!  jjrâce  àlTemploi  de  ces  règles, 
on  peut  obtenir  les  dérivées  suct&essives  ^des  fonctions  que  l'on 
étudie  dans  les  éléments,  polynômes,  fonctions  rationnelles  et 
irrationnelles,  exponentielle  et  logarithme,  fonctions  circulaires 
et  fonctions  inverses,  et  de  celles  que  l'on  obtient  par  leur  com- 
binaison. 

12.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  De  même  que  la  dérivée 
G.  a 
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d'une  fonction  d'une  seule  variable  donne  la  tangente  à  une  courbe, 
les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  deux  variables  intervien- 
nent dans  la  recherche  du  plan  langent  à  une  surface.  Soit 

(2)  z=F(ar,7) 

l'équation  d'une  surface  S  ;  nous  supposons  que  la  fonction  F  est 
continue  et  admet  des  dérivées  partielles  continues  en  un  point 
(^oj^o)  du  plan  des  xy^  auquel  correspond  la  valeur  >So  pour  z  et 
un  point  Mo(^o>  J^oj  ^0)  de  la  surface  S.  Considérons  une  courbe 
quelconque  G  située  sur  la  surface  et  passant  au  point  Mq,  et 
soient 

les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  variable  t]  f{t)^  'f(0'  ^(0  ^^^^  trois  fonctions 
continues  du  paramètre  t  qui  se  réduisent  respectivement  à  Xo, 
yoi  ^0  pour  une  valeur  particulière  ^0  de  /.  La  tangente  à  cette 
courbe  au  point  M©  est  représentée  par  les  équations  (n**  o) 

(A^  ?  —  ^0  _  Y— ro  _  Z  — ^0 

D'autre  part,  puisque  la  courbe  C  est  située  sur  la  surface  S,  on 
a  la  relation 

^(0  =  F[/(0,  ?(0] 

qui  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  t.  Les  deux  membres  doivent 
donc  être  identiques  ;  prenons  la  dérivée  du  second  membre  d'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée,  et  faisons 
t  z=  Iq,  Il  vient 

(5)  f(^o)=/'(*o)F;.+  cp'(^o)F;,. 

Entre  les  équations  (4)  et  (5)  on  peut  éliminer /'(^o)j  ?  (^o)> 
*y(^o)î  et  le  résultat  de  l'élimination  est 

(6)  Z-^^o=(X-a:o)F;.-h(Y-^o)F;.; 

cette  équation  représente  un  plan,  qui  est  le  lieu  des  tangentes  à 
toutes  les  courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  au  point  Mq. 
On  l'appelle  le  plan  tancent  à  la  surface, 

13.  Passage  des  différences  aux  dérivées.  —  On  a  défini  les  dérivées 
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(le  proche  en  proche,  les  dérivées  d'ordre  n  se  déduisant  des  dérivées 
«l'ordre  n  —  i,  et  ainsi  de  suite.  II  est  naturel  de  se  demander  si  Ton  ne 
pourrait  pas  définir  directement  une  dérivée  partielle  d'ordre  n  comme 
limite  d'un  quotient,  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  n.  Nous  avons  fait  quelque  chose  de  ce  genre  pour  f%y{voir 
n**  il),  car  la  démonstration  donnée  plus  haut  prouve  que/^^  est  la  limite 
du  rapport 

fix  -4-  \r,  y  -H  Ay)  ~/(a?  H-  Aa?,  y)  —.fjx,  y  H-  Ay  )  -t-/(ar,  y) 

^  Ly 

lorsque  A:r  et  ly  tendent  tous  les  deux  vers  zéro.  On  démontre  de  la 
même  façon  que  fx\  est  la  limite  du  rapport 

f{x  H-  Al  -H  A>)  —/(a:  H-  A< )  —f{x  -4-  A>)  -^fjx) 

/il  Aj 

lorsque  h^  et  A|  tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro 
Si  Ton  pose,  en  effet, 

ce  rapport  peut  s'écrire 


kJT, = h, '      o<e<i 

00  encore 
f^r^k,^i^h^)-fi.^^h,)  ^y.(,^fl,;t.  +  6A.),   ■     o<e'<,.   ^ 

La  limite  de  ce  rapport  est  donc  la  dérivée  seconde  /^a,  pourvu  que  cette 
dérivée  soit  continue. 

Passons  maintenant  au  cas  général.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

une  fonction  de  trois  variables  indépendantes.  Nous  poserons 

^âw  =Ax  -^  ^j  yy  -5)  — /(^,  yy  -)» 

A*a)=/(ar,>'-+-A-,  z)^f{^x,y,  z), 
Ai  o)  =f{x,  y,z-hl)  —f{x,  y,  z); 

aJu),  Ayd),  ACco  sont  les  différences  premières  de  a>.  Si  l'on  considère  /i, 
k,  l  comme  des  constantes  données,  ces  trois  différences  premières  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  àex,  y  y  z,  dont  on  peut  prendre  les  différences 
relatives  à  des  accroissements  /it,  Xti,  Ix  des  variables,  et  l'on  a  ainsi  les 
différences  secondes  aJ-'A^w,  A^/ aJ.w,  ....  Le  procédé  peut  se  continuer 
indéfînimeiH;  une  différence  d'ordre  n  se  définira  comme  une  différence 
première  d'une  différence  d'ordre  n  —  i.  Gomme  on  peut  intervertir  l'ordre 
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de  deux  quelconques  des  opérations  précédentes,  il  suffira  d'indiquer  les 
accroissements  successifs  attribués  à  chaque  variable.  Une  différence 
d*ordre  n  sera  représentée  par  un  symbole  tel  que  le  suivant 

A{«)a>=  Ai' A*? . . .  aVa*'  . . .  ^'^yS^^£  . . .  Aiy(ar,  j^,  z)       où      p  ^  q  ^  r  =  n, 

les  accroissements  A,-,  A:/,  //  pouvant  être  égaux  ou  inégaux.  Cette  diffé- 
rence peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  dérivée  partielle  d'ordre  n;  elle 
est  égale  au  produit 

fif  h\  • . .  hp  A i , . ,  kq  il . , .  If 

tous  les  6/  étant  compris  entre  o  et  i.  La  formule  a  déjà  été  établie  pour 
les  différences  premières  et  secondes.  Pour  démontrer  qu'elle  est  générale, 
admettons  qu'elle  est  exacte  pour  une  différence  d'ordre  n  —  i,  et  soit 

o(x,  y,  -s)  =  Ai« . . .  A^'A*«  . . .  aJ^aI»  . . .  Sfif-, 
on  aura,  par  hypothèse, 

«p(ar,  j',  -«)  =  Aj . . .  Ap A:i . . .  A-y  /i . . .  lrfxr'*yizr(a:-h 6j  Aj  4-. .  .-+-6/, Ap,^H-. ..  ). 
Mais  la  différence  /i'*°^  considérée  est  égale  à 

et  il  suffit  d'appliquer  de  nouveau  la  formule  des  accroissements  finis  à 
cette  différence  pour  parvenir  à  la  formule  que  l'on  voulait  démontrer. 
Inversement,  la  dérivée  partielle /i^ij^sr  est  la  limite  du  rapport 

Aj'  Aj» . . .  aV  A*' . . .  A*y  aO  . . .  Aly 

rl\  fl^  .  •  •  fin  fCi  Kf  .  •  •  Kq  ^i  •  •  •  < /• 

lorsque  tous  les  accroissements  A,  A*,  /  tendent  vers  zéro. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  cette  définition  des  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  est  quelquefois  plus  étendue  que  la  définition 
ordinaire.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

où  les  fonctions  <p(a?)  et  ^(y)  n'admettent  pas  de  dérivée.  La  fonction  t«i 
n'admet  pas  non  plus  de  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  il  n'y  a 
donc  pas  lieu  a  fortiori  de  parler  des  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Cependant,  si  Ton  adoptait  la  nouvelle  définition,  on  serait  conduit,  pour 
trouver /i^,  à  chercher  la  limite  du  rapport 

fjar  -^h^r-^  k)  -f{x  -4-  A.  y)-f(x,  y -h  k)  ^f(x,  y) 

hk 


\ 
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qui  est  égal  à  •    - 

hk 

Le  numérateur  de  ce  rapport  est  toujours  nul;  il  a  donc  zéro  pour  limite, 
et  nous  sommes  conduits  à  écrire yj;y=  o  (*). 


m.  —  NOTATION  DIFFERENTIELLE. 

La  notation  difTérentielle,  la  plus  ancienne  des  notations  em- 
ployées, est  due  à  Leibniz.  Quoiqu'elle  ne  soit  pas  indispensable, 
elle  oflre  des  avantages  de  symétrie  dans  les  formules  et  de  géné- 
ralité qui  sont  très  appréciables,  surtout  dans  l'étude  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables.  L'origine  de  cette  notation  se  trouve 
dans  la  considération  des  infiniment  petits. 

14.  Différentielles.  —  On  appelle  quantité  infiniment  petite, 
ou  simplement  infiniment  petit,  toute  quantité  variable  qui  tend 
vers  zéro.  La  condition  que  la  quantité  soit  variable  est  essentielle  ; 
une  quantité  constante,  aussi  petite  qu'on  la  suppose,  n'est  pas  un 
infiniment  petit. 

Habituellement  on  considère  plusieurs  quantités  qui  sont  infi- 
niment petites  en  même  temps,  et  l'on  choisit  l'une  d'elles  comme 
terme  de  comparaison  ;  c'est  Vinfiniment  petit  principal.  Soit  a 
cet  infiniment  petit  principal,  et  ^  un  autre  infiniment  petit; 

on  dit  que  ^  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a,  si  le  rapport  - 

tend  vers  zéro.  Au  contraire,  on  dit  que  ^  est  un  infiniment  petit 

(')  On  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  les  fonctions  d'une  seule 
Tariable.  Par  exemple,  la  fonction  f{x)  =  â;^cos—  a  pour  dérivée 

f'ix)  =  Sip'cos — h  X  sin-» 
•^    ^     '  X  X 

tlf*{x)  n'admet  pas  de  dérivée  pour  x  —  o.  Cependant  le  rapport 

/(2a)-Q/(at)+/(o) 


a? 


ou  6s  ces aa  cos-  a  pour  limite  zéro  lorsque  ot  tend  vers  zéro. 
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du  premier  ordre  si  le  rapport  -  tend  vers  une  limite  K  différente 
de  zéro.  S^il  en  est  ainsi,  on  a 

a 

£  étant  un  autre  infiniment  petit;  on  en  tire 

P  =  a(K-+-e)=Ka+a£, 

et  Ka  s'appelle  la  partie  principale  de  p.  Le  terme  complémen- 
taire ae  est  infiniment  petit  par  rapport  à  la  partie  principale. 
D'une  manière  générale,  si  l'on  peut  trouver  une  puissance  positive 

de  a,  telle  que  a",  de  façon  que  le  rapport  -^  tende  vers  une 

limite  finie  K  différente  de  zéro,  ^  est  un  infiniment  petit  d'ordre  /i. 
On  a  alors 

a'*  ' 

OU 

P  =  a'»(K-he)=Ka«H-a«e; 

Ka"  s'appelle  encore  Idi  partie  principale. 

•Cela  posé,  soity  ==f(^x)  une  fonction  continue  admettant  une 
dérivée /*'( aï);  attribuons  à  ^  un  accroissement  Aj:,  et  désignons 
par  A/  Taccroissement  correspondant  de  y.  D'après  la  définition 
même  de  la  dérivée,  on  a 

e  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Aar;  si  l'on  considère  £ix 
comme  Tinfiniment  petit  principal,  Ay  est  lui-même  un  infini- 
ment petit  dont  la  partie  principale  esi/'(x)^.  C'est  cette  partie 
principale  qu'on  appelle  la  différentielle  de^  et  qu'on  représente 
par  rf^ 

Lorsque  la  fonction /(^r)  se  réduit  à  œ,  la  formule  précédente 
se  réduit  à  dx  =  Aj:,  et  l'on  écrit  pour  plus  de  symétrie 

dy=/'(a:)dx, 
mais  en  convenant  de  considérer  l'accroissement  dx  de  la  variable 


a3 
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indépendante  comme  une  quantité   constante,   d^ailleurs  quel- 
conque. 
(Considérons  sur  la  courbe  G,  représentée  par  l'équation^  =f{jx) , 


Fig.  I. 
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ai 

les  deux  points  M  et  M'  d'abscisses  x  (tV  x  -r-  dx.  Dans  le  triangle 
MTN  on  a 

NT  =  MN  tangfMN  =  dxf{x)  ; 

NT  représente  donc  la  diiïérentielle  dy^  tandis  que  ù^y  est  égale 
à  N!Vf .  11  est  visible  sur  la  figure  que  la  partie  M'T  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  NT,  lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M. 

Les  différentielles  successives  se  définissent  de  proche  en 
proche  comme  les  dérivées  successives.  Ainsi  l'on  appelle  diffé- 
rentielle du  second  ordre  la  différentielle  de  la  différentielle  du 
premier  ordre,  dx  étant  toujours  considéré  comme  une  constante^ 
et  on  la  représente  par  d^y 

d>y  =  d{^dy)  =  [f{x)  dx]  dx  =f\x)  dx^. 
On  a  de  même  pour  la  diff(érentielle  troisième 

d^y  =  d{d^y)  =  [/'"(x)  dx*]  dx  =/'"(a:)  dx\ 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale,  la  diff'érentielle 
d'ordre  /i,  qui  se  définit  comme  la  diff'érentielle  de  la  diff'éren- 
tîelle  d'ordre  n  —  i ,  a  pour  expression 

d^y  —fin)(^x)dx». 

Les  dérivées  /'(x),  f'{x),  . . .,  /^"H^),  •  •  •  peuvent  inverse- 
ment s'exprimer  au  moyen  des  diff'érentielles,  et  Ton  a  une  nouvelle 
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notalion  pour  représenter  les  dérivées 

A  chaque  règle  pour  calculer  une  dérivée  correspond  une  règle 
pour  calculer  une  différentielle.  On  a,  par  exemple, 

dx"*  =  m  a;'»-*  dx^  da^  =  a'  log  a  dx, 

dx 
d\osx=- — f  dsinx  =  cX)sxdXj         ..., 

X 

,          .  dx  _  dx 

aarcsina?= j=r-^r:=^i         aarctanga:  = 


±^i  —  x^  n-  a:* 

Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  d'une  fonction  de  fonction. 
Soity  =f(^u)^  u  étant  une  fonction  de  la  variable  indépendante  x  ; 
on  a 

yx=/'(")«i, 

et,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx,  il  vient 

y'xdx  =f'(u)  X  u'jcdxy 

c'est-à-dire 

dy  =f'{u)  du, 

La  formule  qui  donne  dy  est  donc  la  même  que  si  u  était  la 
variable  indépendante.  C'est  là  un  des  avantages  de  la  notation 
différentielle.  Avec  la  notation  des  dérivées,  on  a  deux  formules 
différentes 

pour  représenter  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  suivant  que  y 
est  donné  directement  en  fonction  de  x,  ou  que  y  dépend  de  x 
par  l'intermédiaire  d'une  autre  fonction  u.  Avec  la  notation  diffé- 
rentielle, la  même  formule  s'applique  aux  deux  cas. 
S\y  ==/'(«,  i^,  w)  est  une  fonction  composée,  on  a 

et,  en  multipliant  par  dx,  il  vient 

y'xdx  =  u'jcdx/'a-^  v'j;dx/'^,-h  w'j;.dxf^^ 

c'est-à-dire 

dy  =  fa  du  -h/'ç  dv  H-  /iv  dw . 
Ainsi 

u  dv 


d(ui>)  —  udv -h  i>duj        dl-j=  — ^^ 


m.   —  NOTATION   DIFFÉRENTIELLE.  2^ 

Les  mêmes  règles  permettront  de  calculer  les  différentielles  suc- 
cessives. Soit,  par  exemple,  à  calculer  les  différentielles  succes- 
sives d'une  fonction  de  fonction  y=zf(^u);  on  a  déjà  trouvé 

d/=f\u)du. 

Pour  calculer  d^y^  il  faut  remarquer  que  du  ne  doit  pas  être 
traité  comme  constant,  puisque  u  n'est  pas  la  variable  indépen- 
dante. On  a  donc  à  calculer  la  différentielle  d'une  fonction  com- 
posée y'(w)rfa,  où  u  et  du  sont  deux  fonctions  intermédiaires,  ce 
qui  donne 

Pour  calculer  d^y,  il  faudra  considérer  d^y  comme  une  fonc- 
tion composée  avec  trois  fonctions  intermédiaires  w,  du,  d'^u\  on 
trouve  de  cette  façon 

d^y  - /'"(^u)  du^-\-  Zf  {u)  du  d'^u  -^  f  {u)  d^u, 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  à  remarquer  qu'à  cause  des  termes  en  d^u^ 
d^  «/,...  les  formules  qui  donnent  les  différentielles  d^y,  d^y,  . . . 
ne  sont  plus  les  mêmes  que  si  u  était  la  variable  indépendante. 
Les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  se 
représentent  par  une  notation  analogue.  Ainsi  la  dérivée  partielle 
d'ordre  n  de  /(x,  y,  z)  qui  est  représentée,  dans  la  notation  de 
Lagrange,  par  f^^p\-^-r  est  représentée,  dans  la  notation  de  Leib- 
niz, par 

dxPdyidz''' 

cette  notation  est  purement  symbolique  et  ne  représente  nullement 
un  quotient,  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une  seule  variable 
indépendante. 

15.  DifTérentielles  totales.  —  Soit  co  =f{x,  y^  z)  une  fonction 
de  trois  variables  indépendantes  Xy  y^z]  on  appelle  différentielle 
totale  dio  l'expression  suivante 

.         àj    .         âf    .         àf  . 
dia  =  ^  dx  -^  -j-  dy  -^  ^  dzy 
dx  ày    ''        dz 

OÙ  dXy  dyy  dz  sont  trois  accroissements  constants,  d'ailleurs 
arbitraires,  attribués  aux  variables  indépendantes  x,  y^  z.  Les 


26  CHAPITRE  I.    —   DÉHIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES. 

trois  produits  ~  dx^  -p  dy^  — ■  dz  sont  les  dilTérentielles  par- 
tielles. 

La  différentielle  totale  du  second  ordre  rf^co  est  la  différentielle 
totale  de  la  différentielle  totale  du  premier  ordre,  les  accroisse- 
ments dxj  dy,  dz  restant  constants  et  toujours  les  mêmes  quand 
on  passe  d'une  différentielle  à  la  suivante.  On  a  donc 

_f*  j/  f   V       à  diù    ,         d  dtii    ,         d  diù    , 

^         âr  dy      "^  dz 

ou,  en  développant, 


l'à'f .,_  ,    _àV_^..  .     à\f 
.àx  dy 


diw^l^dx^  -^  dy  -4-  ^    ^  dz  ]  dx 

\  OX^  .OX  OY  OX  0Z 


^(JlLdx^'lfdy-^J^dz\dy 
\dxdy  ây*    -^       Oydz       J^ 

-4-  (  -—4-  dx  -h  3—3-  dv -h  -rr:  dz  )  dz 
\âxdz  ôydz    "         dz*       j 

-f- 1  T— T-  dx  dy  -\-i  -—4-  dx  dZ'^'k  -r-^  dy  dz, 
\       dx  dy  ''  dx  dz  dy  dz 

Si  Ton  remplace,  dans  le  second  membre,  d^f  par  cj/**,  on  a  le 

développement  du  carré  Aq  -^  dx  -\-    ~  dy  -\-  j-  dz]  on  peut  donc 
écrire  l'égalité  symbolique 


""-{% 


àf  ^^   .     àf^^_    df       \  ^«) 


dx  ^  -j-  dy  -^  4-  dz\     , 

dv  dz        ! 


OÙ  Ton  doit  convenir  que  df'^  doit  être  remplacé  par  d^f  après  le 
développement  du  carré.  Cette  loi  est  générale;  si  nous  convenons 
d'appeler  différentielle  totale  d^ordre  n  la  différentielle  totale 
de  la  différentielle  totale  d'ordre  n  —  i,  on  a,  quel  que  soit  n, 
l'égalité  symbolique 


dnu.^(^ld.^'ldy 


âf   .\  («' 


d/^  devant  être  remplacé  par  d'^f  après  le  développement.  Cette 
loi  étant  vérifiée  pour  /i  =  i ,  n  =  2,  il  nous  suffira  de  montrer 
que,  si  elle  est  vraie  pour  rf"ci>,  elle  est  encore  vraie  pour  rf""*"*  o). 
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La  loi  étant  admise  pour  ûf^w,  on  a,  en  développant, 

où  /?  -f-  y  4-  /•  =  /i,  le  coefficient  A.pqr  étant  le  même  que  le  coef- 
ficient de  dxPdyidz''  dans  la  puissance  n*^"*  du  trinôme 


{dx  -\-  djr-^-dzYj 

c'esl-à-dire 

^                             I .a. . . n 

On  déduit  de  la  formule  précédente 

H — dxP  dy9  dz'"'*-^    : 

dxPàyidz''-^^  "^  J 

si  l'on  remplace  maintenant  (?""•"•/' par  à/'^'^*^  le  second  membre 
peat  s'écrire  symboliquement 

^^pqr  T-rl  „^  .  dxPdyndz^iJ-  dx -^  -/-  dy -\-  4-  dz\, 
'^^    dxPdyiàz''  ^  \dx  ày    '^        dz       ) 

oa  encore 

(fa.-^fdy^  fdXi'J-d.^  'Idy^  %dX 
\ôx  ^y  Oz       J    \ôx  ày    *^        âz       J 

On  a  donc  bien,  avec  les  mêmes  conventions, 

dn^^..  =  (Mdx-^-'^dy-^'J-dzY^'\ 
\dx  ày    -^       dz       J 

Hemarque.  —  Supposons  que,  par  un  mojen  quelconque,  on 
ait  obtenu  l'expression  de  la  différentielle  totale  dis} 

(7)  dfa  =  ^dx-\-(ldy'^Kdz, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  x^  y^  z.  Comme  on  a  par  définition 

.         du}    ,         âtsi  J         Oui    , 

au)  =  -  -  dx  H av  -h  —  dz, 

dx  dy    ^        Oz       ' 

« 

on  en  déduit  la  relation 


'S--h*(^-«)''^-(S-")'^=°^ 


( 
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or  dx^  dy^  dz  sont,  par  convention,  des  constantes  quelconques. 
Il  faudra  donc  que  Ton  ait  séparément 

l'équation  (7)  est  équivalente  aux  trois  relations  distinctes  (8)  et 
nous  fait  connaître  à  la  fois  les  trois  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Plus  généralement,  si  Ton  a  obtenu,  par  un  moyen  quelconque, 
la  diflférentielle  totale  d'ordre  n 

rf«w  =  J:CpgrdxPdy9djsf, 

les  coefficients  Cpqr  sont  égaux,  à  des  facteurs  numériques  près, 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  de  u).  On  a  ainsi  à  la  fois  toutes 
les  dérivées  partielles  du  même  ordre;  nous  verrons  un  peu  plus 
loin  une  application  de  cette  remarque. 

16.  Différentielles  successives  d'une  fonction  composée.  —  Soit 
(i)=:F(w,  i',  w)  une  fonction  composée,  m,  i^,  (v  étant  des  fonc- 
tions des  variables  indépendantes  x,  y^  z,  t;  écrivons  les  expres- 
sions des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

âta        ôF  du        ()F  dv        dF  âiv 


ôx 

du  ôx        ôç  âx 

dw   dx 

âui 

ÔF  du       dF  dv 

dF  dw 

ày 

—               -1 — , 

du  dy        dv  dy 

dw  dy^ 

00} 

dF  du        dF  dv 

dF  dw 

ôz 

du  dz       dv    dz 

dw  dz 

dtû 

dF  du       dF  dv 

dF  dw 

'dï 

"  du   dt         dif   dt 

'    dw   dt 

En  multipliant  ces  quatre  équations  par  dx^  dy,  dz,  dt  respecti- 
vement et  les  ajoutant,  on  a  au  premier  membre 

dm    ,         dtii    ,         diù    ,         doi    , 
-—  dx -\-  -  ~  dy  -\-  -~  dz -¥-  -  -  dt^ 
dx  df    '^        dz  dt 

c'est-à-dire  rfo),   tandis  que  les  coefficients  de  t-»  t-»  t-  sont 

'  *  du     dv     dw 

égaux  respectivement  à  du,  dv,  dw.  Il  vient  donc 

/    \  j         àF    .         dF    ,         dF    , 

du  dv  dw 
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de  sorte  que  V expression  de  la  différentielle  totale  du  premier 
ordre  d'une  fonction  composée  est  la  même  que  si  les  fonc- 
tions intermédiaires  étaient  des  variables  indépendantes.  Nous 
voyons  se  manifester  ici  un  des  principaux  avantages  de  la  nota- 
tion difTérentielle;  la  relation  (9)  ne  dépend  ni  du  nombre,  ni  du 
choix  des  variables  indépendantes,  et  elle  équivaut  à  autant  de 
relations  distinctes  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes. 

Pour  calculer  cf^b),  nous  appliquerons  la  règle  qui  vient  d'être 
établie  à  dtùy  en  observant  que  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (9),  il  entre  six  fonctions  intermédiaires  w,  i^,  (v,  du,  dv,  dw. 
On  a  donc 

d^F  â^F  d^F  dF 

d^îii  =       ——-  du*  -4-  r;^ — r-  du  dv  -h  --  -- —  du  dw  -h  -r-  d^u 

ou*  ou  ov  ou  ôw  du 

d*F     .      ,  à*F    ,  ^  à*F     ,     ,  dF    ., 

du  dç    H — — r-  dv^         -r-  -^ — r—  dv  dw  H-  -T—  a*  i? 


au  dv  dv*  dv  dw  dv 

d*F  d^F  d*F  dF 

du  dw  -f-  3—3—  dv  dw  -h  3 — -  dw*  -+-  -7—  d*  iv, 


du  dw  dv  dw  dw*  dw 

OU,  en  réduisant  et  employant  la  même  notation  symbolique  que 
plus  haut, 

^  /dF    ,         dF    .        dF    ,    \(î>      dF    ,,  dF    .,  dF    ., 

d*ia  =  {-T-du-h-—dv-h-z—  dw  )     -+-^—  d*u-h—-d*v-\-  -—  d*  w. 
\du  dv  dw        I  du  dv  dw 

La  formule  est  plus  compliquée  que  dans  le  cas  où  u^  v^  w  sont 
les  variables  indépendantes,  à  cause  des  termes  en  d^u,  d^v^  d^w, 
qui  disparaissent  lorsque  u,  i^,  iv  sont  les  variables  indépendantes. 
Pour  avoir  rf'o),  on  appliquera  de  nouveau  la  même  règle  à  rf^co, 
en  observant  que  d^tj  dépend  de  neuf  fondions  intermédiaires  u^ 
f,  (V,  du^  dv^  dWf  d^u,  d^v^  d^w^  et  ainsi  de  suite.  L'expression 
générale  de  ces  différentielles  devient  de  plus  en  plus  compliquée; 
d'^tù  est  une  fonction  entière  de  rfw,  rfi^,  dwy  d^u,  , ,  ,jd"u,  d'^v, 
d"Wj  et  les  termes  qui  contiennent  ûf'^w,  d"sfj  d"çv  sont  égaux  à 

dF  ^  dF  ^  dF  ^ 

-r-   d^U-\-   -r-    d^^V  -h   ~r—   d"W, 

du  dv  dw 

Si  dans  rf^w  on  remplace  w,  ç,  w,  du,  dçy  dw,  . . .  par  leurs 
expressions  au  moyen  des  variables  indépendantes,  d^tù  devient 
un  polynôme  entier  en  dx,  dy,  dz,  . .  •  dont  les  coefficients  sont 
égaux  {^voir  la  remarque  du  n**  15)  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 


3o  CHAPITRE   I.   —   DÉRIVÂBS  ET  DIFFÉRENTIELLES. 

de  (o,  multipliées' par  certains  facteurs  numériques.  On  a  ainsi  du 
même  coup  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  n. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  calculer  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  com- 
posée o)  =/(;/),  où  u  est  une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes, u  =  ç(^j  J^)-  Si  Ton  calcule  ces  dérivées  séparément, 
on  a  d'abord  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(lO) 

et,  en  prenant  les  dérivées  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  k  y^  on  a.  trois  relations  distinctes  seulement  qui 
donnent  les  dérivées  du  second  ordre 

(lî) 


dit)        dia  du 

dtii        dtù  du 

dx  ~~  du  dx* 

ôjr       du  dy 

dx^        du^  \dxy         du   dx^ 
d^i'ù         d^oi  du  du        dd)    d^u 


dx  dy        du^  dx  dy       du  dx  dy 

d*  w  (?*  o)  /  <?M  \  *        diù  d^u  ^ 

~dy^'^  ~dv^\dy)    '^dû'dyi' 

la  seconde  des  relations  (i  i)  s'obtient  en  diflerentiant  par  rapport 
ky\à  première  des  équations  (lo),  ou  la  seconde  par  rapport  à  x. 
Avec  les  différentielles  totales,  ces  cinq  relations  (lo)  et  (ii) 
peuvent  être  remplacées  par  deux  seulement 

(  rfo)    ^%du, 

rfï  to  =  -r—-  au*  '^  -—  d^u: 
du^  du 

si  l'on  remplace  dans  ces  deux  formules  du  par  ^  dx  -h  j-  dy^ 

d^ii  par  -T-i  dx^  -{-  a  dx  dy  +  -r-^  dy^y  les  coefficients  de  dx 

et  dy  dans  la  première  donneront  les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  de  w,  et  les  coefficients  de  dx^^  ^dxdy,  dy^  dans  la 
deuxième  donneront  de  même  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre  de  w. 

17.  Différentielles  d'un  produit.   —  La  formule  qui  donne  la 
différentielle  totale  d'ordre  n  d'une  fonction  composée  se  sim- 
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plifie  dans  certains  cas  d'une  application  fréquente  dans  la  pra- 
tiqua. Ainsi,  soit  à  calculer  la  diflérentielle  totale  d'ordre  n  d'un 
produit  de  deux  facteurs  o)r=w(^.  .On  a,  pour  les  premières 
valeurs  de  /i, 

rfa>  =  vdu -f-  u  dv,         d^ta  =  v  d^u-h  ^dudv  -^  u  d*v, 

et,  d'une  manière  générale,  il  est  visible,  d'après  la  loi  de  forma- 
lion  de  ces  diflerentielles,  que  l'on  a 

df^ oi  =  ç  d"  u  -h  Cl  dv  <i'*  -  *  u  -{-C^d^v  rf'»-*  m  -h . . . -i-  «  ^« p, 

C|,  Ca,  . . .  étant  des  nombres  entiers  positifs.  On  pourrait  démon- 
trer de  proche  en  proche  que  ces  coefficients  sont  identiques  à 
ceux  du  développement  de  (a  -H  è)",  mais  on  y  arrive  d'une  façon 
plus  élégante  au  moyen  de  l'artifice  suivant  qui  s'applique  à  une 
foule  de  questions  du  même  genre.  Observons  que  G|,  Co,  . . ., 
Cp,  ...  ne  dépendent  pas  de  la  nature  des  fonctions  u  et  (^;  il 
suffit  donc  de  les  déterminer  pour  des  fonctions  particulières. 
Prenons  pour  cela  u  =  e^,  ç;  =  e^,  x  et  y  étant  deux  variables 
indépendantes;  on  a 

co  =  e'-^r,         d(si  =  e^+y(dx  -i-  dy),         . . . ,         rf«a>  —  e^-^y{dx  -h  dy^^ 

du  =  e'dx,        d*u  =  e^dx^y         . . . , 
di>  =  eydy,         d^v  =  erdy^, 

et  la  formule  générale  devient,  après  avoir  divisé  par  e-^^, 

(dx  -^  dyY  =  dx^-^  Ci  dy  dx^-^-r-  C^dy^dx^-^-h.  .,-r-  dy'K 

_  m 

Comme  dx  et  dy  sont  arbitraires,  il  s'ensuit  que  l'on  doit  avoir 
n         ^        n(n—i)  n(/i  — i) ...  (n— -/?-!- 1> 

V»|    —  y  Kjf  =    f  •   •   •  >  Un  = >  •  •  • 

I  I  .  tl  '^  1.2.../? 

et  la  formule  générale  est  par  conséquent 

<i3)   d'*(uv)=  vd'^U'^-  -  dv  d'^-^u-h  ^^^'~"      d^ v d"-^ u -r- .  ..-i-ud^^v, 

I  1.2 

Cette  formule  s'applique  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  si,  en  particulier,  m  et  p  sont  fonctions  d'une  seule 
variable  x^  on  aura,  en  divisant  par  dx",  l'expression  de  la  dé- 
rivée w'*"*  d'un  produit  de  deux  facteurs. 

11  existe  des  formules  analogues  à  la  formule  (i3)  pour  le  pro- 
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duit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  On  les  démontre  de  la 
même  manière. 

La  formule  qui  donne  rf^o)  se  simplifie  également  lorsque  les 
fonctions  intermédiaires  Uy  Vy  w  sont  des  fonctions  entières  et 
linéaires  des  variables  indépendantes  x^  y^  5, 

u  —  ax  -\-hy    -t  cz  -+-/, 

i>  =  a'  X  -4-  h' y  H-  c'z  -+-/', 

w  =  a'x  -h  fy  -h  c'z  -h/', 

les  coefficients  a,  a',  a^,  6,  6',  . . . ,  étant  des  constantes.  On  a 

du  =  adx  -h  b  dy  -h  c  dz, 

dç  =  a'dx  -^-h' dy  '\-  c'dz, 

dw  =  a"  dx  -f-  b"  dy  -+-  c' dz^ 

et  toutes  les  différentielles  d'^u^  d'^Çy  d^w^  où  /i  >  i ,  sont  nulles. 
La  formule  qui  donne  rf"(o  est  donc  la  même  que  si  m,  9,  w  étaient 
les  variables  indépendantes 

/dF  _,         d¥  ^        dF  ^    \(«) 

rf «  w  =  (  ^-  a  a  -+-  -—  a(>  -4-  -T—  dw  ]     . 
\du  dv  ôw        J 

Voici  une  application  de  cette  remarque. 

18.  Fonctions  homogènes.  —  Une  fonction  <p(^,  y^  z)  est  dite 
homogène  et  de  degré  m,  si  Ton  a  identiquement 

^(fa:,  ty,  tz)=  t'"f{x,  y,  z). 

Considérons  pour  un  moment  a:,  y,  z  comme  ayant  des  valeurs 
déterminées  et  t  comme  la  seule  variable  indépendante  ;  la  formule 
précédente  peut  s'écrire 

en  posant 

u  =  tx,        V  =  ty,        w  =  iz. 

Égalons  les   différentielles  d'ordre   n  des   deux  membres   en 

observant  que  m,  v^  w  sont  des  fonctions  linéaires  de  t  et  que 

l'on  a 

du  =  xdtf        dç=ydtj        dw  =  zdt; 

il  vient,  d'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure^  en  supprimant  le 
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facteur  commua  dl", 

Si  maintenant  on  fait  t==:  i,  u^  v,  iv  se  réduisent  k  x,  y^  z  et  un 
terme  quelconque  du  premier  membre  supposé  développé 


se  réduit  à 


Ao7/-  -; :— — ; —  xPy*i  zf  ; 


ày 
CD  est  donc  conduit  à  Tégalité  symbolique 


( 


^  ô'x  '^'^dy  '^^âz)      =''K''*  — ')-.-(«^-«-M)?('^,r,  -)i 


qui  se  réduit  pour  n=  i  à  la  formule  bien  connue 

,  .  ào  d^D  do 

moix.y.  z)-=x-—  -^Y-r-~^^  -r-* 
'  ^    '  "^  '     ^  dx       -^  ày  Oz 

Notations  diverses,  —  En  définitive,  nous  avons  trois  nota- 
tions pour  représenter  les  dérivées  partielles  des  différents  ordres 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  celle  de  Leibniz,  celle  de 
Lagrange  et  celle  de  Cauchy.  Ces  diflférenles  notations  ont  l'in- 
convénient d'être  un  peu  surchargées  et  deviennent  rapidement 
fastidieuses  dès  que  Ton  a  un  calcul  un  peu  long  à  effectuer. 
Aussi  a-t-on  imaginé  diverses  notations  plus  abrégées.  Une  des 
plus  employées  est  celle  que  l'on  doit  à  Monge  pour  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux 
variables;  si  z  est  une  fonction  des  deux  variables  x  ety,  on  pose 

()z  dz  d^z  d^  z  d^z 

^        dx  dy  dx^  dx  dy  dy^ 

et  les  difTérentielles  totales  dz  et  d^z  ont  pour  expressions 

dz  =  p  dx  -+-  y  dyy 

d^z  =  r  dx^  -1-25  dx  dy  -h  t  dy*. 

Une  autre  notation  que  l'on  commence  à  employer  est  la  sui- 
vante. Si  z  est  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  n  de  variables 

G.  3 
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indépendantes  ^i,  Xz^  • .  •  7  ^/j,  on  pose 

quelques-uns  des  indices  ai ,  as,  . . . ,  a,,  pouvant  être  nuls. 

19.  Applications.  —  Soii  y  r=f{x)  Téquation  d'une  courbe  plane  C, 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires.  La  tangente  en  un  point  M(:r,  j^) 
de  cette  courbe  a  pour  équation 

la  normale,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  par  le 

point  de  contact,  a  pour  coefficient  angulaire ,y  et  son  équation  est 

par  conséquent 

Soient  P  le  pied  de  l'ordonnée,  T  et  N  les  points  de  rencontre  de  Taxe 
des  ^  avec  la  tangente  et  la  normale;  la  longueur  PN  s'appelle  la  sous- 
normale,  PT  est  la  sous-tangente,  MN  la  normale  et  MT  la  tangente. 


Fig.  2. 


De  Téquation  de  la  normale  on  tire  pour  l'abscisse  du  point  N  la  va- 
leur x-\- yy\  ce  qui  montre  que  la  sous-normale  est  égale  à  •±iyy .  Si  l'on 
convient  d'appeler  sous-normale  la  longueur  PN  affectée  d'un  signe,  le 
signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant  que  la  direction  de  P  vers  N  coïncide  avec 
la  direction  positive  de  ox  ou  avec  la  direction  opposée,  la  sous-normale 
a  pour  expression  yy\  quelle  que  soit  la  disposition  de  la  courbe  G. 


y 


L'expression  de  la  sous-tangente  est  de  môme  —  -7 

Quant  aux  longueurs  MN  et  MT,  les  triangles  rectangles  MPN  et  MPT 
nous  donnent  respectivement 


MN  =  Vmp"  -f-  PN'  =:  j^  yj\  -i-y«, 

MT  =  Vmp'  -4-  PT*  =  4  /i"H-*y*, 
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On  peul  se  proposer  sur  ces  lignes  diverses  questions.  Cherchons,  par 
exemple,  toutes  les  courbes  dont  la  sous-normale  est  constante  et  égale  à 
une  longueur  donnée  a  ;  cela  revient  à  trouver  toutes  les  fonctions^  —f(^x) 
•satisfaisant  à  la  relation  yy'  —  a.   Le   premier  membre  est  la  dérivée 

r* 

de  -  ->  le  second  membre  la  dérivée  de  ax\  ces  deux  fonctions  ne  doivent 
'à. 

diCTércr  que  par  une  constante,  et  l'on  a 

y'^  —  lar  -f-  C, 

équation  d'une  parabole  ayant  ox  pour  a\e  de  symétrie.  En  cherchant  de 
même  les  courbes  dont  la  sous-tangente  est  constante,  on  est  conduit  à 
Téquation 

y      «' 


d'où  l'on  tire 


.r 


\osy ---  -   r- iogC,        ou       y  — Ce'', 


équation  d'une  courbe  transcendante,  asymptote  à  l'axe  des^.  Pour  trouver 

les  courbes  dont  la  normale  est  constante,  on  a  l'équation  y  y^i  -^-y'^  =  a, 
qui  peut  encore  s'écrire 

le  premier  membre  est  la  dérivée  de  — v^«*-  .x*,  et  l'on  a,  par  consé- 
quent, 

-  V«-  -  y*^x-^C, 

ou 

{X  -^C)^-^y^—  a*, 

équation  d'un  cercle  de  rayon  a,  ayant  son  centre  sur  l'axe  ox. 

Les  courbes  dont  la  tangente  est  constante  sont  des  courbes  transcen- 
dantes, que  nous  étudierons  plus  tard. 

Soient  maintenant  y  =f(x)^  Y  =  F(x)  les  équations  de  deux  courbes 
planes  G,  G',  et  soient  M,  M'  les  deux  points  correspondant  à  une  même 
abscisse  x.  Pour  que  les  sous-normales  aux  deux  courbes  G  et  G'  aux 
points  correspondants  aient  la  même  longueur,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

\'=  :^yy , 

et  par  suite  Y*  =  ±:y^-¥-  G,  le  double  signe  provenant  de  ce  que  les  sous- 
normales  peuvent  être  dirigées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  opposé.  On 
satisfait  à  la  relation  précédente  en  posant 

/>*  h^  x^ 


36 
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ce  qui  donne  une  construction  facile  de  la  normale  à  l'ellipse  et  à  l'hyper- 
bole. 


EXERCICES. 


1.  Soit  p  =/((!>)  l'équation  en  coordonnées  polaires  d'une  courbe  plane. 
Par  le  pôle  O  on  mène  une  droite  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OM, 
dont  on  prend  l'intersection  avec  la  tangente  MT  et  la  normale  MN.  On 
demande  d'exprimer  les  diverses  lignes  OT,  ON,  MN,  MT  en  fonction  de 
/(w)  et  de/'(a>). 

Quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles  l'une  de  ces  lignes  est  con- 
stante? 


Fig.  3. 


2.  Soient  y  =/{^)t  ^  =  ^{^)  Jcs  équations  d'une  courbe  gauche  T; 
soit  N  le  point  où  le  plan  normal  en  un  point  M,  c'est-à-dire  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  rencontre  Taxe  des  z^  et  soit  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  Oz,  Quelles  sont  les  courbes  F 
pour  lesquelles  une  des  lignes  PN  ou  MN  est  constante? 

B.  Ces  courbes  sont  situées  sur  des  paraboloides  de  révolution  ou  des 
sphères. 

3.  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  et  du  septième  degré  /(a?), 
sachant  que  f{x)  -h  i  est  divisible  par  (j?  —  i)*  et  f(x)  —  i  par  {x  -h  i)*. 
Généraliser  la  question. 

4  Soient  P  et  Q  deux  polynômes  entiers  en  x  tels  que  l'on  ait 

V^i  -P»=  Q  /i  — :f« 


EXERGICBS.  37 

on  a,  en  désignant  par  n  un  nombre  enlier, 

dP  ndx 

.  ~^  —^—-^^—  ——  • 

v/i~  P«        /i  — a:» 
R.  De  la  relation 

(a)  I  — P»=Q«(i  — a:>), 

on  tire,  en  différentiant, 

{h)  — 2PP'=Q[2Q'(i  — T»)  — aQa:  ; 

la  relation  (a)  montre  que  Q  est  premier  avec  F,  et  la  seconde  que  Q 
divise  F'. 


5.  *Soit  R(:r)  un  polynôme  du  quatrième  degré  n'ayant  que  des  racines 

U 
V 


simples,  et  rr  =  ^  une  fonction  rationnelle  de  /  telle  que  Ton  ait 


v/H(:r)=^/iM7), 

P 
Ri(l)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  et  -^  une  fonction  ration- 
nelle. Démontrer  que  cette  fonction  ^  satisfait  à  une  relation  de  la  forme 

dx      __      kdt 

[Jagobi.] 
X'  étant  une  constante. 

R.  On  remarque  que  toutes  les  racines  de  Téquation  R  |  ^  j  —  o^  qui  n'an- 

dx 
nulent  pas  R|(t),  doivent  annuler  UV — VU'  et,  par  suite  --r* 

6.  'La  dérivée  /i'*^*"*  d'une  fonction  de  fonction  y  =  «p(u).  où  u  est  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  rr,  a  pour  expression 

(a)  ^-.  ^A,o'(m)-+--^cd'(w)-1-...h ^^^— cp^«î(wX 

^     '  dx>^  »  .  ^    ^        1.2   '   ^     ^  1.-2.  ../i  •      ^    '' 

où 

/    ^         rf«a*       k      rf«z/A-ï        kik  —  x)     ,  rf«M^-« 

l  A  A  =  — ; u  — -. h     ^ a'  — i -+-... 

, , ,  \  dx^         1  eu:'*  1 . 2  dx*^ 

I  +(_,)*-.X.„*-i^__        (*  =  ,,» n). 

On  remarque  d'abord  que  l'expression  de  la  dérivée  d'ordre  n  est  de  la 
forme  (a),  les  coefficients  Ai,  As,  . . .,  A»  ne  dépendant  pas  de  la  forme 
de  la  fonction  ^(u).  Pour  obtenir  ces  coefficients,  il  suffit  de  faire  succès- 
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sÎYement  ç(f^)  =  m,  cp(w)  =  a',  . . .,  o(m)  —  ti",  et  de  résoudre  les  équa- 
tions obtenues  par  rapport  aux  coefficients  A],  A2,  ....  A,,;  ce  qui  donnt* 
les  valeurs  (6). 

7.  *La  dérivée  n)^^*  de  o{x^)  a  pour  expression 

d"  9  (  .r*  ) 


dx'* 


n(n  —  \) . ,  .(n  — ip -^  \)  ,  ,      ,       ,,    ^ 


I  .  '2  .  .  .  /> 

le  nombre /?  variant  depuis  zéro  jusqu'au  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  ->  et  o^^Ux^)  désignant  la  dérivée  d'ordre  i  par  rapport  à  T-. 
Application  aux  fonctions  e-*'',  arcsin:r,  arc  lang.r. 

8.  *Si  l'on  pose  x  =  co«f/,  on  a 

1 

fim~\(i  —  jpl)"~l  ,1.3.').  .  .(9.WI  —  I)     . 

dx'"  ^  ^  m 

[Olinde  Rodrigue.] 

9.  Le  polynôme  de  Legendre 

i  d'' 

\„= .     -   —     ,       {X*-       i)"- 

'X,^.h. .  .'xn  dx'* 

satisfait  à  Téqualion  différentielle 

en  déduire  les  coefficients  de  ce  polynôme. 

10.  Les  quatre  fonctions 

y,  —  sin(/i  arc  sin.r),        ^3  —  sini'n  arc  cosar), 
K2  =  cos(n  arc  sina:),        y^  —  cos(/i  arc  cosar), 

satisfont  à  l'équation  difTérentielIe 

(î  —  -P*)^"--  J^y  T-  li-y  —  o. 

En  déduire  les  développements  de  ces  fonctions  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  des  polynômes. 

11.  "Démontrer  la  formule 


d'^   l        .   -^      ,  ^•** 

dx''  ,  /     ^^n^l 


[Halphen.] 
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li.  Toute  fonction  z  =  xol  —  \-^^l—j  satisfait,  quelles  que  soient  les 
fonctions  9  et  ^,  à  la  relation 

rx^  -r-  iLSxy  -+-  ty^  =  o. 

13.  La  fonction  z  =  X(^{x  -\'y)  -{-y^{x  -hy)  satisfait,  quelles  que 
soient  les  fonctions  o  et  tj;,  à  la  relation  r  —  25  -f-  «  =-•  o. 

14.  La  fonction  z  —f[x  -f-  ^(y)]  satisfait  à  la  relation  ps  =  qr^  quelles 
que  soient  les  fonctions /et  o. 

15.  La  fonction  z  =  x'^o  (  -  )  -^ y~^^  \  )  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  9  et  <!;,  à  la  relation 

r^*-4-  7.sxy  -f-  ty^-^-px  -T-  qy  ~  ri^z. 

16.  La  fonction 

y^-  ;x  — a,|oi(.r)-f-|a7  — ûrj|<p,(a:-)-f-...-f-  |a:  —  a„|o„(ar), 

où  çi(^)i  cps(â7),  ...,  ^n{^)  sont  des  fonctions  continues,  ainsi  que  les 

dérivées  o\{x), ,   ?/i(^))   admet    une    dérivée    discontinue   pour  les 

valeurs  ai,  aj, «,  an- 

17.  Trouver  une  relation  entre  les  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction  z  =f{xiy  u),  où  u  =  «pC^it^s),  a?i,  x^,  Xi  étant  trois 
variables  indépendantes,  f{X\y  u)y  ^{xi,  x^),  deux  fonctions  arbitraires. 

18.  Soity(a7)  une  fonction  quelconque  de  x  ti/'{x)  sa  dérivée.  Si  l'on 
pose  u  ^.  [/'(:r)f  î,  ç  =f(x)[f'(x)]~^,  on  a 

1  d^u        I   d^v 


u  dx*        V  dx' 

19.  *La  dérivée  n'*"™*  d'une  fonction  de  fonction  u  —  ©(/),  où  ^  —tir(a:), 
a  pour  expression 

le  signe  £  étant  étendu  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs deréquationi-+-2y -Î-3A-T-. .  .-t-/X:  =  n,  etjoétant  éçalài-î-y-4-. .  .-i-X:. 

f  Faa  de  Bruno,  Quarterly  Journal  0/  Mathematics,  t.  I,  p.  SSg.] 
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20.  Étude  d'un  cas  particulier.  —  11  arrive  souvent  que  Ton 
a  à  étudier  des  fonctions  dont  on  ne  possède  pas  Tex^pression 
explicite,  mais  qui  sont  définies  par  des  équations  non  résolues. 
Considérons,    par  exemple,    une   relation   entre    trois   variables 

cette  équation  définit,  sous  certaines  conditions  que  nous  allons 
préciser,  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,  y. 
JNous  démontrerons  pour  cela  le  théorème  suivant  : 

Soient  x=zXq^  y^zy^^  z=--  Zo  un  système  de  solutions  de 
V équation  (i),  tel  que  la  fonction  F  et  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  soient  continues  dans  le  voisinage  de  ce 
système  de  valeurs.  Si  la  dérivée  F^  n^est  pas  nulle  pour 
x=^Xq^  y^=yQ^  z=zZo'i  il  existe  une  fonction  continue  des 
variables  indépendantes  x,  y^  et  une  seule,  satisfaisant  à 
l'équation  (i),  et  prenant  la  valeur  Zq^  lorsque  x  et  y  prennent 
respectivement  les  valeurs  Xq  ety^. 

La  dérivée  F!,  n^étant  pas  nulle  pour  les  valeurs  Xq^  yo^t  ^o» 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elle  soit  positive.  D'autre  part, 
les  fonctions  F,  F^,  F^,  F^  élant  continues  dans  le  voisinage  de 
ce  système  de  valeurs,  choisissons*  un  nombre  /  positif  assez  petit 
pour  que  les  quatre  fonctions  F,  F!^,  F' ,  F^  soient  continues  tant 
que  les  valeurs  de  x,  y^  z  satisfont  aux  inégalités 

(1)  lor-aroU/,      \y-yo\%:l.       i-5-^oU  t^ 
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et  que  Ton  aîl,  pour  ces  systèmes  de  valeurs  de  x^y,  z. 

Pétant  un  nombre  positif,  d'ailleurs  quelconque;  nous  désigne- 
rons de  même  par  Q  un  autre  nombre  positif,  supérieur  aux 
valeurs  absolues  des  deux  autres  dérivées  partielles  F'j.  et  F^.  dans 
le  même  domaine. 

Cela  posé,  donnons  k  x^  y^  z  des  valeurs  satisfaisant  aux  iné- 
galités (2).  On  peut  écrire 

ou,  en  appliquant  à  chacune  des  différences  la  formule  des  accrois- 
sements finis,  et  observant  que  F(xo,  yoi  ^o)  =  o, 

F(x,y,  z)=     (x  —  Xo)F'jc[xo-^^(x  —  Xo),y,  z] 

-^(y'~yo)F'y\xo,yo-^^'(y-yo),  -J 

-+-(5  —  ^o)F'.  [jTo,  Jo, -o-^-O'C^  — -So)]; 
la  fonction  F(jc,y,  z)  est  donc  de  la  forme 

les  valeurs  absolues  des  fonctions  A  (a:,  y^  z)^  1^*^?  X'»  ^)y 
C(jr,y,  z)  satisfaisant  aux  inégalités 

|A|<Q,        |Bi<0,        |G|>P, 

lorsque  les  valeurs  attribuées  aux  variables  x,  y^  z  satisfont  aux 
inégalités  (2).  Soient  maintenant  s  un  nombre  positif  inférieur  à  /, 

et  r^  le  plus  petit  des  deux  nombres  /  et  —.''-•   Supposons  que 

dans  Téquation  (i)  on  attribue  aux  variables  ;r  et  ^  des  valeurs 
déterminées  vérifiant  les  conditions 

et  qu'on  veuille  obtenir  le  nombre  des  racines  de  cette  équation, 
où  z  est  regardée  comme  l'inconnue,  comprises  entre  Zq  —  s  et 
ZQ+t.  Dans  l'expression  (3)  de  F{x,y,  z)^  la  somme  des  deux 
premiers  termes  est  toujours  moindre  en  valeur  absolue  que  2Q7i, 
tandis  que  la  valeur  absolue  du  dernier  terme  est  supérieure  à  Pe, 
quand  on  y  remplace  z  par  ^0  —  £•  D'après  la  façon  dont  on  a 
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choisi  7|,  c'esl  dooc  le  dernier  terme  qui  donne  son  signe;  on  a, 
par  conséquent,  F(:r,  y^  Zq —  s)  <C  o  et  F(:r,  jj  ^o-f-  s)  >  o^  et 
Ton  en  conclut  que  Téquation  (i)  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  -^o — e  et  Zo"[-£»  Cette  racine  est  d'ailleurs  unique, 
puisque  la  dérivée  F!,  reste  positive  lorsque  z  varie  de  Zq  —  £ 
à  Zo-i-  s.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que  Péquation  (i) 
a  une  racine  et  une  seule  qui  tend  vers  ^o  lorsque  x  et  y  tendent 
vers  les  valeurs  Xq  et  y©  respectivement. 

Voyons  pour  quels  systèmes  de  valeurs  des  variables  j?  ct^  la 
racine  dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence  se  trouve  bien 

définie.  Soit  h  le  plus  petit  des  deux  nombres  /  et  -  -;  le  raison- 
nement qui  précède  nous  prouve  que  si  les  valeurs  des  variables  x 


I''"      / 


(X.Y) 


et  y  satisfont  aux  inégalités  ]x  —  Xq\  <C  A,  \y  — yo\  <  /*î  l'équa- 
tion (i)  aura  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  ^o — '  el 
3o  1-  /.  Appelons  R  le  carré  ayant  pour  centre  le  point  Mo(^oi  J'o) 
et  ses  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  la  longueur  de 
chaque  côté  étant  égale  à  2A;  tant  que  le  point  {x^y)  est  à  l'inté- 
rieur de  ce  domaine,  l'équation  (1)  détermine  une  fonction  bien 
définie  des  deux  variables  x  et  j',  qui  reste  comprise  entre  Zq —  l 
et  Zo-r- 1»  Cette  fonction  est  continue  au  point  Mq  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir;  il  en  est  de  même  en  un  autre  point  quel- 
conque Ml  du  domaine  R,  car,  en  vertu  des  hypothèses  qui  ont 
été  faites  sur  la  fonction  F  et  ses  dérivées,  la  dérivée  F^  [x^ ^  y^y  5|) 
sera  encore  positive  au  point  Mi,  puisqu'on  aura  \Xi  —  Xo\  <1  /, 
\yi  — yo\  -<  /,  j-3|  —  Zo\  <Z  /.  On  se  trouvera  donc  dans  les  mêmes 
conditions  au  point  M|  qu'au  point  Mo,  et,  par  suite,  la  racine 
considérée  est  encore  continue  pour  x  =  Xt,  r  --y\ . 
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La  racine  précédente  n'étant  définie  qu'à  Fin  teneur  du  do- 
maine R,  nous  n'avons  ainsi  qu'un  élément  de  fonction  implicite. 
Pour  définir  celte  fonction  en  dehors  du  domaine  R,  on  procède 
(le  proche  en  proche  de  la  façon  suivante.  Soit  L  un  chemin  con- 
tinu parlant  du  point  (xo^j^o)  ^^  aboutissant  à  un  point  (X,  Y) 
siiué  en  dehors  du  domaine  R.  Imaginons  que  les  variables  x  eiy 
varient  simultanément  de  telle  façon  que  le  point  de  coordon- 
nées (x^y)  décrive  le  chemin  L.  Si  Ton  part  du  point  (^o>^o) 
avec  la  valeur  Zq  pour  z,  on  a  une  valeur  bien  déterminée  pour 
celte  racine,  tant  qu'on  n'est  pas  sorti  du  domaine  R.  Soient 
M|  (iCi,  J^i)  un  point  de  ce  chemin  intérieur  à  R,  et  Zi  la  valeur 
correspondante  de  z]  les  conditions  du  théorème  général  se  trou- 
vant encore  vérifiées  pour  x  =^  Xty  y  =yt,  z  =  Zij  il  existe  un 
autre  domaine  R|,  ayant  pour  centre  le  point  M|,  à  l'intérieur 
duquel  la  racine  qui  se  réduit  à^i  pour  j;  =  0:1,^=^1,  est  définie. 
Ce  nouveau  domaine  R|  aura  en  général  des  points  extérieurs  à  R; 
en  prenant  de  nouveau  sur  le  chemin  L  un  autre  point  M2,  exté- 
rieur à  R  et  intérieur  à  R|,  on  pourra  recommencer  la  même 
construction  pour  obtenir  un  nouveau  domaine  R2,  à  l'intérieur 
iiuquel  la  racine  de  Téqualion  (i)  sera  bien  déterminée,  et  ainsi  de 
suite.  On  pourra  continuer  l'opération,  tant  qu'on  n'arrivera  pas 
à  un  système  de  valeurs  pour  x,  y,  5,  pour  lequel  F^=  o.  Je  me 
contenterai  ici  de  ces  indications;  nous  aurons  à  traiter  en  détail 
dans  d'autres  Chapitres  des  questions  analogues. 

21.  Dérivées  des  fonctions  implicites.  —  Revenons  au  do- 
maine R  et  à  la  racine  z  =  'ii^jy)  de  l'équation  (1),  qui  est  une 
fonction  continue  des  deux  variables  x  et  y  dans  ce  domaine. 
(^ite  fonction  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  En 
effet,  laissons  y  constant  et  attribuons  à  ^  un  accroissement  àx 
qui  donne  à  :;  un  accroissement  A3;  nous  avons,  d'après  un  calcul 
déjà  fait, 

F(x  -r-  Ax,  y^z-h^z)  —  V{Xy  y,  z) 

-  lxF'jc(op-h(i\x,  y,  z-\-  ^z}-.-lzF'.(j',  y,  z  ~  d' Iz)  —  o. 

On  en  tire 

A-  ^  __  ¥'^(x-^b\x,  y^  H- A3), 
Ai-     "  "V'-Sx^y,  c--0'A3)        ' 
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lorsque  Ax  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Az,  puisque  z  est 
une  fonction  continue  de  x.  Le  second  membre  tend  donc  vers 
une  limite,  et  z  admet  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  x 

àz  _  _^^ 

on  démontrerait  de  même  la  formule 

àz  ^_V 
0}  -        FÎ 

Remarque.  —  Si  l'équation  F  =  o  est  de  degré  m  par  rapport 
à  s,  elle  définit  m  fonctions  des  variables  x  et  y.  Les  dérivées 

partielles  -r-,  ~  admettent  elles-mêmes  m  valeurs'  pour  chaque 

système  de  valeurs  des  variables  x  et  j';  les  formules  précédentes 
donnent  sans  ambiguïté  ces  dérivées  partielles,  pourvu  que  l'on 
remplace  z  dans  les  seconds  membres  par  la  valeur  de  la  fonction 
dont  on  cherche  la  dérivée. 
Par  exemple,  l'équation 


définit  deux  fonctions  +\/i  —  x- — y-  et  — \J\  —  x^-^y'^,  qui 
sont  continues  tant  que  l'on  a  x^  '^y^<i  i .  Les  dérivées  partielles 
de  la  première  sont 

7-a^ —y 

yi  —  X*  —  y'       ^^  i    -  X*  —  j^^ 

et  les  dérivées  partielles  de  la  seconde  s'obtiendront  en  changeant 
les  signes.  On  obtiendrait  les  mêmes  valeurs  en  partant  des  for- 
miiles 

ôz  X  àz  jy 

âx  z  àv  z 

et  y  remplaçant  z  successivement  par  ses  deux  déterminations. 

22.  Application  aux  surfaces.  —  Si  l'on  regarde  x^  y^  z  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  l'espace,  toute 
équation 

(4)  F(:r,^',  ^)  =  o 
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représente  une  surface  S.  Soient  (xqj  yoi  ^o)  les  coordonnées 
d'un  point  Â  de  celte  surface;  si  la  fonction  F  est  continue,  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  des 
valeurs  Xo^yot  ^o?  sans  que  ces  trois  dérivées  soient  nulles  simul- 
tanément au  point  A,  la  surface  S  admet  un  plan  tangent  en  Â. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  dérivée  partielle  F^  ne  soit  pas 
nulle  pour  x  =  Xo,  y  =  J^o>  ^  =  Zq.  D'après  le  théorème  général, 
l'équation  de  la  surface  peut  aussi  s'écrire,  dans  le  voisinage  du 
point  A,  en  la  supposant  résolue  par  rapport  à  Zj 

?('^>  y)  étant  une  fonction  continue,  et  l'équation  du  plan  tangent 
en  A  est 

remplaçons  —  et  -y^  pa**  leurs  valeurs  tirées  des  formules  précé- 
dentes :  l'équation  du  plan  tangent  devient 

bi  ion  avait  [•^i   =0j  et  (  —  I   ^z^o,  on  considérerait^  et  z 

comme  les  variables  indépendantes  et  x  comme  une  fonction  de 
ces  variables;  on  arriverait  encore  à  la  même  équation  (5)  pour  le 
plan  tangent,  ce  qui  est  évident  a  priori  d'après  la  symétrie  du 
premier  membre.  On  verrait  de  même  que  la  tangente  en  un 
point  (jToi  yo)  d'une  courbe  plane  représentée  par  F(a:,  j^)  =  o  a 
pour  équation 

Si  l'on  a  à  la  fois 


/dV_\    _  /dV\    _  /d¥\ 


le  point  A  est  un  point  singulier;  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  par  A  forment  en  général 
un  cône  et  non  un  plan.  Ce  cas  sera  étudié  plus  loin  (Chap.  III). 
Dans  la  démonstration  du  théorème  général  sur  les  fonctions 
implicites,  nous  avons  supposé  que  la  dérivée  Fl^  n'était  pas  nulle. 
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L'inlultion  géométrique  fait  bien  comprendre  pourquoi  cette  con- 
dition est  essentielle.  Si,  en  effet,  ona(-T-J  z=^o  et  (  —  )  7^0, 

le  plan  tangent  à  la  surface  S  est  parallèle  à  Taxe  des  .3;  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  z  voisine  de  la  droite  .r  =  a7o,^=yo  rencontre 
généralement  la  surface  en  deux  points  voisins  du  point  de  con- 
tact. L'équation  (4)  admet  donc  deux  racines  tendant  vers  Zo 
lorsque  ^  et^  tendent  vers  x^  et^o  respectivement. 

Par  exemple,  si  Ton  coupe  la  sphère  x^-^y^-h  z- —  1  ^=3  o  par 
la  droite  yz=Oj  x  =  i  -\-  t^  il  y  a  deux  valeurs  de  z  tendant  vers 
zéro  en  même  temps  que  s,  réelles  si  e  est  négatif  et  imaginaires 
si  £  est  positif. 

23.  Dérivées  successives.  —  Dans  les  formules  qui  donnent 
les  dérivées  du  premier  ordre 

on  peut  considérer  les  seconds  membres  comme  des  fonctions 
composées,  z  étant  une  fonction  intermédiaire.  On  pourrait  donc 
calculer  les  dérivées  successives  de  proche  en  proche  en  appliquant 
la  règle  de  différentiation  des  fonctions  composées.  L'existence  de 
ces  dérivées  successives  est  d'ailleurs  subordonnée  à  l'existence  des 
dérivées  partielles  des  différents  ordres  de  la  fonction  F(j7,  j^,  z). 

On  obtient  ces  dérivées  d'une  façon  plus  simple  en  appliquant 
la  proposition  suivante  :  Lorsque  plusieurs  fonctions  d^une 
variable  indépendante  vérifient  une  relation  F  ^^  o,  leurs 
dérivées  vérifient  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
dérii^ée  du  premier  membre,  prise  par  la  règle  de  différent- 
tiation  des  Jonctions  composées.  Il  est  clair,  en  effet,  que,  si  la 
fonction  F  se  réduit  identiquement  à  zéro  quand  on  y  a  remplacé 
les  variables  dont  elle  dépend  par  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée.  Le  théorème  sub- 
siste encore  si  les  fonctions  liées  par  la  relation  F  =  o  dépendent 
de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  l'on  veuille  calculer  les  déri- 
vées successives  de  la  fonction  implicite^  de  la  seule  variable  x 
définie  par  la  relation 
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OQ  en  déduit  successivement 

dV       ôV    , 
—    ,-  - —  r  —  o, 

f^«F  ()»F  t;«F     ,,      ôV    „ 

d^Y  ()»F       ,  .    .,     'ï^F       .,      .    <)«F      , 


(>M^'     „      ,  ()«F     ,   ,       ^F 

_l y'3.  _  3 r  r  -i V 


"'  r  :  O. 


et  l'on  calculera  ainsi  de  proche  en  proche  i',>*^',  y,  .... 

Exemple.  —  Étant  donnée  une  fonction^  ~  fK^-)^  <^^  peut  inversement 
considérer  y  comme  la  variable  indépendante  et  x  comme  une  fonction 
*\^  y  défînie  par  l'équation  y  —  f{x).  Si  la  dérivée  f'{x)  n'est  pas  nulle 
pour  la  valeur  Xq,  qui  donne  ^o=/(^o)j  il  existe,  d'après  le  théorème 
«général,  une  fonction  et  une  seule  de  y  qui  satisfait  à  la  relation  y  —f(x) 
et  qui  prend  la  valeur  Xq  pour^=^o;  c'est  ce  qu'on  appelle  la  fonction 
inverse  de /{x).  Pour  calculer  les  dérivées  successives  Xy,  Xy%,  x"t,  ... 
de  cette  fonction,  il  suffit  de  dîlTérentier  plusieurs  fois  de  suite,  en  consi- 
dérant^ comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  nous  donne 

Or-.f(x){x'y.y----f'{x)Xy^, 

O  ^f"(x){x'yY-^ir(x)x\.x;.^f{x)x"y,, 


on  en  tire 

Il  est  à  remarquer  que  ce  système  de  formules  ne  change  pas  quand  on 
permute  x'y  et/'(x),  Xy%el /'(x),  Xy*  et/"'(x)j  . . .,  car  la  relation  entre 
les  deux  fonctions^  =f(x)  et  x  =  ^(y)  est  évidemment  réciproque. 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  supposons  que  l'on  veuille 
obtenir  toutes  les  fonctions  j^  =  f(x)  qui  satisfont  à  la  relation 

quand  on  prend  y  comme  la  variable  indépendante,  et  x  comme  la  fonc- 
tion, cette  équation  devient 

m 
Xy»  rr-z  O. 

Or,  les  seules  fonctions  dont  la  dérivée  troisième  soit  nulle  sont  des  poly- 
nômes, du  second  degré  au  plus.  On  aura  donc,  pour  x,  une  expression 

de  la  forme 

X"  G,7«-i-  Gï^H-Ca, 
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Cl,  G],  G)  étant  trois  constantes  quelconques;  en  résolvant  celte  équation 
par  rapport  à  y^  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  ^  =/(ar)  qui 
satisfont  à  la  condition  proposée  sont  comprises  dans  la  formule 


y  =  a±i  ^b 


'}X  -r-  C 


» 


a,  b,  c  étant  trois  constantes  arbitraires.  Gette  équation  représente  une 
parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  Taxe  des  t. 

24.  Dérivées  partielles.  —  Considérons  maintenant  une  fonc- 
tion implicite  de  deux  variables  définie  par  l'équation 

(6)  ¥{x,y,  z)=^o\ 

les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  données,  comme 
nous  Pavons  déjà  vu  directement,  par  les  relations 

^^^  lii^  àz  Ox~'^'  Oy  "^  Tz  dy  ~  "*'  ' 

Pour  avoir  les  dérivées  partielles  du  second  ordre,  il  suffit  de 
diOerentier  de  nouveau  les  deux,  équations  (7)  par  rapport  à  j:  et 
ky^  ce  qui  donne  trois  relations  distinctes  seulement,  car  la  déri- 
vée de  la  première  par  rapport  ky  est  identique  à  la  dérivée  de  la 
seconde  par  rapport  à  x^ 

Ô^F  d^F    dz       d^F /dz\^      dF  d^z 

dx*  Ox  dz  Ox    '     dz*  \dx/  dz  dx^  ' 

.    d^]^         d^F^  dz         d*F    Js        d^  d^  dz        dF     d^z    _ 
'  dx  dy        dx  dz  dy        dy  dz  dx        dz*   dx  dy         dz  dx  dy  * 


d*F  d*F    dz 

'2 


à\Ffàzy       dF  dTz  _ 


dy*  dydz  dy 

et  Ton  calculerait  de  même  les  dérivées  du  troisième  ordre  et 
d'ordre  plus  élevé. 

L'emploi  des  différentielles  totales  permet  encore  de  déterminer 
en  même  temps  toutes  les  dérivées  partielles  du  même  ordre.  Il 
suffit  pour  cela  de  s'appuyer  sur  le  théorème  suivant  :  Lorsque 
plusieurs  /onctions  w,  r,  w,  ...  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes  x^  y^  z,  . . .  vérifient  une  rela- 
tion F  =  o,  les  différentielles  totales  satisfont  à  la  rela- 
tion d¥  =  o,  obtenue  en  prenant  la  différentielle  totale  de  F 
comme  si  toutes  les  variables  dont  elle  dépend  étaient  des 
variables  indépendantes.  Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on 
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ait  une  relation  F(tt,  i^,  w)  =  o,  u,  ç^  iv  étant  des  fonctions  des 
variables  indépendantes  x^  y,  z,  t.  Les  dérivées  partielles  de  //, 
i^,  IV  satisfont  aux  quatre  équations 


dF  du 
du  dx 

-+- 

<^F 
dv 

dv 
dx 

H- 

dF 
dw 

dw 
ôx 

— 

c, 

dF 

du 

du 

H- 

dF 
dv 

dv 

ày 

-f- 

dF 
dw- 

dw 

= 

0, 

dF  du 
du  dz 

j_ 

dF 
dv 

dv 
dz 

-4- 

dF  dvi> 
dw   dz 

• 

o, 

dF  du 
du  dl 

-4- 

dF 
dv 

dv 
dt 

-+- 

dF  dw 
dw    dt 

r= 

o; 

multiplions-les  respectivement  par  dx,  dy^  dz^  dt  et  ajoutons-les, 

il  vient 

dF    .         dF    .         dF    .  _ 

-T—  du  H dv  -\-  -  -  dw  —  dF  =  o. 

du  dv  Ow 

Nous  voyons  encore  ici  Favantage  de  la  notation  diiïérentielle,  car 
la  relation  précédente  est  indépendante  du  choix  et  du  nombre 
des  variables  indépendantes.  Pour  avoir  une  relation  entre  les 
différentielles  du  second  ordre,  il  suffira  d'appliquer  le  théorème 
général  à  la  relation  dF  =  o,  considérée  comme  une  équation  entre 
li,  i»,  w,  du^  dv^  div,  et  ainsi  de  suite;  on  remplacera  seulement 
par  zéro  toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  au  premier  des 
variables  que  Ton  a  choisies  pour  variables  indépendantes. 

Appliquons  ceci  au  calcul  des  différentielles  totales  successives 
de  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation  (6),  x  et  y  étant  les 
variables  indépendantes.  Il  vient 

dF  ^        dF  ^        dF  ^ 

—  dx  -h  -  —  dy  -4-      -  dz    =  o, 
dx  dy    -^        dz 

/dF  ^         dF  ^         dF  ^  \(»J      dF 

{    -r-   dx 


\  dx  dy 


,         dF    .  V«      dF    . 
dy  -\-  - .-  dz  )     -^  — -  a*  5  —  o, 
^        dz       )  dz  ' 


elles  deux  premières  de  ces  équations  peuvent  remplacer  les  cinq 
relations  (7)  et  (8);  de  l'expression  de  dz  on  déduit  les  deux  déri- 
vées du  premier  ordre,  et  de  l'expression  de  d^z  on  déduit  les 
trois  dérivées  du  second  ordre,  etc.  Considérons  par  exemple 
Inéquation 

G.  4 
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qui  donne,  en  difTérenliant  deux  fois, 

A  T  dx  -h  k'y  dy    -  X" z  dz  —  o. 
A  djc'-^Vdy'-h  Vdz^--   X'zd^z  --- 

de  la  première  on  lire 

,               A  .r  djr  -i-  A  '  V  dy 
dz^- V-— 

et,  en  portant  cette  valeur  de  dz  dans  la  seconde,  il  vient 

ArA.rï-^  \''zi)d.rt^7.\\'.ryd.rdv^\'(\'v'^-^  V'^^Wr» 
d^z .v-^TT"" ' '—' 

On  aura  donc,  en  employant  la  notation  de  Monge, 

A.r  A'r 

La  méthode  est  évidemment  générale,  quel  que  soit  le  nombre 
des  variables  indépendantes  et  Tordre  des  dérivées  partielles  que 
Ton  veut  calculer. 

Exemple.  —  Soit  z  z=/{x^  y)  une  fonction  cies  deux  variables  x  et  y. 
(jonsidérons,  dans  la  relation  précédente,  ^  et  ^  comme  deux  variables 
indépendantes,  et  x  comme  une  fonction  implicite  de  ces  deux  variables; 
proposons-nous  de  calculer  les  différentielles  du  premier  et  du  second 
ordre  dx  et  d'^x.  On  a  d'abord 

dz  =    ;  -  dx  -\-  -  -  dy  ; 
àx  Oy    *^ 

comme  on  prend  ^y  el  z  pour  variables  indcpendanles,  on  doit  faire 

d^y  z=  d^z  =  o, 

et,  en  prenant  de  nouveau  la  différentielle,  il  vient 

o  =  ^  dx^-^  1  ,    '\    dxdy  -f-  ^-^  dy^-.     :-  d^x. 
dx*  dx  oy  "^         oy*    "^  dx 

Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  employant  la  notation  abrégée  de 
Monge  pour  désigner  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction /(a:,  ^), 

dz  =  p  dx  -^  q  dy^ 
o  —  r  dx*  -^  is  dx  dy  -^  t  dy*  -r-  p  d*x: 
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on  tire  de  la  première 

P 
«t,  en  portant  celte  valeur  de  dx  dans  la  seconde,  on  a 

_        rdz'-^i{ps  —  qr)dy  dz  -^(q^r  —  ■>.pqs  -^  p^t)  dy^ 

Les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  x,  considérée 
comme  fonction  des  variables  z  et  y,  ont  donc  les  valeurs  suivantes 


' 

d.r        I            dx 
Oz       p-         dy 

7 
-  > 

P 

<)*.r             qr  —  p$ 
dy  Oz               jo* 

O^x 

â^x  __         r  O^T    __  ^   qr  —  ps  O'^x  _^  o.pqs  —  p^t  —  q^  r 

àz*  ~"  " 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 

les  fondions /(ar,  ^)  satisfaisant  à  Téquation  q^r-hp^t  =  %pqs.  Si,  dans 

la  relation  z  =/{x,  y)y  on  considère  x  comme  une  fonction  des  variables 

O^x 
indépendantes  y  et  z,  la  condition  précédente  devient  -—  =  o.  Cette 

Ox 
équation  exprime  que  —  ne  dépend  pas  dey;  on  a  donc 

âx 

Oy       *^ 

's(z)  étant  une  fonction  quelconque  de  z.  Cette  nouvelle  équation  peut 


encore  s'écrire 


et  elle  exprime  que  x  — yo(z)  ne  dépend  pas  dc^'.  On  a  donc  encore 

6{z)  étant  une  autre  fonction  quelconque  de  z,  et  Ton  obtiendra  toutes 
les  fonctions  z  =^f(x,y)  répondant  à  la  question  en  résolvant  l'équa- 
tion précédente  par  rapport  à  z.  Cette  équation  représente  une  surface 
engendrée  par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy. 

23.  Théorème  général.  —  Soit  (E)  un  système  de  n  équations 


(E) 


,    F,  (Xi,  Xf,   .  .  ,,  Xp\  Ml,  a,,    .  .  .,  Un)  =0, 


Iv 

entre  n-hp  variables  W|,   1/0,  ...,  u,t',  x,,  Xn,  ...,  Xp,  On 


0-2 
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suppose  que  ces  équations  sont  satisfaites  pour  les  valeurs 
j7<  =  xj,  ...,  Xp:=x^p,  Wj  =  «J,  ....  w,,z=£/®,  que  les  fonc- 
tions F|  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  continues  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs,  et 
enfin  que  le  déterminant 


A  = 


ôux      du^ 
àU{      dui 


•  •  • 


dFy_ 

àun 
dun 


n^ est  pas  nul  pour 


dui     dui 


àFn 

dUn 


Xi  -  -  X  i  ^ 


Uk=  «A 


(  i  =  1 ,  2,  ...,/>;  A:  =  1 ,  2,  . . . ,  n  ). 


Dans  ces  conditions,  il  existe  un  système  de  fonctions  et  un 

seut  U\  t^=  cpi  yX\ ,  x^^  *  •  •  ?  ^ pji  •  •  •  >  ''«  ^==  ^«(-^i  ?  «^ai  •  •  •  ?  ^p)^ 
satisfaisant  aux  équations  (E),  et  se  réduisant  respectiçement 
a  u .  ^  ^t^f  •••^  ^^  ni  pour  X  i  ^^-  x ,  ^  •  .  «  ^  *^  p  —  *^  n  • 

Le  déterminant  A  s'appelle  le  Jacobien  (*)  ou  le  Déterminant 
fonctionnel  des  n  fonctions  Fj,  Fa,  ..•,  F,j  par  rapport  aux 
variables  w,,  u^t  •••,  Un-  On  le  représente  par  la  notation 

r»rF,,  Fo,  ... ,  _F„  )  ^ 

D(W,,    M,,    ..  .,    Un) 

'  Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  dans  le  cas  parti- 
culier d'un  système  de  deux  équations  avec  trois  variables  indé- 
pendantes et  deux  inconnues  u  ei  v 


(9) 


Fi(^,  J^,  5,  u,  p)  =  o, 


(lo)  F,(a:,  7,  5,  M,  i')  =  o. 

Ces  équations  sont   satisfaites,  par  hypothèse,  pour  x 

y  =  J^O)  ^  =  -So»  '^  =  "o,  i'  =^  s^ot  et  le  déterminant 

dFx  dV^       aF,  dFj 


^Ot 


du    dv 


dv     du 


n'est  pas  nul  pour  ce  système  de  valeurs  ;  il  en  résulte  que  l'une  au 


(  »  )  jAGOBiy  Journal  de  Crelle,  tome  22. 
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moins  des  dérivées  -p  »  — ^  n'est  pas  nulle  pour  ces  mêmes  valeurs. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  -^  ne  soit  pas  nulle.  D'après 

le  théorème  établi  plus  haut  pour  une  seule  équation,  la  rela- 
tion (9)  définit  une  fonction  ç'  des  variables  x^y^  z,  w, 

qui  se  réduit  à  r©  pour  x  =  x^^  y=zyQ^  z=:Zo,  u  =  Uq.  Imagi- 
nons qu'on  ait  remplacé  p  par  cette  fonction  dans  l'équation  (lo)  ; 
nous  sommes  conduits  à  une  relation  entre  x^  y,  z  et  ^^, 

*(^»r>  ^>  u)  =  ¥t[x,y,  z,  u,^{x,y,  z,  a)], 
qui  est  vérifiée  pour  x  =  a:©,^  =/o)  ^  =  5o,  m  =  Uq.Oïï  a 

Ou        du         dv  Ou* 

or,  de  la  relation  (9)  on  tire 

()F,        OFi  àf 
Ou         0\f    Ou         ' 

et,  en  remplaçant  ~-  par  cette  valeur  dans  -^-y  il  vient 

D(F„  F,) 

(?4>  \y{u,  i^) 


Ou  OY^ 

Os? 

On  voit  que  cette  dérivée  n'est  pas  nulle  pour  les  valeurs  ^r©, 
J^o»  ^oj  Wo't  la  relation  4>  =  o  est  donc  satisfaite  en  prenant 
pour  u  une  fonction  continue  u  =  ^{x^  y,  z)  qui  est  égale  à  iin 
pour  X  =  Xo,  y  =j^o,  z  =  Zq^  et,  en  remplaçant  u  par  y (^,  y,  5) 
dans  /"(^,  J^,  Zf  u)j  on  a  également  pour  v  une  fonction  con- 
tinue. La  proposition  est  donc  établie  pour  un  système  de  deux 
équations. 

On  démontre,  comme  plus  haut,  que  ces  fonctions  admettent 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Laissant  y  et  z  constants, 
donnons  à  :r  un  accroissement  A^,  et  soient  ^u  et  Ac^  les  accrois- 
sements correspondants  des  fonctions  u  tl  v.  Les  équations  (9) 
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et  (lo)  peuvent  s'ccrîre 

-(S-)-«(S-')-'-(5--)-- 

c,  e',  e",  •/),  r/,  y/'  tendant  vers  zéro  lorsque  Ax,  Aw,  Ar  tendent 
vers  zéro.  On  déduit  de  là 

(s-')(t-<)-("'--)(s-')' 

lorsque  Ùlx  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Aw,  ^v  et,  par 
suite,  de  s,  e',  s^',  t.,  y/,  r/'.  Le  rapport  -~  a  donc  une  limite,  c'est- 
à-dire  que  u  admel  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  x 


/dF, 
Aa  _         \  dx 


f)Fi 

dT^ 

d¥x 

àF, 

du 

dx 

dç 

dv 

dx 

Ox 

-       OV, 

OFt 

dFi 

d¥. 

du 

ds; 

dv 

du 

Oa  verrait  de  même  que  le  rapport  —  tend  vers  une  limite 

dX 

du 

finie  r-y  qui  est  donnée  par  une  formule  analogue;  pratiquement, 
on  calculera  ces  dérivées  partielles  au  moyen  des  deux  équations 

<^F,        dFt  du       t)F,   dv 
dx         du   dx         dv    dx         ' 

<?F,        dFi  du       dFi  dv 

Z. !_ .  I   . f\ 

dx         du   dx    '     dv    dx         ' 

(it  Ton  obtiendra,  de  la  même  façon,  les  dérivées  partielles  par 
rapport  aux  variables  y  et  z. 

Pour  établir  maintenant  le  théorème  général,  il  suffira  de  mon- 
trer que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  un  système  de  {n  —  i) 
équations,  elle  est  encore  vraie  pour  un  système  de  n  équations. 
Le  déterminant  fonctionnel  A  n'étant  pas  nul,  par  hypothèse,  pour 
les  valeurs  initiales,  Tun  au  moins  des  mineurs  correspondant  aux 
éléments  de  la  dernière  ligne  est  différent  de  zéro  pour  ces  mêmes 
valeurs.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  pour  le  mineur  correspon- 
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dant  à  --— i  qui  n'est  autre  que 

m  F,,  F, F„_,). 

le  théorème  étant  exact  pour  un  système  de  (n  —  i)  équations^ 
on  lire  des  (n  —  i)  premières  équations  (E) 

les  foDctions  (p/ étant  continues,  et,  en  remplaçant  W|,  .  . .,  w„._i 
par  les  fonctions  »|,  .  .  . ,  cp,,_,  dans  la  dernière  des  équations  (E), 
on  est  conduit  à  une  nouvelle  relation  pour  déterminer  u^^ 

Tout  se  réduit  à  démontrer  que  la  dérivée  -,   -  n'est  pas  nulle 

pour  les  valeurs  considérées  x^^  x?,,  . .  . ,  j?" ,  //JJ;  car,  s'il  en  est 
ainsi,  on  pourra  déduire  de  cette  dernière  équation 

la  fonction  à  étant  continue,  et,  en  portant  cette  valeur  de  h„ 
dans  o,.  . . . ,  o„_,,  on  aura  également  pour  u^^  U2,  -  . . ,  iht-t  des 
fonctions  continues.  Or  on  a 

(II»  , —  =—-•—:-...-- ' -H         -  » 


rrivees 
relations 


et  les  dérivées    -  - ,      -»  •••>     ;-—  sont  données  par  les  n  —  i 

fftt,^      On,  OUn  *■ 


\\'>.\ 


dux  du,i    '  '  '  '       Outi-x     Ou,i  âUfi 

••••..••••••.••.•    ,..,,.....•.•.....•.•.•.5 

I  dFn^i    d-Sj^    ^         ^  ÔF„    ,   à^n-\         '^F/,_|  _^^ 
.     âui     ôn,i    '  '  '  '  '    OUf,-i     Ou  a  dit,i  ' 

on  peut  considérer  les  relations  (11)  et  (ii>. )  comme  n  équations 
linéaires  en  -"=—»•• .,     * >  ,     •  et  1  on  en  tire 

f)li„  Ou  a        Ou,i 

d^   D(F,,  F,,  ...^F,,_,)  ^  1)(F,,  F„  ...,  F„) 

OUn    D(a,,    Wj,    ,..,    Un-\)  t>(«i,    Mj,    ...,    Un) 
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La  dérivée  - —  n'est  donc  pas  nulle  pour  les  valeurs  iniliales 

dUn  ^  ^ 

et,  par  suite,  le  théorème  général  est  démontré. 

Les  dérivées  successives  des  fonctions  implicites  définies  par 
plusieurs  équations  simultanées  se  calculent  comme  dans  le  cas 
d'une  seule  équation.  Il  faut  encore  observer  que,  lorsqu'il  y  a 
plusieurs  variables  indépendantes,  il  est  avantageux  de  calculer 
les  différentielles  totales,  pour  en  déduire  toutes  les  dérivées  par- 
tielles du  même  ordre.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  deux 
fonctions  uelv  des  trois  variables  x,  y,  z,  définies  par  les  deux 

relations 

V(x,y,  z,  M,  v)  =  o, 

*(-2^»7>  -Si  "»  i')  =  o; 

les  différentielles  totales  du  premier  ordre  du  et  dv  sont  données 
par  les  deux  équations 

d¥  ^         ô?    ,         ô¥  ^         dF    ,         dV   ^ 

-r-  dx  -h  -T~  dy  -h  -r  dz  -^-  —-  du  -\ — --  dv  =  o, 

ôx  vy  ôz  du  àif 

d*    ,  d*    ,  d*    ,         d4>    ,  <)4>    , 

-T—  a-c  -h  -,-  dy  -+-  -,—  dz  -+-    ,-  du  -h  -.-  dv  =  o. 

OX  dy  Oz  Ou  Ov 

On  aura  ensuite  d'^u  et  d^v  au  moyen  des  équations 

/OF    .  OF    ,  V*) 

•  Ox  Ov       ! 

et  ainsi  de  suite.  Dans  les  équations  qui  donnent  d'^u  et  e/^'r,  le 
déterminant  des  coefficients  de  ces  différentielles  est  égal,  quel  que 

soit  n,  au  jacobien  -pA— ^ — :-  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul. 
26.  Inversion.  —  Soient  Ui,  u^^  ...,  U|,)  ^  fonctions  des  n  variables 

•    j'  j       »  ^11  1       •  L*         D(M|,   Mî,    ...,   Un) 

indépendantes  a?i,  a?,,  ...,  a?/,,  telles  que  le  jacobien  ^- : 

U  (  37  j  ,   X^i ,    .  .  .  ,  Xfi  ) 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  Les  n  équations 

(ï3) 

(  w«=  (0,1(^-1,  a-j,  ...,  j-rt) 

définissent  inversement  â^i,  x^^  ...,  07^  en  fonction  de  U\y  U\^  ...,  i/n.  Il 
suffit,  en  effet,  de  considérer  un  système  de  valeurs  a?},  x\^  . . .,  arj  pour 


OF    .           OF    ,, 

Ou                Oç 

0, 

0^    ,,           d*    ,, 

<>, 
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lesquelles  le  jacobien  n'est  pas  nul;  u^j  u^,  ,,,,u%  désignant  les  valeurs 
correspondantes  de  Ui,  u^y  . . .,  Uny  il  existe,  d'après  le  théorème  général, 
un  système  de  fonctions 

•a?i  =  ^l(«Ii   . .  .,  M/l).         a7j  —  il8(ai,   . . .,  w«),  ..., 

qui  satisfont  aux  relations  (i3)  et  qui  prennent  les  valeurs  x^j  x^,  ,,.fX% 
pour  W|=aJ,  ...,  Un=  u%*  Ce  sont  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
tions (pt,  O},  ...,  On]  Isi  détermination  effective  de  ces  fonctions  s'appelle 
une  inversion. 

Pour  calculer  les  dérivées  des  fonctions  inverses,  il  suffit  d'appliquer 
les  règles  générales.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  fonctions 

si  Ton  considère  inversement  u  et  v  comme  les  variables  indépendantes, 
X  et^  comme  les  fonctions,  on  a  les  deux  relations 

du  =  -^  dx-h  ~-  dy, 
dx  ày    ^ 

dv  —  ~r^  dx  +   -  -  dy. 
dx  ày    -^ 

ào  j         àf   ,                              ào    .         àf  j 
-  '   du r-  dv  -^  du-h  ^  dv 


d'où  l'on  tire 


dj,  =  ^r  ày  _        ùx  àx 

'df  ào  _  df  dt^  '  -^  àf  dr^  __df  d© 

dx  ày       ày  dx  dx  ày       dy  dx 


On  a  donc  les  formules 


dx 

do 
dv 

dx 
Ov 

àf 

ày 

du 

Of  do        df  do  ' 

df  do        df  do 

dx  dy        dy  dx 

dx  dy        dy  dx 

do 

• 

àf 

ày 

dx 

ày 

dx 

du  ' 

~  àf  d^         àf  do  ' 

dv 

~~  df  do        df  do 

dx  dy        dy  dx 

dx  dy        dy  dx 

27.    Tangente    à   une    courbe   gauche.    —    Considérons    une 
courbe  C  représentée  par  un  système  de  deux  équations 

(14)  I  F,(x,j,^)  =  o, 

(  F2(^»r,  >5)^--o; 

soient  a?o,yoî  ^o  les  coordonnées  d'un  point  Mo  de  cette  courbe, 
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tel  que  l'un  au  moins  des  trois  jacobiens 

OFj^  (>F,       c^Fi  c^F,       ()¥\  dVj  __  0V\  âb\       0F\  dVt  _  r)F,  dF^ 
Ojr    Oz  dz     dy         Oz     Ox         Oj-    dz         du;    dy         oy    dx 

soit  différent  de  zéro,  quand  on  y  remplace  ./*,  r,  z  par  a:©,  j>'o»  ^c 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  -.v,-; — ^  ne  soit  pas  nul 

pour  les  coordonnées  du  point  Mo',  des  équations  (i/j)  on  peut 
alors  tirer 

ç>  et  A  étant  des  fonctions  continues  de  x  se  réduisant  respective- 
ment à^o  et  ^0  pour  ^  =  ^0-  La  tangente  à  la  courbe  G  au  point  M© 
est  alors  représentée  par  les  deux  équations 

((uant  aux  dérivées  f'(x)  et  'V (.r),  elles  se  calculent  au  moyen  des 
deux  relations 

dx         Oy    '  ^    '        dz    '  ^    ' 

Faisons  dans  ces  relations  x  ==  Xq,  y  =^j'o?  ^  =  -So  el.rempla- 

Y Y  Z z 

çons  ^'{xq)  et  'y(:ro)  par  :^     — -  et  J^"*^   respectivement;   les 

équations  de  la  tangente  peuvent  encore  s'écrire 


(i5) 


ou 

X  —  .To  Y  —  r„  Z  —  Co 


L'interprétation  géométrique  du  résultat  est  bien  facile.  Les 
équations  (i4)  représentent  respectivement  deux  surfaces  S, 
et  So,  dont  la  courbe  G  est  l'intersection;  les  équations  (i5) 
représentent   les   deux   plans   tangents   à   ces   deux   surfaces   au 
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point  Mo,  de  sorte  que  la  tangente  à  la  courbe  C  est  la  droite 
d*întcrsectîon  de  ces  deux  plans  tangents. 

Les  formules  deviennent  illusoires,  lorsque  les  trois  jacobiens 
«'crils  plus  haut  sont  nuls  à  la  fois  pour  les  coordonnées  ^o?  JKo^  ^o- 
Lorsqu^il  en  est  ainsi,  les  deux  équations  (i5)  se  réduisent  à  une 
seule,  et  les  surfaces  S|,  Sa  sont  tangentes  au  point  Mq.  Dans  ce 
cas,  rintersection  de  ces  deux  surfaces  se  compose  en  général, 
cooime  nous  le  verrons  plus  loin,  de  plusieurs  branches  distinctes 
passant  par  le  point  Mo. 
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28.  Propriété  fondamentale.  —  Nous  venons  de  voir  le  rôle 
important  que  joue  le  déterminant  fonctionnel  dans  la  théorie  des 
fonctions  implicites.  Toutes  les  démonstrations  supposent  expres- 
sément qu^un  certain  jacobien  n'est  pas  nul  identiquement.  Si  ce 
jacobien  est  nul  identiquement,  il  se  présente  des  circonstances 
toutes  différentes,  comme  il  suit  du  théorème  fondamental  suivant  : 

Soient  M,,  //o?  •  •  •  -  ''//?  ^  /onctions  des  n  variables  indépen- 
dantes jTï,  X2j  . . . ,  -O/.  Pour  qu^il  existe  entre  ces  n  fonctions 
une  relation  l\{u\^  u^  ••.,  Un)  =  o,  ne  renfermant  pas  les 
variables  Xt,  x^,  •  •  • ,  x,i,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant 

fonctionnel  fr^— — " —     — r  soit  nul  identiquement. 

D'abord,  cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  s'il  existe  entre 
les/i  fonctions  Ut ,  u.i,  . .  . ,  W/i,  une  relation  n(w,,  Ui^  . .  . ,  ?/«)=  o, 
OD  en  déduit,  en  difierentiant  par  rapport  à  chacune  des  variables  Xi 
>uccessiveroent,  les-7i  équations 

'>rT   dui         du   dru  âW    du,, 

ÔU\  ()xi         âuz  Oxi        '  '  '       Ou,i   âxi 

OU    àu^         OU    Ouy,  OU    Oun 


OUx   OXff,         OUo  OXn     '  '  '        Ou,,   Ot,i 

comme  on  ne  peut  avoir  à  la  fois 

OU  __  OU^  _  «^ii  _ 
Oux        Ou2       '  '         Ou,i         ' 


=  o; 


6o  CHAPITRE  II.    —   FONCTIONS   IMPLICITES,   ETC. 

puisque  la  relation  considérée  se  réduirait  à  une  identité,  il  faut 

bien  que  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  de  -— >  •  •  •  >  3 — 
'  *^  àui  ou„ 

soit  nul. 

La  condition  est  aussi  suffisante.  Pour  établir  ce  point,  nous 
nous  appuierons  sur  quelques  remarques  qui  résultent  immédia- 
tement des  théorèmes  généraux  : 

1°  Soient  w,  i',  sv  trois  fonctions  des  trois  variables  indépen- 
dantes X,  r,  -G,  telles  que  le  déterminant  tt—^ — ^ ne  soit  pas  nul. 

On  ne  peut  avoir  entre  les  différentielles  totales  du,  dvj  dw  aucune 

relation  de  la  forme 

\  du  -{-  \i  dv  -^  ^  dw  =  o, 

à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois  X  =  |jl  =  v  r::^  o.  En  effet,  en  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  de  dx,  dy^  dz  dans  la  relation  précé- 
dente, on  a  trois  équations  qui  n'admettent  pas  d'autre  solution 
en  )v,  |JL,  V  que  X  =  jx  =  v  =  o. 

2°  Soient  (1),  Uj  ^,  iv  quatre  fonctions  des  trois  variables  indé- 
pendantes x^  y^  5,  telles  que  -r—  —-'- — -  ne  soit  pas  nul.  On  peut 

inversement  exprimer  x^  y^  z  en  fonction  de  w,  ^,  w,  et  en  por- 
tant ces  valeurs  de  x^y^  z  dans  w,  on  obtient  une  fonction 

des  trois  variables  w,  r,  w.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a 
obtenu  entre  les  différentielles  totales  rfo),  rfw,  dVy  dw,  prises 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x,  y,  z,  une  relation 
de  la  forme 

(i«)  du)  =  P  du-^  (>  rA'  -f-  R  dw, 

les  coefficients  P,  Q,  R  sont  égaux  respectivement  aux  déris^ées 
partielles  de  ^{u,  v,  (v), 

,>=='>*.  Q^.^î,  R=^. 

Ou  Ov  Ow 

On  sait,  en  effet,  d'après  la  règle  qui  donne  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  composée  (n**  16),  que  l'on  a  bien 

ati)  =  -  -  a  a  -+-  -  -  rt  i>  -+-  -■ —  dw, 
ou  Oif  dw 
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et  îl  ne  peut  pas  exister  entre  rfco,  dUy  dv^  dw  d'autre  relation 
que  la  précédente  de  la  forme  (16),  car  on  en  déduirait  une  éga- 
lité de  la  forme 

X  (lu  -h  [idi'  -r-  V  dw  =  0, 

où  les  coefficients  X,  |jl,  v  ne  seraient  pas  tous  nuls;  ce  qui  est 
impossible,  d'après  la  première  remarque. 

Il  est  clair  que  ces  remarques  s'étendent  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes. 

Cela  posé,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  de 
quatre  fonctions  de  quatre  variables  indépendantes 


(17) 


\^Fiix,jr,  Z,   t), 

\  ^F^{x,y,z,  t), 
Z  ^  Fz{x,y,  z,  t), 
Tr=F4(a:,r,  5,  0; 


le  jacobien  — j-4-' — - — ''     *   est,  par  hypothèse,  identiquement  nul, 

et  nous  supposerons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  du  premier 

ordre,  —4^,^^ — - — ;-  par  exemple,  «st  différent  de  zéro.  Des  trois 

premières  équations  (17)  on  peut  imaginer  que  l'on  tire  les 
valeurs  de  j;,  y^  z  en  fonction  de  X,  Y,  Z,  t  et,  en  portant  ces 
expressions  dans  la  dernière  formule,  on  obtient  pour  T  une 
fonction  de  X,  Y,  Z,  t^ 


(i«) 


T=.*(X,  Y,  Z,  0; 


on  va  démontrer  que  cette  fonction  <^  ne  contient  pas  la  variable  ^, 

ou  que  Ton  a  identiquement-^  =0.  Considérons  pour  cela  le 
déterminant 


A  = 


()F, 

dFx 

dFx 

d\ 

dx 

dy 

dz 

dF^ 
dx 

£)F, 

ày 

dF, 
dz 

dX 

dF^ 

^Fa 

^F, 

dZ 

dx 

ày 

dz 

dF^ 
dx 

dFi, 

ày 

dF,, 
dz 

dT 

si  Ton  remplace  dans  ce  déterminant  ^/X,  e/Y,  cfZ,  cTT  par  leurs 
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expressions 

d\  -  '--dx-t-      -  dy-r-    ,     dz-h     -}  df, 
Ox  ôy    ^         ôz  ai 

1 

puis  qu'on  développe  par  rapport  à  dx^  dy^  dz^  dt^  on  vérifie  que 
les  coefficients  de  ces  quatre  difTérentielles  sont  nuls;  les  trois 
premiers  sont  des  déterminants  avant  deux^  colonnes  identiques, 
le  coefficient  de  dt  est  le  déterminant  fonctionnel  lui-même.  On  a 
donc  A  =  o.  D'autre  part,  si  Ton  développe  ce  déterminant  par 
rapport  aux  éléments  de  la  dernière  colonne,  le  coefficient  de  rfT 
n'est  pas  nul  et  on  a  une  relation  de  la  forme 

dT  -.Pd\-^Qd\       RdTs. 

D'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure,  le  coefficient  de  dt,  dans 
le  second  membre,  est  égal  à  -r-  •  Or,  ce  second  membre  ne  ren- 
ferme pas  rf/  ;  on  a  donc  -j-  =  o,  et  la  relation  (i8)  est  de  la  fonne 

T---.<I>(X,  Y,  Z), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  peut  remarquer  qu'il  n'existe  pas,  entre  les  quatre  fonc- 
tions X,  Y,  Z,  T,  de  relation  indépendante  de  x^y^  z,  /,  qui  soit 
distincte  de  la  précédente.  En  eflet,  s'il  en  existait  une,  en  y  rem- 
plaçant T  par  ^(X,  Y,  Z),  on  en  déduirait  une  nouvelle  relation 
de  la  forme  n(X,  Y,  Z)  =  o,  et  l'on  devrait  avoir 

n(\,  Y.  7A 

D(.r,7,  z)  ~ 

contrairement  à  l'hypothèse. 

Passons  au  cas  où  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  jaco- 
bien   sont  nuls  identiquement,  l'un   au  moins  des  mineurs  du 

deuxième  ordre,  -yr—- — ~  par  exemple,  n'étant  pas  nul.  Des  deux 

premières  relations  (i-)  on  peut  tirer  x  eVy  en  fonction  de  X,  Y, 
-3,  t^  et  les  deux  dernières  deviennent 

Z  ..  *j(X,  Y,  z,  /),        T  r^  <1>5(  X,  Y,  z,  t). 


II.    --    DÉTERMINANTS   FONCTIONNELS. 

Considérons,  d'aiUre  part,  le  déterminant 


(Vi 


0,r      Oy 
ôx      ôy 


d\ 
d\ 
d'L 


Ox      ày 

on  démontre,  comme  tout  à  Theure,  que  ce  déterminant  est  nul 
et,  en  le  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  on  a  une  relation  de  la  forme 


d*où  Ton  déduit 


dZ 

-  V 

d\ 

-Q^v, 

Oz 

=r  o, 

Ot 

On  verra  de  même  que  Ton  a 


Oz 


—  o. 


'  ùt 


—  (», 


et  il  existe,  dans  ce  cas,  deux  relations  distinctes  entre  les  quatre 
fonctions  X,  Y,  Z,  ï 

Zr-    *t(X,    Y),  T-*,^X,    \); 

il  n'en  existe  pas  d'autre,  distincte  de  ces  deux-là,  car  on  en  dédui- 
rait une  relation  entre  X  et  Y  et  l'on  devrait  avoir  -;— — ^- —  ^=<», 

contrairement  à  Thypothèse.  - 

EnGn,  si  tous  les  mineurs  du  deuxième  ordre  du  jacoblen 
étaient  nuls,  sans  que  les  quatre  fonctions  X,  Y,  Z,  ï  se  rédui- 
sent à  des  constantes,  on  verrait  de  même  que  trois  d'entre  elles 
sont  fonctions  de  la  quatrième.  Le  raisonnement  qui  vient  d'être 
fait  est  évidemment  général;  si  le  jacobien  des  n  fonctions  Ff, 
Fj,  . . .,  F,|  de  /i  variables  indépendantes  Xt,  Xa,  . . . ,  ^w,  est  nul, 
ainsi  que  tous  les  mineurs  à  /i  ■ —  /•  -t-  i  lignes,  l'un  au  moins  des 
mineurs  an  —  r  lignes  étant  différent  de  zéro,  il  y  a  exactement  r 
relations  distinctes  entre  les  n  fonctions,  et  r  d'entre  elles  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  des  n  —  r  restantes,  entre  lesquelles  n'existr 
aucune  relation. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposition 
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suivante,  qui  s'établit  de  la  même  façon.  Pour  que  n  fonctions  de 
n-\-p  variables  indépendantes  soient  liées  par  une  relation  ne 
contenant  pas  ces  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  jacobiens  de 
ces  n  fonctions,  par  rapport  à  n  quelconques  des  variables  indé- 
pendantes, soient  tous  nuls.  En  particulier,  pour  que  deux  fonc- 
tions Fj  {x\,  X2y  . .  .,  J^/i)  et  F2(^i,  J^2>  •  •  •  î  -P//)  soient  fonctions 
Tune  de  Tautre,  il  faut  et  il  suffit  que  les  dérivées  partielles  cor- 

respondantes  - —  et  - —  soient  proportionnelles. 

Bemarque.  —  Les  fonctions  F| ,  F2,  . . . ,  F,,,  qui  figurent  dans 
les  énoncés  précédents,  peuvent  dépendre  en  outre  de  certaines 
variables  j^i,  ^2?  •  •  •  ?  ymj  différentes  des  variables  x^^x^^  . . . ,  .r«. 

Si  le  jacobien  w^-r^ — -'  "  '' — --  est  nul  identiquement,  les  fonc- 

tions  F|,  F2,  . . .,  Frt  sont  liées  par  une  ou  plusieurs  relations  ne 
renfermant  pas  les  variables  Xi,  X2i  . . .,  x„]  mais  les  autres  va- 
riables j^i,  ^2?   •  •  •?  ym  figureront  en  général  dans  ces  relations. 

Applications.  —  Le  théorème  précédent  est  d'une  grande  importance 
en  Analyse.  Par  exemple,  il  permettrait  de  démontrer  la  propriété  fonda- 
mentale du  logarithme,  sans  se  servir  de  la  défînition  arithmétique.  On 
démontrera,  en  efîet,  au  début  du  Calcul  intégral,  qu'il  existe  une  fonction 
bien  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable,  qui  se  réduit 

à  zéro  pour  x  —  i,  et  dont  la  dérivée  est  égale  à  -•  Soity(a7)  cette  fonc- 
tion  ;  posons 


u  =/{t)  -4-/(7),         V  =  xy. 


on  a 


I    1 

X    y 

y   oc 


=  0. 


Il  existe  donc  une  relation  de  la  forme 

/(^)-+-/(7)  =  ?(^r)» 

pour  déterminer  la  fonction  cp,  il  suffit  de  faire  y  =.1^  ce  qui  nous  donne 
f(x)=:  ç(ir),  et,  par  suite,  puisque  x  est  quelconque, 

/(^)-+-/(j)=/(.îy). 
On  voit  comment  la  définition  précédente  aurait  conduit^aux  propriétés 


II.  —  DÉTERMINANTS  FONCTIONNELS.  65 

fondamentales  des  logarithmes,  si  leur  invention  n'avait  précédé  celle  du 
Calcul  intégral. 

Pour  donner  une  autre  application,  prenons  un  système  de  n  équations 
à  n  inconnues  Ui,  u*,  . . .,  Un, 


('9) 


Fi(Wi,  Uiy   .  .  .,   Un)  =  H», 
î > 

l  F«(mi,  Ut,  ...,  a/i)  =  Hrt, 


U|,  Hs,  ...,  Ha  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  d'autres  va- 
riables Xiy  Xff  ...,  Xmi  qui  peuvent  aussi  figurer  dans  les  fonctions  F/« 

Lorsque  le  jacobien  -^     ** — **  "*' — ^  est  identiquement  nul,  il  y  a  entre 

U(U],  Mj,   .  .  .y  Un) 

les  A  fonctions  F/  un  certain  nombre  de  relations  distinctes,  soit  n  —  X:, 
de  la  forme 

Fjn-i  =  ni(Fi,  ...,  Fa),  ...,  F„  =  Un-ki^i,  •  •.,  Fa); 

pour  que  les  équations  (19)  soient  compatibles,  il  faut  évidemment  que 
Ton  ait 

H;t+i  =  ni(Hi,  . . .,  Hjt),  . . .,  H„  =  H^^aCHi,  . . .,  Hjfc), 

et,  s'il  en  est  ainsi,  les  n  équations  (19)  se  réduisent  à  k  équations  dis- 
tinctes. On  a  donc  les  mêmes  cas  particuliers  que  dans  la  discussion  d'un 
système  d'équations  linéaires. 

29.  Autre  propriété  du  Jacobien.  —  Le  jacobien  d'un  sys- 
tème de  n  fonctions  de  n  variables  présente  des  propriétés  ana- 
logues à  celles  de  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 
Ainsi  le  théorème  précédent  peut  être  considéré  comme  une 
e!L tension  du  théorème  du  n**  8. 

La  formule  qui  donne  la  dérivée  d' une  fonction  de  fonction  peut 
de  même  être  étendue  au  jacobien.  Soient  Fi,  F2,  . . .,  F^  un  sys- 
tème de  n  fonctions  des  variables  Ut,  U2y  •••,  iinj  et  supposons 
que  Uif'U2t  •  '  "j  u„  soient  elles-mêmes  des  fonctions  des  n  variables 
indépendantes  oti,  X2^  •  •  • ,  ^/i*  On  a  la  formule  suivante 

D(Ft,  Ft,  ...,  Fn)  ^  D(F|,  F,,  ...,Fn)  ^  D(^i,  u^,  ...,  Un)  ^ 

D(ir,,  Xt,    ...,  Xn)         b(tti,   Mj,    ...,  Un)'  b(a?i.  Xi,    ...,  Xn)' 

dont  la  démonstration  résulte  immédiatement  de  la  règle  de  multi- 
plication des  déterminants,  et  de  la  formule  qui  donne  la  dérivée 
G.  5 
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d'une  fonclion  composée.  Écrivons  en  effet  les  deux  délerminanls 


dFi 

dFi 

âui 

duf 

m  •   » 

dFn 

•  •  • 
dFn 

dui     dui 


àUn 


âui 

dui 

âxi 

dxi 

•  •  • 

dui 

•  •   ■ 

dXn      àXft 


ÔXx 


àXn 


en  permutant  les  lignes  et  les  colonnes  du  second;  le  premier  élé- 
ment du  produit  est  égal  à 


dFy  dui        d¥x  dut 


dui  dxi       ôui  âxi 


dFi  dun 
dun  dxi 


àF 

c'est-à-dire  à  -7-^*  et  de  même  pour  les  autres. 

OXi  * 


30.  Hessien.  —  Soit/(iP,  ^,  z)  une  fonction  de  trois  variables  ar,  y,  z\ 
on  appelle  hessien  le  déterminant  fonctionnel  des  trois   dérivées  par- 

..    n        àf     df     df 

tielles  -j-^  -£-y  x"> 
ox    oy    àz 

d*f       à*f       d*J 


àxdy 


àxày 


dxdz 

JIL 

dy  dz 


âx  dz     âyâs       dz^ 

le  hessien  se  définit  de  la  même  façon  pour  une  fonction  de  n  variables,  il 
joue  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée  seconde  d'une  fonction  d'une 
seule  variable.  Nous  allons  établir  pour  ce  déterminant  une  propriété  d'in- 
variance remarquable.  Supposons  qu'on  effectue  sur  les  variables  x^y,  z 
une  substitution  linéaire 


(19)' 


X,  Y,  Z  étant  les  nouvelles  variables,  et  a,  p,  y>  ••••Y*  <les  constantes 
telles  que  le  déterminant  de  la  substitution 


X  = 

aX 

-^PY 

-+-ïZ, 

.r  = 

«X 

-f-p'Y 

+  ïZ, 

z  = 

a'X 

-f-p'Y 

-+-t'z. 

À  = 


P     Y 

r  Y' 


soit  différent  de  zéro.  Après  cette  substitution,  la  fonction  f{Xy  y,  z)  se 
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chaage  en  une  nouvelle  fonction  F(X,  Y,  Z)  des  trois  variables  X,  Y,  Z. 
Soit  U(X,  Y,  Z)le  hessien  de  cette  nouvelle  fonction;  nous  allons  démon- 
trer que  Ton  a  identiquement 

H(X,  Y,  Z)  =  AtA(:r,j^,  ^), 

x^  y^z  étant  supposés  remplacés  par  leurs  expressions  (19/  dans  h(x^y,  z). 
On  a,  en  effet, 


H  = 


_/c^F    dF    dF\        _/dF    ^1 
*^V5x'5Y'dZ;        ^\à\'d^ 


âF    dF    dF\ 


D(X,  Y,  Z) 


D(rr,jK,  ^)       *D(X,  Y,Z)' 


v  \  > 


àf    àf    àf 
SI  nous  considérons,  pour  un  moment,  -r-»  -r->  -r-  comme  des  variables 

^  ox    ày    oz 

intermédiaires,  on  peut  encore  écrire 


H  = 


tdF    ÔF    dF\         làf    àf    df\ 
\dx'  dy*  dz) 


Dix,y,z)      'D(X,  Y,  Z) 


Or,  de  la  relation  F(X,  Y,  Z)  =/(x,yy  z)^  on  déduit 

dX  dx  ày  dz 

c^Y       ^  dx^^  dy^^  dz' 


àF  àf        ,  àf        ,  àf 


àZ 


àx 


et,  par  suite, 


_/c^F    àF    àF\ 
^\àJi'd\'àz) 

\àx^  ày'  àzj 


4r 


a     a'     a,' 
?     P'     P' 


=  i; 


on  a  donc 


"  =  ^^  D(X,  Y,  Z)  ==  ^  ^' 


et  il  est  clair  que  le  théorème  est  général. 

Voici  une  application  de  cette  propriété  du  hessien.  Considérons  une 
forme  binaire  cubique 

f{Xyy)  =  aar'H-  3bx^y  -i-Scxy^-^-  dy*j 

les  coefficients  a,  b,  c,  d  étant  des  constantes  quelconques;  on  a,  en 
négligeant  un  facteur  numérique, 

ax  -+-  by    bx  -+-  cy 


h- 


bx-{-cy     cx-^-  dy 


—  (ac  —  b^)x*'h{ad — bc)xy-^{bd'-c*)y^j 


1 
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de  sorte  que  le  hessien  est  une  forme  binaire  quadratique.  Ecartons 
d'abord  le  cas  particulier  où  le  hessien  serait  un  carré  parfait;  on  peut 
le  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  distincts 

h  =  (ma?  -h  ny){px  -+-  qy)- 

Si  Ton  effectue  la  substitution  linéaire 

mar-t-nj  =  X,        px  -^  qy  —X^ 

la  forme /"(^j  y)  se  change  en  une  nouvelle  forme 

F(X,  Y)  =  AX»-i-3BX«Y-+-3CXY»-f-DY», 

dont  le  hessien 

H(X,  Y)  =  (AG  — B«)X«-i-(AD  —  BG)XY-i-(BD  — C»)Y* 

doit  se  réduire,  d'après  la  propriété  d'invariance  qui  vient  d'être  démon- 
trée, à  un  produit  de  la  forme  KXY.  Les  coefficients  A,  B,  C,  D  doivent 
donc  satisfaire  aux  deux  relations 

B»— AG  =  o,         BD  — C«=o. 

Si  l'un  des  deux  coefficients  B,  G  était  différent  de  zéro,  il  en  serait  de 
même  de  l'autre,  et  Ton  aurait 

F(X,  Y)  =  5^  (B»X«  +  3B«CX«Y  -+-  3BC«XY'  -t-  C'Y»)  =  1H.±JËU!, 

de  sorte  que  F(X,  Y),  et  par  suite  /(a?,  y)^  serait  un  cube  parfait.  En 
écartant  ce  cas  exceptionnel,  on  voit  que  Ton  aura  B  =  G  =  o,  et  le 
polynôme  F(X,  Y)  sera  réduit  à  la  forme  canonique 

AX3-+-DY»; 

la  réduction  de  la  forme  /(r,  y)  à  la  forme  canonique  n'exige  donc  que 
la  résolution  d'une  équation  du  second  degré^  celle  que  Ton  obtient  en 
égalant  le  hessien  à  zéro.  Les  variables  canoniques  X  et  Y  sont  précisé- 
ment les  deux  facteurs  du  hessien. 

On  verrait  de  la  même  façon  que,  lorsque  le  hessien  est  un  carré  par- 
fait, la  forme  /{x^ y)  est  réductible  à  la  forme  AX'-hBX*Y;  lorsque  le 
hessien  est  identiquement  nul,  f{x,y)  est  un  cube  parfait 
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III.  —  CHANGEMENTS  DE  VARIABLES. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse,  il  arrive  fré- 
quemment que  l'on  est  conduit  à  changer  de  variables  indépen- 
dantes. Il  faut  alors  pouvoir  exprimer  les  dérivées  prises  par 
rapport  aux  anciennes  variables  au  moyen  des  dérivées  prises  par 
rapport  aux  nouvelles  variables.  Nous  avons  déjà  traité  un  pro- 
blème de  ce  genre  à  propos  de  Tinversioa.  Envisageant  mainte- 
nant la  question  à  un  point  de  vue  plus  général,  nous  allons  passer 
en  revue  les  problèmes  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment. 

31  •  Problème  I.  —  Soit  y  une  fonction  de  la  variable  indé- 
pendante X»  On  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
liée  à  a:  par  la  relation  a:  =  <f(t);  on  propose  d'exprimer  les 
dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t  et  des 
dérivées  successives  dey  par  rapport  à  /. 

Soientj^=/(a:)  la  fonction  considérée  et  F(^)=/[©(^)]  ce  que 
devient  cette  fonction  quand  on  a  remplacé  x  par  <f{t).  D'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction,  on  a 

d'où  l'on  tire 

,  __     dt     _     y\ 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  pour  avoir  la  dérivée  de  y  par 
rapport  à  x^  on  prend  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rap- 
port à  t,  et  on  la  divise  par  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  t. 

On  obtiendra  la  dérivée  seconde  --j^  en  appliquant  la  règle 

précédente  à  l'expression  qui  vient  d'être  obtenue  pour  la  dérivée 
première 

dx*  v^'{t)  l?'(0? 

une  nouvelle  application  de  la  même  règle  donnera  la  dérivée  du 


/ 
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troisième  ordre 

d      „ 

OU,  en  eflecluant  les  calculs, 

Ces  dérivées  successives  se  calculeront,  de  proche  en  proche, 
par  Tapplication  de  la  même  règle;  d^une  manière  générale,  la 
dérivée  d'ordre  /i  de  ^  par  rapport  à  x  s'exprime  au  moyen  de 
?'(0>  ?'(^)>  •••»  Î^^H^)  et  des  dérivées  successives  dey  par 
rapport  à  t^  jusqu'à  celle  d'ordre  n.  On  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  une  forme  plus  symétrique;  désignons  par  dx^ 
dy^  d'^x^  d^y,  . . .,  rf^x,  rf"y,  les  différentielles  successives  de  x 
et  de  y  prises  par  rapport  à  la  variable  ^,  et  par  y\  j^',  . .  . ,  y^"^ 
les  dérivées  successives  àey  par  rapport  à  a:  ;  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire 

•^         dx' 

_  dx  d^y  —  dy  d^x 

(20)     {  dx^ 

•"  -.  ^^y  ^^* *~  ^  ^^y  dxd^x  -h  Zdy{d^x)^  —  dyd^x  dx 


La  variable  indépendante  /,  par  rapport  à  laquelle  sont  prises 
les  différentielles  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules,  est  absolument  quelconque,  et  l'on  passe  d'une  dérivée 
à  la  suivante  par  la  loi  de  récurrence 

•^      ~~         dx        " 

où  le  second  membre  est  le  quotient  de  deux  différentielles. 

32.  Applications.  —  On  se  sert  de  ces  formules  pour  étudier 
une  courbe  plane,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe  sont  exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  t^ 

^=/(0,     r  =  ?(0; 
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pour  étudier  celle  courbe  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points,  il 
faut  pouvoir  calculer  les  valeurs  des  dérivées  successives  y', 
y  ^  . . . ,  de^  par  rapport  à  x  pour  le  point  considéré.  Or  les  for- 
mules précédentes  nous  donnent  précisément  ces  dérivées  expri- 
mées au  mojen  des  dérivées  successives  des  fonctions  f{^t)  et 
o(/),  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  l'expression  explicite  de^ 
en  fonction  de  x^  ce  qui  pourrait  être  pratiquement  impossible. 
Ainsi  la  première  formule 

y  ^  dx-  f\t) 

donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente;  la  valeur  de  y^ 
intervient  dans  un  élément  géométrique  important,  le  rayon  de 
courbure,  qui  a  pour  expression,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin, 

(iH-y*)' 


u  = 


y\ 


Pour  avoir  la  valeur  de  R  lorsque  les  coordonnées  ;r  et  ^  sont 
données  en  fonction  d'un  paramètre  t^  il  n'y  a  qu'à  remplacer  y' 
et  j^  par  les  expressions  précédentes,  et  il  vient  ainsi 

I dx  d^y  —  dy  d*x\' 

le  second  membre  ne  renferme  que  les  dérivées  premières  et 
secondes  de  x  et  de  y  par  rapport  à  t. 

Voici,  au  sujet  de  cette  question,  une  remarque  intéressante  que  j'em- 
prunte au  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Bertrand 
(t.  I,  p.  170).  Imaginons  qu'en  calculant  un  élément  géométrique  d'une 
courbe  plane,  dont  les  coordonnées  x  et  y  sont  supposées  exprimées  au 
moyen  d'un  paramètre  /,  on  ait  obtenu  l'expression 

¥{Xjy,  dx,  dy,  d^Xy  d^y,  ...,  d'^x,  d^y), 

toutes  les  différentielles  étant  prises  par  rapport  à  t.  Puisque,  par  hypo- 
thèse, cet  élément  a  une  signification  géométrique,  sa  valeur  ne  doit  pas 
dépendre  du  choix  de  la  variable  indépendante  t.  Or,  si  l'on  prend  x  =  t, 
on  doit  faire  dx  =  dt,  d^x  =  d^x  =. .  .=  d*^x  =  o,  et  l'expression  précé- 
dente devient 
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c'est  le  résultat  que  Tod  aurait  obtenu  en  supposant  tout  d'abord  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  considérée  est  résolue  par  rapport  à  y^  soit  y  =  <I>(ar). 
Pour  remonter  de  ce  cas  particulier  au  cas  où  la  variable  indépendante 
est  quelconque,  il  suffit  de  remplacer  y\  y'j  y",  . . .  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (ao).  En  effectuant  cette  substitution  dans 

on  devra  donc  retrouver  l'expression  F(a?,  ^,  dx^  dy,  d^x^  d'^y,  , .  .}d'où 
Ton  est  parti.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  pourra  affirmer  que  le  résultat 
obtenu  est  erroné.  Par  exemple,  l'expression 

dx  d*y  -+-  dy  d^x 
{dx^-\-dy^y 

ne  peut  avoir,  pour  une  courbe  plane,  de  signification  géométrique  indé- 
pendante du  choix  de  la  variable;  car,  si  l'on  suppose  x  =  ty  cette  exprès- 

sion  se  réduit  à ^>  et,  en  remplaçant  y'  et  ^'^  par  leurs  valeurs 

tirées  des  formules  (20),  on  ne  retrouve  pas  l'expression  précédente. 

33.  On  se  sert  aussi  fréquemment  des  formules  (20)  dans  Tétude 
des  équations  différentielles.  Supposons  par  exemple  que  Ton 
veuille  déterminer  toutes  les  fonctions  y  d'une  variable  indépen- 
dante X  qui  satisfont  à  la  relation 

où  n  est  constant.  Prenons  une  nouvelle  variable  indépendante  /, 
en  posant  x  =  cos  ^  ;  on  a 

dy 

dy  dt 


dx        — sin^ 

.    ^  d^y  ^  dy 

dx^  sin3/ 


et  Téquation  (21)  devient,  après  la  substitution, 

(22)  _^-+.nî^=:0. 

Il  est  facile  de  trouver  toutes  les  fonctions  de  t  qui  satisfont  à 


dy  d^r 
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celte  relation,  car  on  peut  l'écrire,  en  multipliant  par  2  -^> 

»'^t  =  a[(l)'-»H=°^ 

on  doit  donc  avoir 

a  désignant  une  constante  quelconque,  et  par  suite, 

OU 

dy 
dt 


71  =  O. 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  arc  sin—  —  nt\  il  faut  donc 

que  cette  différence  soit  égale  à  une  nouvelle  constante  6,  et  Ton  a 

^  =  a  sin  (  n/  -h  ô  ), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

j^  =  A  sin/i/  -h  B  cos  nt. 

En  revenant  à  la  variable  primitive  x^  on  en  conclut  que  toutes 
les  fonctions  de  x  qui  vérifient  la  relation  proposée  (21)  sont 
comprises  dans  la  formule 

^  =  A  sin(/i  arc  cosar)  ■+-  B  cos(/i  arc  cosx), 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

34.  Problème  II.  —  A  toute  relation  entre  x  et  y,  les  for- 
mules de  transformation  x=:f{t^  u),  y  =  ^{t^  u)  font  cor- 
respondre une  relation  entre  t  et  u.  On  propose  d'exprimer 
les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t,  u,  et  des 
dérii^ées  de  u  par  rapport  à  t. 

Ce  problème  se  ramène  immédiatement  au  précédent,  en  remar- 
quant que  les  formules  de  transformation 

a?=/(^  u),      y==^{t,  u) 

nous  donnent  les  variables  primitives  x  et  y  exprimées  au  moyen 
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de  la  variable  /,  si  Ton  imagine  qu'on  ait  remplacé  u  dans  ces  for- 
mules par  sa  valeur  en  fonction  de  t,  II  suffira  donc  d'appliquer 
la  méthode  générale,  en  regardant  toutefois  x  qI  y  comme  des 
fonctions  composées  de  t^  la  lettre  u  jouant  le  rôle  d^une  fonction 

intermédiaire.  On  a  d'abord 

do        do  du 

dy  __  dy  ^dx  _    dt       du  dt 

dx 

puis 


dt 

'  dt  ~ 

'    àf 
dt 

du 

du 
dt 

d^y 
dx^ 

dt^ 

fdy\ 

\dxj 

dx 

'•dt' 

dx^ 


OU,  en  eflectuant  les  calculs, 

/df      à£^u\Td^  d^du      d^ /duy      dy  d*  t^l      /()<p       c^cp  du\  fd^f 

^y  ^  \dt^  du  dtJldt^  '^^dudt  dt  "^  du*\dt)  '^  du  dt^  ]     \dt~^  du  dt)\dii 

(àf^àfduy 
\dt        du   dtj 

D'une  façon  générale,  la  dérivée  n*'"*®  y^"^  s'exprime  au  moyen 

1     ^  ,1      jÈi  '   1      du    d^u  d^u 

de  ^,  w,  et  des  dérivées  -rr  >  -^-^ >  •  •  •  >  -t— ■  • 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  l'équation  d'une  courbe  en 
coordonnées  polaires  p  z=f(to).  Les  formules  qui  donnent  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  sont  les  suivantes  : 

ar  =  pcosa>,        ^  =  psina>; 

soient  p',  p",  ...  les  dérivées  successives  de  p  prises  par  rapport 
à  (i>,  considérée  comme  variable  indépendante.  On  tire  des  for- 
mules précédentes 

dx  =  ces  ta  dp    —  p  sin  (o  dta, 

dy  =:  sinu)  dp     H-pcosa)c?co, 
d*x  =  cosco  d^p  —  2sinu>  dto  dp  —  p  costo  <fw*, 
d^y  =  sin  o)  û?*  p  H-  7.  ces  w  dtji  dp  —  p  sin  u>  c^to-, 

et  par  suite, 

dx*  -h  dy*  =  dp*  •+-  p«  d(M*, 

dx  d*y  —  dy  d*x  —  idia  dp^  —  p  c^to  c?* p  -h  p*  û?(o'. 
L'expression  obtenue  plus  haut  du  rayon  de  courbure  devient 


3 


pi  4-2p'« pp" 
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35.  Transformations  des  courbes  planes.  —  Imaginons  qu^à 
lout  poinl  m  d^un  plan  on  fasse  correspondre,  d'après  une  con- 
struction déterminée,  un  autre  point  M  du  même  plan;  si  l'on 
désigne  par  (^,  J^)  les  coordonnées  du  point  m,  par  (X,  Y)  les 
coordonnées  du  point  M,  on  a  entre  ces  coordonnées  deux  rela- 
tions telles  que 

(23)  \=/(x,y\        Y  =  9(27,^). 

Ces  formules  définissent  une  transformation  ponctuelle;  la 
Géométrie  en  offre  de  nombreux  exemples,  tels  que  la  transforma- 
tion homographique,  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, etc.  Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  c,  le  point 
correspondant  M  décrit  une  autre  courbe  G,  dont  les  propriétés 
peuvent  se  déduire  de  celles  de  la  courbe  c,  et  de  la  nature  de  la 
transformation  employée.  Soient^',  y\  ...  les  dérivées  succes- 
sives de^  par  rapport  à  a:,  et  Y',  Y",  ...  les  dérivées  successives 
de  Y  par  rapport  à  X;  pour  étudier  la  courbe  C,  il  est  nécessaire 
de  pouvoir  exprimer  Y',  Y",  ...  au  moyen  de  x^  y^y\  y^  .... 
C'est  précisément  le  problème  que  nous  venons  de  traiter;  on  a 
d'abord 


Y'  = 


Y'  = 


d\ 

dx 

do        do     , 
•  -f-      '   K 
ôx       dy^ 

dX 

£lx 

dx        dy  -^ 

dY' 
dx 

•    1           •  •  • 

d\ 
dx 

Cl  ainsi  de  suite.  On  voit  que  Y'  ne  dépend  que  de  a:,  y,  y']  si 
donc  on  applique  la  transformation  (28)  à  deux  courbes  c,  Ct, 
tangentes  au  point  {x^y)^  les  courbes  transformées  C,  C|  seront 
tangentes  au  point  considéré  (X,  Y).  Celte  remarque  permet  de 
remplacer  la  courbe  c  par  toute  autre  courbe  tangente  à  celle-là, 
quand  il  s'agit  seulement  de  trouver  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
formée C. 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  définie  par  les 
formules 

A  =  — ->  I   =   — » 

x^-^y^  x^-\-y^ 


1 
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qui  n'est  aulre  qu'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques ou  inversion^  avec  l'origine  pour  pôle.  Soit  m  un  point 
d'une  courbe  c,  et  M  le  point  correspondant  de  la  courbe  C.  Pour 
trouver  la  tangente  à  cette  courbe  C,  nous  n'avons  qu'à  appliquer 

Fig.  5. 


y 

c 

c    \ 

A 

p/' 

^■'T 

0 

JD 

ce  résultat  de  Géométrie  élémentaire,  que  la  figure  inverse  d'une 
ligne  droite  est  un  cercle  passant  par  le  pôle  d'inversion. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  c  par  la  tangente  mt^  la  figure 
inverse  de  mt  est  un  cercle  passant  par  les  deux  points  M  et  O  et 
dont  le  centre  A  est  situé  sur  la  perpendiculaire  O^  abaissée  de 
l'origine  sur  mt,  La  tangente  MT  à  ce  cercle  est  perpendiculaire 
à  AM  et  les  angles  Mm/,  mWY  sont  égaux  comme  complémen- 
taires de  l'angle  mOt.  Les  tangentes  mt  et  MT  sont  donc  anlipa- 
rallèles  par  rapport  au  rayon  vecteur. 

36.  Transformations  de  contact.  —  Les  transformations  précé- 
dentes ne  sont  pas  les  plus  générales  qui  changent  deux  courbes 
tangentes  en  deux  autres  courbes  tangentes.  Imaginons  que  de 
tout  point  m  d'une  courbe  c  on  déduise  un  autre  point  M  par  une 
construction  déterminée  qui  dépend,  non  seulement  du  point /7i, 
mais  de  la  tangente  en  ce  point.  Les  formules  qui  définissent  cette 
transformation  sont  de  la  forme 


M) 


^=f(^,  y^  y),        Y  =  cp(ar,  y,y')\ 


et  le  coefficient  angulaire  Y'  de  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
formée a  pour  expression 


dx      olr         ^y 


dx        àjr 


+  j^x+ A^y 
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En  général,  Y'  dépend  des  quatre  variables  ar,  y^  y^  y"',  si  Ton 
applique  la  transformation  (24)  à  deux  courbes  c,  c^  tangentes  en 
un  point  (x,  y)^  les  courbes  correspondantes  C,  Ci  auront  un 
point  commun  (X,  Y),  mais  elles  ne  seront  pas  tangentes,  à  moins 
que  y  n'ait  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes  c  et  C| .  Pour 
que  les  deux  courbes  C,  Ci  soient  toujours  tangentes,  en  même 
temps  que  les  courbes  c,  Ci,  il  faut  et  il  suffit  que  Y'  ne  dépende 
pas  dej^,  c'est-à-dire  que  les  fonctions /(j:,^,j/'')  et  ?(^,^i^') 
satisfassent  à  la  condition 

dy\dx     c!r    /     ày\dx     <îr    / 

on  dit  alors  que  la  transformation  considérée  est  une  transforma- 
tion de  contact.  Il  est  clair  qu'une  transformation  ponctuelle  est 
un  cas  particulier  des  transformations  de  contact  (*). 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  de  Legendre  qui 
consiste  à  faire  correspondre  à  un  point  (a:,  y)  d'une  courbe  c  le 
point  M  de  coordonnées 

on  déduit  de  ces  formules 

^  -^dx^  y  -""' 

ce  qui  montre  bien  que  cette  transformation  est  une  transformation 
de  contact.  On  aura  de  même 

Y'-  ^  _  _£^    -  1 

d\  ^ ydx     y' 


.w 


et  ainsi  de  suite.  On  déduit  des  formules  précédentes 

07  =  Y',        ^  =  XY'-Y,        /=X, 


(')  Legeadre  et  Ampère  avaient  donné  de  nombreux  exemples  de  ces  transfor- 
mations. M.  Sophus  Lie  a  développé  la  théorie  générale  dans  diiïérents  travaux. 
Voir,  en  particulier,  Géométrie  der  Berûhrungstransformationen;  voir  aussi 
Jacobi,  Voriesungen  ûber  Dynamik, 
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ce  qui  prouve  que  la  iransformalion  est  réciproque.  Toutes  ces 
propriétés  s^expliquent  aisément  si  l*on  remarque  que  le  poiat  de 
coordonnées  X  =^',  Y  =  xy^ — y  est  précisément  le  pôle  de  la 
tangente  à  la  courbe  c  au  point  (^,^)  par  rapport  à  la  parabole 
x-  —  7,y  =  o.  Or,  d'une  manière  générale,  si  Ton  prend  le  pôle  M 
de  la  tangente  en  m  k  une  courbe  c  par  rapport  à  une  conique 
directrice  S,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  C  dont  la  tangente 
au  point  M  est  précisément  la  polaire  du  point  m  par  rapport  à  S. 
Il  y  a  donc  réciprocité  entre  les  deux  courbes  c  et  C;  d'ailleurs,  si 
Ton  remplace  la  courbe  c  par  une  autre  courbe  C|  tangente  à  c  au 
point  //i,  la  courbe  réciproque  C|  est  tangente  à  la  courbe  C  au 
point  M. 

Podaire.  —  Si  d*un  point  fi\e  0,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  c,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  OM  sur  la  tangente  au  point  m  à  cette  courbe, 
le  lieu  du  pied  M  de  cette  perpendiculaire  est  une  courbe  G  qui  est  dite 
la  podaire  de  la  première.  Il  serait  facile  d'obtenir  par  le  calcul  les 
coordonnées  du  point  M,  et  de  vérifier  que  la  transformation  ainsi  obtenue 
est  une  transformation  de  contact,  mais  on  y  arrive  plus  simplement 
comme  il  suit  :  Considérons,  en  effet,  un  cercle  y  de  rayon  R  décrit  du 


Fig.  6. 


point  O  comme  centre,  et  soit  mi  un  point  pris  sur  OM  et  tel  que 
O/Hi  X  OM  =  R*.  Le  point  nii  est  le  pôle  de  la  tangente  mt  par  rapport 
au  cercle  ^'j  de  sorte  que  la  transformation  qui  conduit  de  c  à  G  résulte 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  suivie  d'une  inversion. 
Lorsque  le  point  m  décrit  la  courbe  c,  le  point  mi,  pôle  de  m/,  décrit 
une  courbe  Ci  tangente  à  la  polaire  du  point  m  par  rapport  au  cercle  Yt 
c'est-à-dire  à  la  droite  m\  t\  perpendiculaire  sur  Om.  La  tangente  MT  à  la 
courbe  G  et  la  tangente  ni^ti  à  la  courbe  C\  font  des  angles  égaan  avec  le 
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rayon  vecteur  OmiM;  si  donc  nous  menons  la  normale  MA,  les  angles 
AMO,  AOM  sont  égaux  comme  compléments  d'angles  égaux,  et  le  point  A 
est  le  milieu  du  rayon  0/n.  D'où  Ton  conclut  quon  obtient  la  normale  à 
la  podaire  en  joignant  le  point  M  au  milieu  de  Om. 

37.  TraiiBfonnations  homographiques.  —  Toute  fonction  y  qui  vérifie 
réquation^=  oest  une  fonction  linéaire  de  x  et  inversement.  Or,  quand 
on  effectue  sur  x  t\.  y  une  transformation  homographique 

_    qX-4-6YH-c  _  aX-f-6^Y-f-  c' 

^"  a'XH-ô'YH-c''        ^""  a'X-f-6'Y-f-c'' 

une  ligne  droite  se  change  en  une  ligne  droite  ;  l'équation  y"  =  q  doit  donc  se 

rf*Y 
changer  en  -j=r  =0.  Pour  le  vérifier,  nous  remarquerons  d'abord  que  la 

transformation  homographique  générale  peut  se  ramener  à  une  suite  de 
transformations  particulières  d'une  forme  simple.  Si  les  deux  coeffi- 
cienls  a'  et  b'  ne  sont  pas  nuls,  nous  poserons  X|  =  a'X -1- ô'Yh- c'; 
comme  d'ailleurs  on  ne  peut  avoir  à  la  foisaô' —  a'b  =0,  a'b' —  b' a"  =  0^ 
nous  poserons  en  même  temps  Yj  =  a'X-4-6'Y-+-c',en  supposant  a' 6'  —  b' a" 
différent  de  zéro.  Les  formules  précédentes  peuvent  alors  s'écrire,  en  rem- 
plaçant X  et  Y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  Xi  et  Yi, 

Y,  aX,-+-pY,  +  Y  Q  Y,         y 

On  voit  donc  que  la  transformation  homographique  générale  peut  se 
ramener  à  une  combinaison  de  transformations  entières  telles  que 

a7  =  aX-f-6Y4-c,        y  =  a'X-^- b'\  ^  c, 
et  de  la  transformation  particulière 


^=x'     y^x 


Quand  on  effectue  cette  substitution,  on  trouve  d'abord 


,,_dy _\r^\  ,  -^i_. 


dx  X»       •   X« 

puis 

y=^  =:-XY^(-x«)=x»Y^ 

De  même,  quand  on  effectue  une  transformation  homographique  entière^ 
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on  a 

^  "^  dx   "  a-^bV' 

._  dy^  _  (ab'-^ba')Y'' 
•^""  dx  ""     (a-i-bY'y 

Dans  les  deux  cas,  Téquation  ^'==0  se  change  en  Y'  =  o. 

Nous  allons  considérer  maintenant  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes  et,  afin  de  fixer  les  idées,  nous  exposerons  les  raisonnements 
pour  une  fonction  de  deux  variables. 

38.  Problème  III.  —  Soit  co  z=/(x,  y)  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y;  on  prend  deux  nouvelles  va- 
riables indépendantes  u  et  v  liées  aux  anciennes  par  les  for- 
mules 

et  Von  se  propose  d^ exprimer  les  dérivées  partielles  de  w  par 
rapport  aux  variables  x  et  y  au  moyen  de  w,  r,  et  des  déri- 
vées partielles  de  (o,  prises  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

Soit  w  =  F(tt,  v)  ce  que  devient  la  fonction /(x,  y)  après  la 
substitution;  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées  nous 
donne 

du  ~~  dx  du       ày  du 

du)        dià  d^        dd}  d'^  • 

dv  ~~  dx  dç        dy  ~dv' 

on  peut  tirer  de  ces  deux  équations  ^  et  ;.-  car,  si  le  détermi- 
nant r^y^  ^i  était  nul,  le  changrement  de  variables  effectué  n'aurait 
D(u,  i')  '  ° 

aucun  sens.  On  déduira  donc  des  équations  précédentes 


('    doi   _    .     d(i}  n   ^^ 
dx            du  dv  ' 

Ido)        ^  diii  ^  dtti 
dy           du  dv 


A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  déterminées  de  u  et  v,  et  ces  for- 
mules résolvent  le  problème  pour  les  dérivées  du  premier  ordre. 
Elles  montrent  que ^  pour  obtenir  la  dérive  e  d' une  fonction  par 
rapport  à  x,  il  faut  multiplier  par  A  la  dérivée  prise  par  rap- 
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port  à  u^par  B  la  dérivée  prise  par  rapport  à  ç,  et  ajouter  les 
deux  produits;  on  opère  de  même  pour  avoir  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à^,  en  remplaçant  A  et  B  par  G  et  D  respectivement. 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  il  suffira  d^appliquer 
aux  dérivées  du  premier  ordre  la  règle  exprimée  par  les  formules 
précédentes;  ainsi,  on  aura 


__    d   /dii>\^    d   / ,   dta  _  ()a)\ 
^  dx\dx /  '^  dx\     du  dv  ) 

—  A  —  ^A  —       B  — ^  B  — /a  —        B  —^ 
'^      du\     du           dv  )  d}f\     du  dv  )' 


ou,  en  développant  les  calculs, 


dx^ 

= 

\U 

d^iii 

"  du^ 

-+- 

B 

dudv 

-i- 

dK  diù 
du  du 

-+- 

dB 
du 

doj\ 
dç) 

-t- 

B^A 

a»  Cl) 

dudv 

-+- 

B 

d^ta 
dv^ 

-+- 

dX  dta 
dv  du 

-h 

dB  du}\ 
dv   dv  / 

et  l'on  trouvera  de  même  ,    ,   >  -r-r  >  et  les  dérivées  suivantes.  Dans 

dx  dy    dy^ 

tontes  les  dérivations  à  effectuer,  il  suffit  de  remplacer  les  opéra- 
tions ^  et  -T-  par  les  opérations 


.     d         ^   d         ^    d         -    d 

A-r--hB3-,        G-r--4-D3- 

du  dv  du  dv 

respectivement;  tout  revient  donc  au  calcul  des  coefficients  A, 
B,  C,  D. 

Exemple  /.  —  Considérons  l'équation 

OÙ  les  coefGcients  â,  6,  c  sont  constants;  nous  allons  chercher  à  ramener 
cette  équation  à  une  forme  aussi  simple  que  possible.  Observons  d'abord 
que  si  Ton  avait  à  la  fois  a  =  c  =  Oj  il  serait  superflu  de  chercher  à  sim* 
plifier  réquation  ;  nous  pouvons  donc  supposer  que  c,  par  exemple,  n*est 
pas  nul.  Gela  étant,  prenons  deux  nouvelles  variables  indépendantes  u  et  ç, 

M  =  a?  4-  aj',        ç  z=  x-h  p^, 
G.  6 
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a  et  P  étant  deux  coefûcients  constants  indéterminés.  On  a  aussitôt 


dx  ~^ 

du-*- 

do> 
dv 

> 

du 

^P 

dbi 

de  sorte  que  l'on  a,  dans  ce  cas,  A  =  B  =  i,  G  =  a,  D  =  p.  La.  méthode 
générale  donne  ensuite 

d'to       d*ii}  d^tsi        d*(ù 

dx*        du*  dudv        dv* 

et  réquation  proposée  devient 

d*tù 


(a  -hiba  -f-  cofl) 


du* 


Gela  posé,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 

Premier  Cas,  —  Soit  6*— ac>o;  en  prenant  pour  a  et  p  les  deux 

racines  de  l'équation 

a-f-  2  6r-i-  cr*  =  o, 

l'équation  prend  la  forme  simple 

d*ia 


dudi> 


=  o. 


Gomme  on  peut  l'écrire  ^  f  ^  J  =  o,  on  voit  que  -r-  doit  être  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  u,  soit  f{u).  Désignons  par  F(u)  une  fonction 
de  u  dont  la  dérivée  F'(a)=/(w);  la  dérivée  de  w  —  F(m)  par  rapport 
à  u  étant  nulle,  cette  différence  est  indépendante  de  u,  et  l'on  a  par  con- 
séquente!) =  F(m)-+-  *(t').  La  réciproque  est  immédiate.  En  revenant  aux 
variables  x  et  y^  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  to  qui  satisfont  à 
l'équation  (26)  sont  de  la  forme 

les  fonctions  F,  et  4>  étant  arbitraires.  Par  exemple,  l'intégrale  générale  de 

l'équation 

d*(a  __       d*o) 

djr*  ~~       dx*  * 
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qui  se  présente  dans  la  théorie  des  cordes  vibrantes,  est 

Deuxième  Cas,  —  Soit  b^  —  ac  =  o.  En  prenant  a  égal  à  la  racine 
double  de  l'équation  a -h  a  ôr -h  c/**  =  o,  et  prenant  p  différent  de  a,  le 

coefficient  de  -r — -r-  sera  nul,  car  il  est  égal  àa-i-6a-hp(6-Hca);  Téqua- 

tioD  se  réduira  donc  à  -3-^  =  o.   On  voit  que  co  doit  être  une  fonction 

linéaire  de  t^,  co  =  p/(a)-i-<p(M),  les  fonctions /(  w)  et  ç(m)  étant  quel- 
conques; en  revenant  aux  variables  x  et  y,  l'expression  de  (o  est 

co  =  (a:  -+-  ^y)f{x  -f-  %y)  4-  ^{x  H-  oiy), 

ce  qui  peut  s'écrire 

co  =  [a:  -+-  a^  -+-  (P  —  0L)y]f{x  -h  OLy)  -H  o{x  -+-  ay), 

on  encore 

co  =y¥{x  H-  OLy)  -+-  *(a7  4-  a^). 

Troisième  Cas.  —  Si  ^* — ac  <  o,  la  transformation  précédente  ne 
s'applique  plus,  à  moins  d'introduire  des  variables  imaginaires.  On  peut 
alors  déterminer  2  et  P  de  telle  façon  que  l'on  ait 

a  -h  26a  -t-  ca*  =  a  4-  26P  H-  cp*, 

a-t-6(a4-P)4-cap  =0, 

ce  qui  donne 

o  ib  Q       26*— rtc 

«  +  ?  =  --.     «?=— ^i— ; 

l'équation  du  second  degré,  qui  a  pour  racines  s  et  p, 

26  26* — ac 

r*  H r  H =  o 

c  c* 

a,  en  effet,  ses  racines  réelles.  L'équation  proposée  devient  alors 

I  ,  c)*  (0  •     rf*  co 

cette  équation  Ajco  =  o,  connue  sous  le  nom  iVéquation  de  LaplacCy  joue 
an  rôle  fondamental  dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  et  de 
Physique  mathématique. 

Exemple  II.  —  Cherchons  ce  que  devient-  l'équation   précédente  en 
posant  X  =^  p  cos^,  y  =  p  sincp.  On  a 

dij}       dui  dco   . 

3-  =  3- cos?  4- ^- sinco, 
dp        ox        ^        oy       ' 
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,     ,  ,  dm    dui 

et,  en  resolvant  par  rapport  *  x"'  TT"' 

du)  ^  â(ù        sincp  diù 

dx~^        ^  dp  P      ^? 

àin         .       ()ci>       coso  d\A 

-r-    =   Sin  ©   -r-   H i     -r-  • 

,  ày  ^  dp  P      à(f 

Il  vient  ensuite 

d*u) 


dx^ 


=  coscp 


d  /  ào)       sin<p  <)co\       sincp    d  /  do)       sinç  «^a)\ 

()p  \       ^  dp  p      d^J  p      <^?  \       ^p  P      <^?  /  ' 

.     <)*a)       sin*9  ()*(i)        asinvcosQ    d'co 

=   C0S*9   ^-r-   H -i    -T-i- ^^ -T—T- 

^  dp*  p«      dip*  p  dp  d© 

2sincpcos©  db)       sin*©  d(i> 

1 L 1 L    • 

p*  dîp  p       dp 

,  d*u)  ,        . 

on  a  une  expression  analogue  pour  -r—^y  et,  en  les  ajoutant,  on  trouve 

d'u)        d'^îa}        d*ci)         I    d*(o        1  dcii 

1 r=  H 1 • 

dx^        dy^         dp*        p*  d©*        p  dp 

39.  Autre  méthode.  —  La  méthode  précédente  est  la  plus  pra- 
tique, lorsque  la  fonction,  dont  on  cherche  les  dérivées  partielles, 
n'est  pas  connue;  mais,  dans  certaines  questions,  il  est  plus  avan- 
tageux d'employer  le  procédé  suivant  : 

Soit  z  =f(x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes œ  ely;  si  l'on  suppose  œ^y  et  z  exprimées  au  moyen  de 
deux  variables  auxiliaires  u  et  v,  on  a  entre  les  différentielles 
totales  dx,  dy^  dz  la  relation 

dz=  ^  dx->(-  -~  dv 

dx  dy     " 

qui  est  équivalente  aux  deux  relations  distinctes 

dz  ^  df  dx        df  dy 
du  ""  dx  du       dy  du 

dz        df  dx        df  dy 
di>  ^  dx  dv        dy  dv 


d'où  l'on  tirera  -;r-  et -r=^  en  fonction  de  «/,  c,  ^r-'  -^-f  comme  dans 

dx       dy  '     '  du    dç 

la  première  méthode.  Mais,  pour  calculer  les  dérivées  suivantes, 
nous  continuerons  à  appliquer  la  même  règle;  ainsi,  pour  cal- 
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culer  -j^  et  ,   *{  >  nous  parlîrons  de  Tidentilé 

ox^       ox  oy  *^ 


\àx)'' 


àx^  dx  dy    ^^ 


qai  est  équivalente  aux  deux  relations 


à^f  dx         d^f    dy 


\àx)  _ 
du  àx^  du    '    dx  dy  du 

\di) 


_  d^f  dx  d^f    dy 


dv  dx^  dv       dx  dy  dv 

où  l'on  suppose  que  -p  ait  été  remplacée  par  son  expression  déjà 
calculée.  On  trouvera  de  même  ->— r-  et^  en  partant  de  l'identité 


dx  dy       dy^ 


"^ydy)-  dxdy"^^  dy^"^^^ 


et  les  deux  valeurs  obtenues  pour      "^    doivent  être  identiques,  ce 

qui  fournit  une  vérification  des  calculs.  Les  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur se  calculent  de  la  même  façon. 

Application  aux  surfaces.  —  On  se  sert  du  calcul  précédent 
dans  l'étude  des  surfaces.  Supposons  que  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  S  soient  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres variables  u^  v^  par  les  formules 

(27)  a?=/(M,  P),        j  =  (p(a,  P),        z  =  '^{u,v)\ 

on  obtiendrait  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  les  va- 
riables u  ^Iv  entre  les  trois  équations  (27),  mais  on  peut  se  pro- 
poser d'étudier  directement  les  propriétés  de  la  surface  S  sur  ces 
équations  elles-mêmes,  sans  effectuer  l'élimination  qui  peut  être 
pratiquement  impossible.  Remarquons  d'abord  que  les  trois  jaco- 

biens  ^/'  ^[9  i^,   '    {y  J"/'  ^{  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  car 
D(a,  i^)     D(M,  v)    D(u,  V)        ^  ' 

Télimination  de  u  et  v  conduirait  à  deux  relations  distinctes 
entre  x^y^  z  et  le  point  de  coordonnées  {x^y,  z)  décrirait  une 
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courbe  cl  non  une  surface.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

D(«,  .)^^» 

des  deux  premières  équations  (27)  on  peut  alors  imaginer  qu'on 
ait  tiré  uel\f  et,  en  les  portant  dans  la  troisième,  on  aurait  Téqua- 
lion  de  la  surface  z  =  F  (a:,  y).  Pour  étudier  celle  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point,  il  faut  pouvoir  calculer  les  dérivées  par- 
tielles />,  y,  r,  5,  /,  • . .  de  cette  fonction  F(x,y)  au  moyen  des 
paramètres  w,  ç.  Les  dérivées  premières  p  et  q  s'obtiendront  au 

moyen  de  la  relation 

dz  =  p  dx-hq  dy^ 

qui  se  dédouble  en  deux  équations 

Ià^  àf  09 

du  au       ^  du 

dit  àf  âfù 

permettant  de  calculer/?  et  q.  L'équation  du  plan  tangent  s'ob- 
tiendra en  portant  ces  valeurs  de/?  et  de  q  dans  l'équation 

Z-z=/>(X-a7)-f-5r(Y-^), 
ce  qui  conduit  à  l'équation 

^  ^^  ^  ^  D(a,  (-')  D(w,  v)       ^  '  D(îf,  r) 

Les  relations  (28)  ont  une  signification  géométrique  facile  à 
retenir;  elles  expriment  que  le  plan  tangent  contient  les  tangentes 
aux  deux  courbes  situées  sur  la  surface,  que  l'on  obtient  en  lais- 
sant V  constant  et  faisant  varier  u^  puis  en  laissant  u  constant  et 
faisant  varier  (^  (*). 

Ayant  obtenu/?  eV  q^ p=^fi{Uj  i^),  q=f2{u^  v),  on  obtiendra 


(')  On  peut  aussi  arriver  à  l'équation  du  plan  tangent  par  un  raisonnement 
direct.  Toute  courbe  située  sur  la  surface  est  définie  par  une  relation  entre  u 
et  ç,  soit  V  =  n(u),  et  la  tangente  à  cette  courbe  a  pour  équations 

X—x  Y— y  Z— z 


g-^°'(«)  i-S°'<«>  S-S"'(«) 

L'élimination  de  n'(u)  conduit  à  l'équation  du  plan  tangent  (ag). 
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r,$,taiu  moyen  des  égalités 

dp  =  r  dx  -h  s  dy, 
dq  =  sdx-\-  t  dy, 

dont  chacune  fournil  deux  relations  distinctes,  et  ainsi  de  suite. 
40.  Problème  IV.  —  Si  Von  pose 

(3o)        a?=/(a,  i',  cv),        7  =  ?(w,  t»,  w),         z  =  ^/(a,  ç>,  cv), 

* 

ces  formules  font  correspondre  à  toute  relation  entre  les  va- 
riables x^y^  Zy  une  nouvelle  relation  entre  w,  r,  mp.  On  se  pro- 
pose d'exprimer  les  déris^ées  partielles  de  z  par  rapport  aux 
variables  x,  y,  au  moyen  de  m,  v^  cv,  et  des  dé ris^ées partielles 
de  w  par  rapport  aux  variables  u  et  s?. 

Ce  problème  se  ramène  à  celui  qui  vient  d*étre  traité.  Si  Ton 
suppose  en  effet  que  w  ait  été  remplacé  dans  les  formules  (3o)  par 
une  fonction  de  u  et  de  r,  on  a  les  expressions  de  x^y^  z  au  moyen 
des  deux  paramètres  u  et  Vy  et  il  suffit  de  reprendre  la  méthode 
précédente  en  considérant/,  (p,  if  comme  des  fonctions  composées 
de  II,  Vy  la  variable  w  étant  traitée  comme  une  fonction  intermé- 
diaire de  u  et  (^.  On  a,  par  exemple,  pour  calculer  les  dérivées  du 
premier  ordre/?,  çr,  les  deux  relations 

d^        d'^  dw  _^     (  àf        df  dvif\  /  d^        d"^  dw\ 

du        dw  du  '~^\du        dsv  du )       ^  \du       dsv   du)^ 

d^        d^  dw  ^     / df        df  dw\  /do        d^  dw\ 

dç       dw   dv  ~~^\dsf        dw   dv  /       ^  \dv        dw   dv  ) 

et  de  même  pour  les  dérivées  suivantes. 

En  langage  géométrique,  le  problème  précédent  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  A  tout  point  m  de  l'espace,  de  coordonnées  (^,j^,  ^), 
on  fait  correspondre,  par  une  construction  déterminée,  un  autre 
point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  Lorsque  le  point  m  décrit 
une  surface  S,  le  point  M  décrit  une  surface  2,  dont  on  se  pro- 
pose de  déduire  les  propriétés  de  celles  de  la  première. 

Les  formules  qui  définissent  la  transformation  sont  de  la  forme 

soient 

^  =  F(a?,^),        Z  =  <Ï>(X,  Y) 
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les  équations  des  deux  surfaces  S,  S.  11  s'agît  d'exprimer  les 
dérivées  partielles  P,  Q,  R,  S,  T,  •  ♦ .  de  la  fonction  <E>(X,  Y)  au 
moyen  de  x^  y^  z  et  des  dérivées  partielles  p^  q^  r^  s^  t^  ...  de  la 
fonction  F(j?,  jk)-  C'est  précisément,  à  la  diflférence  de  notations 
près,  le  problème  que  nous  venons  de  traiter. 

Les  dérivées  premières  P  et  Q  ne  dépendent  que  de  x^  y^  z^ 
p,  q^  de  sorte  que  la  transformation  change  deux  surfaces  tan- 
gentes en  deux  surfaces  tangentes.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  trans- 
formations les  plus  générales  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
comme  on  le  verra  par  les  exemples  ci-dessous. 

41.  Transformation  de  Legendre.  —  Soit  z=f{x^y)  l'équa- 
tion d'une  surface  S;  au  point  m{x^  y^  z)  de  cette  surface,  fai- 
sons correspondre  le  point  M,. de  coordonnées  X,  Y,  Z,  en  posant 

X=p,        Y  =  y,        Z=zpx-\-qy  —  z, 

et  soit  Z=:<[>(X,  Y)  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le 

point  M.  Si  l'on  imagine  qu'on  ait  remplacé  5,  />,  q  par/,  j^»  -^^ 

on  a  les  expressions  des  trois  coordonnées  du  point  M  en  fonction 
des  deux  variables  indépendantes  x  eiy. 

Désignons  encore  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  <E>(X,  Y);  la  relation 


nous  donne 


fi?Z  =  PrfX-hQrfY 


ou 


p  dx  -\-  q  dy  -\-  x  dp  -^  y  dq  —  dz  =  P  dp-i-Qdq 
X  dp  -r- y  dq  =  ^  dp  -{'Çl  dq. 


Supposons  que,  pour  la  surface  considérée,  />  et  ^  ne  soient  pas 
fonctions  l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  avoir  une 
identité  de  la  forme  X  û^  -{-  [jl  rfy  =  o  sans  que  l'on  ait,  à  la  fois, 
X  =  [X  =  o.  On  déduit  alors  de  la  relation  qui  précède 

P  =  or,        Q  =y. 

Pour  avoir  R,  S,  T,  nous  partirons  de  même  des  relations 

d?  =  KdX-^SdX, 
d(l  =  SdX-^T  d\. 


« 
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qui  deviennent  ici,  en  remplaçant  X,  Y,  P,  Q  par  leurs  valeurs, 

dx  =  ^{ r  dx -^  s  dy) -+■  S(sdx  -^  idy), 
dy  =  S{r  dx  -^  s  dy)  'i-T(s dx  -\-  tdy); 

on  en  tire 

Rr-4-S5=i,        R54-S^  =  o, 

Sr-t-T5  =  o,        Ss-hTc=  I, 
et,  par  suite, 

R=—; ;>  S=— r>  T=— -• 

ri  —  5*  rt  —  s'  rt  —  5* 

Des  formules  précédentes  on  déduit  inversement 

x  =  P,        y  =  q,        ;5  =  PX-hQY-Z,        />  =  X,        ^  =  Y, 

T  _      -  S  R 

''  -  RT  —  S»  '        *  ~  RT  —  S«  '         '  ~  RT  —  b»  ' 

ce  qui  prouve  que  la  transformation  est  réciproque.  D'ailleurs, 
c'est  bien  une  transformation  de  contact,  puisque  X,  Y,  Z,  P,  Q 
ne  dépendent  que  de  x,  y,  z^  />,  q.  Ces  propriétés  deviennent 
intuitives,  si  Ton  observe  que  les  formules  définissent  une  trans- 
formation par  polaires  réciproques^  relativement  au  paraboloïde 

X'i^y^ —  23  =  O. 

Remarque.  —  Les  expressions  de  R,  S,  T  deviennent  infinies 
lorsque,  en  tous  les  points  de  la  surface  décrite  par  le  point  m, 
on  a  la  relation  rt  —  5^=  o.  Dans  ce  cas,  le  point  M  décrit  une 
courbe,  et  non  une  surface,  car  on  a 

D(X.  Y)  _  D(;>,  y)  ^ 

et  de  même 

D(X.  Z)_D(p,/>^ +  ?:>>- ^)_ 

Cest  précisément  le  cas  qu'on  a  laissé  de  côté. 

42-  Transformation  d'Ampôre.  —  Les  notations  restant  les  mêmes  que 
dans  l'exemple  précédent,  posons 

X  =  x,         Y  =  q,         Z^qy  —  z; 
la  relation 

dZ  =  PdX-h(ldY 
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devient 

q  dy  -T-  y  dq  —  dz  =  P  dx-\-Q^dq  j 

ou 

ydq—pdJC^Pdx-i-Qdq'j 
on  a  donc 

P  =  -p,        Q=7, 
et  inversement 

a:  =  X,        ^  =  Q,        ^  =  QY-Z,        />  =  -P,        y  =  Y, 

de  sorte  que  la  transformation  est  bien  une  transformation  de  contact  et 
réciproque.  La  relation 

dP==Rd\^Sd\ 
donne  ensuite 

—  rdx  —  s  dy  =zRdx-h  S(5  dx  -^  t  dy), 

c'est-à-dire 

R-4-Sj  =  —  r,         S/  =  —  s, 

et  l'on  en  tire 

en  partant  de  la  relation  cf Q  =  S  c?X  h-  T  rfY,  on  trouvera  de  même 

T=l. 

t 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 
les  fonctions /(a?,/)  qui  satisfont  à  la  relation  rt  —  *'  =  o.  Soient  S  la  sur- 
face représentée  par  Téquation   z  =f{x,  y),  2  la  surface  transformée, 
et  Z  =  4>(X,  Y)  l'équation  de  2.  D'après  la  formule  qui  donne  R,  on  doit 
avoir 

et  4>  doit  être  une  fonction  linéaire  de  X, 

Z  =  Xy(Y)+^-(Y), 
cp  et  <{/  étant  des  fondions  arbitraires  de  Y.  On  en  déduit 


P  =  <p(Y),        Q=X<p'(Y)+f(Y), 

et  les  coordonnées  (a?,  y,  z)  d'un  point  de  la  surface  S  s'expriment  inver- 
sement en  fonction  des  deux  variables  X,  Y,  par  les  formules 

x  =  X,       ^  =  X<p'(Y)H-t'(Y),        ^  =  Y[X<?'(Y)H-f(Y)]-Xç(Y)-.KY); 

l'équation  de  cette  surface  s'obtiendra  en   éliminant  X  et  Y  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  éliminant  le  paramètre  variable  oc  entre  les  deux 
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équations 

dont  ia  première  représente  un  plan  mobile  dépendant  du  paramètre  a, 
tandis  que  la  seconde  s'obtient  en  dilTérentiant  la  première  par  rapport  à 
ce  paramètre.  On  obtient  ainsi  des  sur/aces  développables,  qui  seront 
étudiées  plus  tard. 

43.  Équation  du  potentiel  en  coordonnées  curvilignes.  —  Les  calcul  s 
qu'exige  un  changement  de  variables  peuvent,  dans  bien  des  cas,  être 
simpHGés  par  différents  artifices.  Je  prendrai  pour  exemple  l'équation  du 
potentiel  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales  (i).  Soient 

F  (ar,^,  ^)  =  p, 
Fi(a?,  J^, -5)=  ?u 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  formant  un  système  triple  ortho  - 
gooal,  deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux  familles  différentes 
se  coupant  toujours  à  angle  droit;  si  Ton  résout  ces  trois  équations,  on  en 
tire  x^y,  z  en  fonction  des  paramètres  p,  pi,  pi, 

[x=^  (p,  p,,  p,), 

(  z  =  «î(p,  pt,  pO; 

pf  Pu  pt  forment  un  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales. 

Puisque  les  trois  surfaces  précédentes  sont  orthogonales,  les  tangentes 
aux  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  doivent 
former  un  trièdre  trirectangle;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

r3a^  Q^^-o  0^?^?-o  C'^^^-o 

^^^^  Oàpdpt'-'''         ï^^Pi^""'  Od^dpr"^' 

le  signe  x  indiquant  que  l'on  doit  remplacer  (p  par  qi,  puis  par  (pi.  Ces  con- 
ditions d'ortbogonalité  peuvent  encore  s'écrire  sous  la  forme  équivalente 

dx  dx        ây  dv        àz   âz  ' 

(33)  { 

dx  dx  dx   dx 


i  *  )  Lamé,  Traité  des  coordonnées  curvilignes.  Voir  aussi  Bertrand,  Traité 
de  Calcul  différentiel,  tome  I,  p.  181. 
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Gela  posé,  cherchons  ce  que  devient  l'équation  du  potentiel 


A,V  = 


â^\       â^\       d*\ 


=  o, 


avec  les  variables  p,  pi,  p^;  on  a  d'abord 

d\  _  d\  dp        d\  dp,        d\  dpi 


dx 


dp   dx       dpx   ôx    '    dpi  dx 


puis 


""dp»  \dx)  "^  dp\\dx)  '^  dp\  \dx) 


dx^ 


d^y     dp  dpi  d^\    dpi  dpi  d'V     dp  dp^ 

dp  dpi   dx  dx  dpidpi  dx   dx  àpdpi  dx  dx 

d\  d^p    .    dV  d>p,        d\  d»p. 


dp  dx^        dp  y    dx^        dpi   dx* 

En  ajoutant  les  trois  équations  analogues,  les  dérivées  du  second  ordre 

d*\ 
telles  que  ;^— j—  disparaissent  dans  la  somme,  en  vertu  des  relations  (33), 

et  il  reste 


(34) 


d«V       d«V       d»V 


dz* 


dx*        dy 


=      A,(p) 


dp 


i.(pi) 


t»»V 


dpf 

dV 


A|(p») 


d»V 


d?î 

dV 


Al  et  At  désignant  les  paramètres  différentiels  de  Lamé 


M/.  =  (g)V(f)V(^)'. 


Les  paramètres  différentiels  du  premier  ordre  Ai(p),  Ai(pi),  Ai(pi)  se 
calculent  facilement.  Des  relations  (3i)  on  tire 

dcp     dp        d^    dpi        dç   dpj  __ 
dp     dx       dpi    dx        dpi   dx         * 

dot   dp    ^    d^i  dpi    ^    d^i  dpi  ___  ^ 
dp    da:        dpt    dx        dpj  da?  * 

àot   àp    ^    dot  dpi    ^    d<pi  dpt  _  ^ 
dp    da?        dpi   da?        dpj   dx         ' 

dcp     dcPi     dcp* 
et,  en  multipliant  ces  trois  équations  par  — ->  -—-y  -^9  et  ajoutant, 


dp 

da: 


dcp 
àp 


{%hmHw 
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OD  calcule  de  même  ^  et  -r^»  et  il  vient 

oy      oz 


Si  donc  Ton  pose 

"-S(I)"'    "-S(I)''    "-S(g)*- 

le  signe  ^  indiquant  toujours  qu'on  doit  remplacer  ^  par  cpi,  puis  par  cpt, 
el  ajouter,  on  a 

Ai(p)  =  j['         Ai(pi)=jî-'         Ai(pj)=jj-- 

Lamé  obtient  les  expressions  de  A)(p),  At(pi),  ^t{pt)  en  fonction  de  p» 
pi)  pst  P^i*  un  calcul  assez  pénible,  que  Ton  peut  abréger  comme  il  suit  : 
Dans  l'identité  (34), 

faisons  successivement  V  =  ar,  V  =^,  Y  =  z;  nous  avons  les  trois  relations 

H-5^v-^n;â^-^H;^-^^'(p>-^^^'(p')^-^^'(P')5^  =  °' 

qu'il  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  par  rapport  à  At(p),  As(pi),  ^^{pi).  On  en 
lire,  par  exemple,  en  les  multipliant  par  -^y  -j^y  -^9  et  ajoutant, 

D'ailleurs  on  a 

Sd<p  (^'o  _  I  <^H 
dp  âp^  ~~  2   dp  ' 

et,  en  dilTérentiant  la  première  des  relations  (32)  par  rapport  à  pi,  il  vient 


Sd^  à^^  ^      Q  ào     d^o    ^        1  âl] 
dp  dp\  ~"      ^àpi  àpdpi  ~"     •  a    (?f 


1  (HJh 
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On  a  de  même 


dp  dpl 


a    dp 


et,  par  suite, 


En 


i_dH  I       âUi  I       âUj 

*^P^~       2H«  âp'^iHHt    dp   "^aHHi    dp 

posant  H  =  ^>  H|  =  t^?  Hi=  ttï»  cette  formule  devient 


^'(P)  =  *'|("'«5à) 


et  Ton  a  de  même 


^.(p.) = *î  4;  {""'èù  '    ^'^p')  =  *'  ¥.  0«s&) 


La  formule  (34)  devient  donc  en  définitive 


a«v      d«V      a*v 

-1 1 

àx*         ôjr*  dz^ 


=  A« 


d^\ 


h\ 


d^\ 


hl 


di\ 


(35) 


dp^    '  "^  dp\  '  dpi 

.à   /         h    \dV       ,.    à    /.       hi\  d\ 

'''''Tp{''^l^J^^'''di,V'^7â^)di, 

. ,    d   /.       A,  \  d\ 


ou,  sous  une  forme  plus  condensée, 


A,  V  =  hhi  ht 


\.àp  \h^ht 


h     d\\ 


dp  )       dp 


dpi  \hhi  dpx)       dpi  \hhi  dp^J] 


Appliquons  cette  formule  au?i  coordonnées  polaires.  Les  formules  de 
transformation  sont,  en  remplaçant  pi  et  pt  par  0  et  ^, 

a:  =  p  sinô  C0S9,        j/*  =  p  sin6  sincp,         -3  =  pcosô, 
et  les  coefficients  A,  A],  As  ont  les  valeurs  suivantes  : 


A  =  i         A|  =  -  >  Aj  = — ; — sî 

p  psinO 


la  formule  générale  devient  donc 


^»^=^[è(p-'""*»f)  +  i(*'"'S)^^(iiêS] 
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OU,  en  développant, 

a«y      1  d'v         I      d«v     2^     cote  d\ 

'  dp«  "^  p«   <^e«  "*"  p«5în«e  (^<p>  ■*"  p  dp  ■*"     p>     d6  * 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  directement. 


EXERCICES. 

1.  En  posant  m  =  a?'-hj^*-<-  «*,  v  =  x-hy-\-  z,  w  =  xy  -\-  yz  -h  zx,  on 
a  identiquement  ^^^ — ^  =0.  Trouver  la  relation  qui  lie  u,  p,  w. 

2.  Soient 


on  a 


Xx 

/«-^î-. 

^/» 

D(m„  a,, 

•  •  •  »  W/i) 

"*    / ï î  > 


D(âri,  arj,  .,,,Xa)  1+" 

3.  Si  Ton  pose 

Xi=  coscpi, 

art=  sincpi  costp], 

â7i=:  sincpi  sincpt  cos(p3,  , 

• • •» 

Xn=  sin^i  sincps .. .  sincp„_i  cos^n, 


00  a 


\^i,^u  "-y  ^n)  _.  ^__  i)»sin'»fisin«-»<pisin'»-*os...sin*(pa-isin<pii. 
*J(?i»  ?i,  ••.»  9n) 

4.  Vérifier  directement  que  la  fonction  z  =  F(a?,  y)  définie  par  les  deux 

équations 

5  =  ax-+-7/(a)  -f-o(a), 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  rt  —  5>  =  o,  quelles 
que  soient  les  fonctions /(a)  et  cp(a). 

5.  Vérifier  de  même  que  toute  fonction  implicite  z  =  F(iF,  y),  définie 
par  une  équation  de  la  forme 

y  =  xif(z)'^^{z), 
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satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  (p(^)et  '^(z),  à  la  relation 

rq* —  2pqs  -+-//?'  =  o. 

6.  La  fonction  z  =  F(a:,  ^),  défînie  par  les  deux  équations 

^?'(«)  =  [7  — ?(«)]'»         (^-+-a)?'(a)  =  r  — ?(«)» 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  pq  =  Zj  quelle  que 
soit  ç(a). 

7.  La  fonction  z  =  F(^,  y),  définie  parles  deux  équations 

satisfait  de  même  à  la  relation  pq'=  ary, 

8.  'Formule  de  Lagrange.  —  Soit  y  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  :r  et  a  définie  par  la  relation 

et  u  =f{y)  une  fonction  quelconque  àe  y.  On  a,  d'une  façon  générale, 

(Laplace.) 
H.  On  s'appuie  sur  les  propriétés  exprimées  par  les  deux  relations 


[„ .    .  du'\        d  V—,    .du~\  du         ,       du 


OÙ  U  est  une  fonction  quelconque  de^,  et  F(u)  une  fonction  quelconque 
de  U,  et  l'on  démontre  que,  si  la  formule  est  vraie  pour  une  valeur  de  /i, 
elle  est  encore  vraie  pour  la  valeur  n-\-\. 

En  supposant  a;  =  o,  j^  se  réduit  à  a,  u  à  /(a)  et  la  dérivée  d'ordre  n 
de  u  par  rapport  à  x  devient 


(S).=£iw')"/'(-)i- 


9.  Si  l'on  posear  =f(uy  i^),  y  =  <p(M,  t^),  les  fonctions/(w,  v)  et  «p(a,  v) 
satisfaisant  aux  conditions 

âf  _  à^  ^f  ^       ^? 

du       dv  di>  du  ' 

on  a  identiquement 


d^\       d^\       (d^\       d^y 


du'^         dv*        \  dx^         dy 


W£)Hm 
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10.  Si  la  fonction  ^ix^y^  z)  satisfait  à  Téquation 

,  ,,       d^\       d^\       d^\ 

il  en  est  de  même  de  la  fonction 


où  k  est  une  constante,  et  où  Ton  a  posé  r*  =  r*  h- j'* -t-  -s*. 

[Lord  Kelvin.] 

11.  Soient  V (a?,  j'jZ)  et  Vi(x,j/',  z)  deux  intégrales  de  l'équation  A2V  =  o; 
la  fonction 

U  =  \{x,  y,  z)  -+-  (a:»-^7«-f-  5«)Vi(:r,  y,  z) 

^atis^ait  à  Téquation 

A]  A«U  =  o. 

li.  Que  devient  Téqualion 

(x  —  x^)y' -\-  {V  —  Zx^)y'  —  xy  =  o, 

quand  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  /i  —  /*? 

13.  Même  question  pour  Téquation 

d^z  dz  âz 

quand  on  fait  le  changement  de  variables  x  =  uv,  y  =  -'f 

li.  'Soit  o(xi,â72,  . .  .sXfi]  Ui,  utj  . ..,  ^^/»)  une  fonction  des  2/i  variables 
indépendantes  :r|;  Xi^  ...,  27;,,  i^i,  Us,  ...,  u^}  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  aux  variables  Ui,  Uj,  . . .,  Un*  Si  l'on  pose 

d^  do  do 

et  qu'on  prenne  />i,  /^s.  •  •  -i  />a  pour  variables  indépendantes  à  la  place 
de  (it)  u%i  •  ••)  l'/i)  la  fonction  <p  se  change  en  une  fonction 

^{Xxi  Xti   .  ..,  Xn\  Pu  Piy    '  "y  Pn)' 

Démontrer  les  formules 

*L  =  «^,      *L  =  _!?-. 

15.  En  chaque  point  iM  d'une  surface  S,  on  mène  la  normale  MN  dont 
G.  7 
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on  prend  le  point  de  rencontre  N  avec  un  plan  fixe  P,  puis  on  porte  sur 
la  perpendiculaire  au  plan  P  menée  par  ce  point  N  une  longueur  N  m  =  NM. 
Trouver  le  plan  tangent  à  la  surface  décrite  par  le  point  m. 

m 

La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  contact.  Etu- 
dier la  transformation  inverse. 

16.  A  partir  des  différents  points  d'une  surface  donnée  S,  on  porte,  sur 
les  normales  à  cette  surface,  une  longueur  constante  l;  chercher  le  plan 
tangent  à  la  surface  £,  lieu  des  points  ainsi  obtenus  (surfaces parallèles). 

Même  problème  pour  une  courbe  plane. 

17.  'Étant  donnés  une  surface  S  et  un  point  fixe  0,  on  joint  le  point  0 
à  un  point  quelconque  M  de  la  surface  S;  par  le  rayon  OM  et  la  nor- 
male MN  à  la  surface  S  au  point  M  on  fait  passer  un  plan  OMN.  Dans  ce 
plan  OMN  on  élève,  par  le  point  0,  une  perpendiculaire  au  rayon  OM  sur 
laquelle  on  porte  une  longueur  OP  =  OM.  Le  point  P  décrit  une  surface  £, 
qui  est  dite  Yapsidale  de  la  première.  Trouver  le  plan  tangent  à  cette 
surface. 

La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  contact,  et  il  y 
a  réciprocité  entre  les  surfaces  S  et  Z.  Lorsqu'on  prend  pour  la  surface  S 
un  ellipsoïde,  le  point  O  étant  au  centre,  la  surface  £  est  la  surface  des 
ondes. 

18.  ^Invariants  dijférentiels  d^Halphen.  —  L'équation  différentielle 


^(d^y  d^_       d^^  d^y  (d^\ 

^  \  dxy    dx-       *    dx^  dx^  dx^  -+-  4"  \^  ^^,y 


3 
=  O 


ne  change  pas  de  forme  quand  on  effectue  sur  les  variables  x^  y^  une  trans- 
formation homographique  quelconque  (n**  37). 

19.  Dans  l'expression 

V  dx^Ç^dy  ~\-^dz, 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  quelconques  de  x^y,  z,  on  pose 
x=f{u,  p,  w),        y  =  <p(M,  V,  w),        z  =  4/(1*,  0,  w), 

u,  Vj  w  étant  de  nouvelles  variables;  elle  se  change  en  une  expression  de 

même  forme 

Pidu  -^  Clidv  -h  Rfdwj 

Pi»  Qi>  ï^i  étant  des  fonctions  de   m,  p,  w.  Vérifier  que  l'on  a  identi- 
quement 
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en  posant 

"-(S-f)-''(S-S)-'(f-S)- 

H.-.(S-t)-Q.(t-S)-.(^-t)- 

20.  ^Covariant  bilinéaire,  —  Soit  %d  une  forme  linéaire  de  différen- 
tielles 

où  X|,  Xj,  . ..,  Xn  sont  des  fonctions  des  n  variables  xx,  x^,  . . .,  Xn»  On 
considère  l'eupression 

n       n 

H  =^  ^  ûr/;fc  cte/  Sa^A- 
où  l'on  a  posé 

àxfe       àxi 

et  où  figurent  deux  systèmes  de  différentielles  d^  8.  Si  Ton  fait  un  chan- 
gement de  variables  quelconque 

^i  =  ?/(j^i>7î>  •••i^/i)        (1  =  1,  2,  ...,  n) 
re\pression  6^  se  change  en  une  expression  de  même  forme 

e'rf  =  Y, dyx  -f-. .  .-h  Y;, dyn, 
où  Yj,  Yj,  . . .,  Y„  sont  des  fonctions  de  y^^  y^,  •  "i  yn]  soient  de  même 

a'    =  ^  _  ^ 
'^'      ày/c        dyi 
et 

^'=^^o,'ikdyt^yk' 

i      k 

•  On  a  identiquement  H  =  H',  pourvu  qu'on  remplace  dxi  et  Zxk  par 

4ri  àyt    -^^  dyn  "^ 

respectivement.  On  appelle  H  un  covariant  bilinéaire  de  6^. 

21.  *  Paramètres   différentiels   de   Bel  tr  ami.   —   Etant    donnée    une 

expression 

E  dx^ -If  ^¥  dx  dy -^  Gdy^, 

où  Ë,  F,  G  sont  des  fonctions  des  variables  x^  y,  on  fait  un  changement 

de  variables  x=J{Uj  v)^y  r=çp(M,  t?),  et  Ton  obtient  une  expression  de 

même  forme 

El  du?^  4-  2  Fj  <ia  rff  -h  Gi  dv'^y 
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OÙ  El,  Fj,  Gi  sont  des  fonctions  de  u  et  de  v.  Soient  6(ar,  y)  une  fonction 
quelconque  des  variables  x,  y,  et  61  (w,  v)  ce  qu'elle  devient  par  ce  chan- 
gement de  variables.  On  a  identiquement 


G.^; 


KG  —  F» 


E,G,-Fî 


y/EG  —  F*  ^^  \    /EG  —  F* 


Ef -F^' 


v/EG  —  Fî  4r  \    /ÈG 


-:f«  / 


^»  :â;7  ~ '^^  âlZ 


/EiG,-Fî  «^"  \    v/EiG,-F}     /       /È,"G,— F;^^\    V'EiGi-FÎ 


22.  Schwarzien.  —  Si  Ton  pose^  = 


ax 


t  X  étant  une  fonction  de  t 


ex  -h  d 
et  Of  by  c,  d  étant  des  constantes  quelconques,  on  a 

x'    aUv  "  y    'Ayj  ' 

x\  a?',  a:"',  y'^  y,  y'^  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  t, 

23.  'Soient  u  tl  v  deux  fonctions  quelconques  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  e\.y.  On  pose 


U  = 


au 


bv 


a'  u 


6V 


-  y 


"  a'u 


b'v 


b'v 


a,  by  Cj  .. .,  c'  étant  des  constantes.  Démontrer  les  formules 

â*-v  du       ô^V  d\        d^\  d\] 


d^u  dç 


ôjr^  dx        ôx^    dx        Ox-    dx 


{u,  i>) 


(U,  V) 


d*  u   dç        d^v  du  /  àç    ô^  u 

~ôx^  ây        dx^  dy        '\dx  dx  dy 


du     d^v  \ 
dx  dx  dy  / 


(w,  v) 

d^V  dV        d^\  dl]  fd\    d^\} 

-h  2  1 


d\}    d»V 


dx^    dy     '   dx"^    dy    '       \dx  dx  dy         dx  dx  dy 


) 


et  les  formules  analogues  obtenues  en  permutant  a;  et  ^;  on  pose 


_  du  dv        du   dv 
^^' ^^  "^  'di  d^ '^  d^  di' 


(U,V)  =  ^^-^^^ 


dx  dy        dx  dy 
[GounsAT  et  Paixlevé,  Comptes  rendus,  1887.] 
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FORMULE  DE  TAYLOR.  —  APPLICATIONS  ÉLÉMENTAIRES. 

MAXIMA  ET  MINIMA. 


I.  —  FORMULE  ET  SÉRIE  DE  TAYLOR.  -  GÉNÉRALITÉS. 

44.  Formule  générale.  —  Lorsque /(a:)  est  un  polynôme  entier 
de  degré  n,  on  démontre,  dans  tous  les  Cours  d'Algèbre,  que  l'on 
a,  quels  que  soient  les  nombres  a  et  A, 

(i)/(a  +  A)=/(a)-^^/'(a)+-^/'(a)-^...-^— /^/(-H«)^ 

le  développement  s'arrête  de  lui-même,  puisque  toutes  les  dérivées 
sont  nulles,  à  partir  de  la  {n  -f- 1)*^"*".  Si  l'on  voulait  appliquer  cette 
formule  à  une  fonction  /(^),  différente  d'un  polynôme,  le  second 
membre  se  composerait  d'un  nombre  illimité  de  termes;  pour 
savoir  la  valeur  qu'il  convient  d'attribuer  au  développement  que 
l'on  obtiendrait  ainsi,  nous  allons  d'abord  chercher  une  expres- 
sion de  la  différence 

en  supposant  seulement  que  la  fonction /*( a:)  est  continue^  ainsi 
que  les  n  premières  dérivées /'(.r),/"(j?),  . . .  ,/^'''(^),  lorsque  a: 
varie  de  a  k  a  -{-  h,  et  que  f^"^{x)  admet  elle-même  une  dérivée 
y(«+i)^jjj  dans  cet  intervalle.  Les  nombres  a  et  A  étant  donnés, 
posons 

-^— ^ /^^^{a)-h F, 

\  1.2.  ../i  i,'i, .  ,n.p 

p  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Le  nombre  P  étant 
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défini  par  cette  égalité,  coosidérons  la  fonction  auxiliaire 

1.2. ../i      "^      ^  i.a.../i./?        * 

on  a  évidemment 

<f(a)  =  o,         'f(a-4-A)  =  o, 

la  première  relation  résultant  de  la  formule  (2)  qui  déGnit  le 
nombre  P,  Or  il  résulte  des  hypothèses  faites  sur  /(x)  que  la 
fonction  o{x)  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  a  +  A); 
Féquation  (p'(a;)  =  o  doit  donc  avoir,  d'après  le  théorème  de 
RoUe,  une  racine  a-f-OA  comprise  dans  cet  inten'alle,  9  dési- 
gnant un  nombre  positif  compris  entre  zéro  et  un.  Si  Ton  cal- 
cule f'(^)y  il  se  produit  des  réductions  évidentes,  et  il  reste 

Le  premier  facteur  («  + A  —  x)p^*  ne  peut  s'annuler  pour  une 
valeur  de  x  différente  de  a  +  A;  il  faut  donc  que  Ton  ait 

P  =  A«-p+i(i  —  0)'»-P+i/(«-^»J(a  H-  e  A),        où        o  <  e  <  I, 
et  en  remplaçant  P  par  cette  valeur  dans  formule  (2),  il  vient 

(3) /(a  +  A)==/(a)+ ^/'(a)+ -^ />)  +  ...-+- -^^^/^^^^ 

en  posant 

Nous  appellerons  cette  formule  (3)  la  formule  générale  de 
Taylor;  le  dernier  terme  R,,  s'appelle  le  reste.  Ce  reste  dépend 
d'un  nombre  entier  positif /?,  que  nous  avons  laissé  indéterminé. 
Dans  la  pratique,  on  ne  prend  guère  pour  ce  nombre  p  que  Tune 
des  deux  valeurs/?  =  n  +  i ,  ou  /?  =  i  ;  si  l'on  fait  jd  =  /i  -j-  i ,  on 
trouve  l'expression  du  reste  due  à  Lagrange 

R„= ^:!1! fin+Di^a-h^h); 

i.a.../»(/i-f-i)''         ^  ^' 
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si  Ton  fait/?  =  i ,  il  vient 

1.2. ../l        '^  ^  ^ 

forme  du  reste  qui  est  due  à  Cauchy.  Il  est  d'ailleurs  évident  que 
le  nombre  0  n'a  pas  généralement  la  même  valeur  dans  les  deux 
formules.  On  peut  aussi  l'écrire,  en  supposant /^"+*^ (a?)  continue 
pour  x  =  a, 

e  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  h. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  la  forme  de  Lagrange;  si,  dans  la 
formule  générale  (3),  on  fait  successivement  /i  =  2,  /i=.3,  n  =  4,  .•• 
on  a  autant  de  formules  distinctes,  qui  donnent  des  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  de /(a  -f-  h)  pour  les  valeurs  de  h  infini- 
ment petites.  Ainsi,  pour  /i  =  2,  on  a 

ce  qui  montre  que  la  difTérence 

/(a  +  A)_/(a)-^/'(a) 

est  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  De  même  la  différence 

/(a  +  A)-/(a)- J/'(a)-.^/'(a) 

1  1  •  3 

est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  et,  en  général, 

/(aH-A)-/(a)-^/'(a)-...-^/^«H«) 

est  un  infiniment  petit  d'ordre  n-\-i  par  rapport  à  h.  Mais,  pour 
avoir  une  idée  exacte  de  l'approximation  obtenue  en  négligeant  R,,, 
il  faut  encore  avoir  une  limite  supérieure  de  ce  reste.  Si  l'on  dé- 
signe par  M  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de/^""^* ^  (x) 
dans  le  voisinage  de  a:  =  a,  soit  de  a  —  r,  àa  +  7^,  on  a  évidemment 


Rn|<  '-^, M, 


pourvu  que  l'on  ait  aussi  |A]  •<  v^. 
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43.  Application  aux  courbes.  —  Ce  résultat  peut  s'interpréter 
géométriquement.  Supposons  qu'on  veuille  étudier  la  courbe  C 
ayant  pour  équation  y=f{^)^  dans  le  voisinage  du  point  A, 
d'abscisse  a.  Considérons  en  même  temps  la  courbe  auxiliaire  C, 
représentée  par  l'équation 

Y  =/(«)+ £rz2 /'(a)  +  l^Z:^ /•(«)  +  ...+ ^-^=^ /(«'(a); 

une  parallèle  à  l'axe  des  y,  x  =  a  -\-  h^  rencontre  les  deux 
courbes  C  et  C  en  deux  points  M,  M',  voisins  du  point  A;  la  dif- 
férence de  leurs  ordonnées  est  égale,  d'après  la  formule  générale,  à 

Cette  différence  est  un  infiniment  petit  d'ordre  /i  +  i,  de  sorte 
qu'en  se  bornant  à  un  intervalle  assez  petit  (a  —  t^,  a-f-Tj),  la 
courbe  Cse  confondra  sensiblement  avec  la  courbe  C.  En  prenant 
pour  l'entier  n  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  on  aura  des 
courbes  G  différant  de  moins  en  moins  de  la  courbe  C,  et  des 
renseignements  d'autant  plus  précis  sur  Vallurc  de  la  courbe  C 
au  voisinage  du  point  A. 

Prenons  d'abord  /i  =  i;  la  courbe  C  se  confond  alors  avec  la 
tangente  à  la  courbe  C  au  point  A, 

Y=/(a)+(x-a)/'(a), 

et  l'on  a,  pour  la  différence  des  ordonnées  des  points  M  et  M' 
de  la  courbe  et  de  la  tangente  correspondant  à  une  même  abscisse 
a  -h  A, 

^-Y-  — /"(a-^-OA); 

supposons,  ce  qui  est  le  cas  général, /"(a)  ^o.  On  peut  encore 
écrire 

^-Y=  j^[/'(a)  +  e], 

£  étant  infiniment  petit  avec  A.  Puisque  e  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  A,  choisissons,  ce  qui  est  possible,  un  nombre  positif?} 
tel  que,  h  variant  de  —  yi  à  -+-  vi,  on  ait  \t\<i  |/"(^)l-  Pour  ces 
valeurs  de  A,  la  quantité /''(a)  -h  e  aura  le  même  signe  que  /^{a)i 
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el  r  —  Y  aura  aussi  le  signe  de /"(a).  Si /"(<?)  >  o,  l'ordonnée^ 
de  la  courbe  est  supérieure  à  l'ordonnée  Y  de  la  tangente,  quel 
que  soit  le  signe  de  h  ;  la  courbe  C  est  située  tout  entière  au-dessus 
de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  A.  Au  contraire,  si 
f{ct)<C  o,  on  di  y  <,  Y,  el  la  courbe  est  tout  entière  au-dessous 
de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Si /''(«)=:  o,  soit  f^P^ (a)  la  dérivée  de  Tordre  le  moins  élevé 
qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  a,  k  partir  de  la  seconde;  on  a 
encore 

el  Ton  démontre,  comme  tout  à  Theure,  que  dans  un  intervalle 
assez  petit  (a  —  */;,  a  -|-7j),  la  différence  y  —  Y  a  le  même  signe 
que  le  produit  hP/'^P^{a).  Lorsque  p  est  |)air,  celte  différence  ne 
change  pas  de  signe,  lorsque  h  varie  de  — r^  k  -h  -O,  et  la  courbe 
est  tout  entière  d'un  même  côté  de  la  tangente  dans  le  voisinage 
du  point  de  contact.  Mais,  si  p  est  impair,  la  différence  y —  Y 
change  de  signe  en  même  temps  que  h]  la  courbe  C  traverse  sa 
tangente  au  point  de  contact.  Le  point  A  est  un  point  d'Inflexion; 
c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  l'on  dif"'{a)  y^  o. 
Prenons  ensuite  n  =  2.  La  courbe  C  est  une  parabole 

Y-/(a)^(^-a)/^'«)-r-^-^lf;^V'(«), 
dont  Taxe  est  parallèle  à  O^,  et  il  vient 

^^  f"{(i)  n'est  pas  nul,  y  —  Y  a  le  signe  de  h^f"{a)  pour  les 
valeurs  de  h  infiniment  petites,  et  la  courbe  G  traverse  la  para- 
bole C  au  point  A.  Cette  parabole  CI  est  dite  osculatrice  à  la 
courbe  C;  c'est,  parmi  les  paraboles  représentées  par  une  équation 

de  la  forme 

Y  =  mx^-h  nx  -h p, 

celle  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  C  dans  le  voisinage  du 
point  A. 

46.  Méthode  générale  de  déTeloppement.   —  La  formule  (3) 
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fournil  pour  rinfîninienl  petil/(a  -r-  h)  — /(«)  un  développement 
suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  D^une  façon  plus  générale, 
soit  X  un  infiniment  petit  principal  que,  pour  éviter  toute  difG- 
culté,  nous  supposerons  positif,  et  y  un  autre  infiniment  petit 
qui  a  une  expression  de  la  forme 

(4)  /  ~  Aij:«i-+-  Aja;'»»-^. .  .-hx"p{Xp^  e), 

/?!,  n2,  .  .  .,  np  étant  des  nombres  positifs  croissants,  mais  non 
pas  forcément  entiers,  A|,  A2,  . . . ,  A^,  des  constantes  différentes 
de  zéro,  et  e  un  autre  infiniment  petit.  Les  nombres  n^^  A|,  /ij, 
A2,  .  • .  peuvent  se  déterminer  de  proche  en  proche  par  un  calcul 
régulier.  D'abord  il  est  clair  que  /i|  est  égal  à  Tordre  infinitésimal 

de  ^  par  rapport  à  x,  et  A|  est  égal  à  la  limite  du  rapport  -^ 
pour  J7  =  o.  On  a  ensuite 

ce  qui  montre  que  /I2  est  égal  à  Tordre  infinitésimal  de  u^  et  A2  à 

la  limite  du  rapport  —~y  et  Ton  continuera  de  même  pour  avoir 

les  termes  suivants.  Il  est  visible,  d'après  cela,  qu'un  infiniment 
petit  y  ne  peut  admettre  deux  développements  essentiellement 
différents  de  la  forme  (4);  si  les  deux  développements  ont  le 
même  nombre  de  termes,  ils  sont  identiques;  si  l'un  d'eux  a 
p  termes,  et  l'autre  p  -h  q  termes,  les  termes  du  premier  se 
retrouvent  dans  le  second.  Cette  méthode  s'applique  en  particu- 
lier au  développement  de  /{a  -{-  h) — /{^)  suivant  les  puissances 
de  A,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  obtenu  d'abord  l'expres- 
sion générale  des  dérivées  successives  de  la  fonction  f{x)\  elle 
donne  au  contraire  un  moyen  pratique  de  calculer  les  valeurs  des 
dérivées /'(a), /"(a),  .... 

Exemples,  —  Considérons  l'équation 

(5)  ¥{x^y)—  Aar«-+-  }ày  -h  xy^(x,  y)  -4-  Ca7'»-»-»-4-. ..-+-  Dj*-i-...  =  o, 

OÙ  ^{x^  y)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  j^,  et  où  les  termes 
non  écrits  forment  deux  poljnomes  P(:c)  et  Q(^),  divisibles  res- 
pectivement par  ^"'*'*  et  par  j>^*;  les  coefficients  A  et  B  sont  l'un 
et  l'autre  différents  de  zéro.  Lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  y  a  une 
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racine  y  de  l'équation  (5)  et  une  seule  qui  tend  vers  zéro  (n°  20); 
pour  appliquer  la  formule  de  Taylor  à  cette  racine,  il  faudrait 
avoir  les  dérivées  successives,  que  l'on  pourrait  calculer  par  l'ap- 
plicalion  des  règles  générales.  Mais  on  peut  opérer  plus  directe- 
ment au  moyen  de  la  méthode  précédente.  Observons  pour  cela 
que  la  partie  principale  de  la  racine  infiniment  petite  est  égale 

à  —  ^  X";  en  effet,  si  nous  posons,  dans  l'équation  (5), 


r  =  ^''(--jj-^ri)» 


CD  faisant  la  substitution  et  divisant  par  x'^^  il  reste  une  équation 
de  même  forme  n'ayant  qu'un  terme  du  premier  degré  en  yi,  qui 
est  B^i , 

Lorsque  x  tend  vers  zéro,  l'équation  (6)  admet  une  racine  infini- 
ment petite  en  ^i,  et  par  suite  la  racine  infiniment  petite  de 

l'équation  (5)  a  bien  pour  partie  principale   —  »  ^''-   Pour  la 

même  raison,  la  partie  principale  de^i  est ^  x'^^^  et  l'on  peut 

poser  aussi 


y^  étant  un  nouvel  infiniment  petit,  dont  on  aurait  la  partie  prin- 
cipale en  posant  dans  Péquation  (6) 


/       Al 


)• 


En  continuant  de  la  sorte,  on  obtient  pour  cette  racine  y  une 
expression  de  la  forme 

que  l'on  peut  pousser  aussi  loin  que  l'on  voudra  sans  être  arrêté. 
Tous  les  nombres  /i,  n^ ,  /îj,  . .  , .  rip  sont  bien  des  nombres  entiers, 
comme  cela  doit  être,  puisque  nous  sommes  dans  les  conditions 
où  la  formule  générale  (3)  est  applicable.  Le  développement  que 
Ton  obtient  parle  calcul  précédent  n'est  pas  autre  chose,  en  effet, 
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que  celui  que  donnerall  la  formule  de  Taylor  en  y  faisant  a  =  o, 

Voici  un  au  ire  exemple  où  les  exposants  ne  sont  pas  nécessai- 
rement des  nombres  entiers.  Soit 

y   :rz , 

I  -h  Bi  OTpi  -h  Cl  arïi  H-  .  .  . 

a,  P,  Y,  ...  et  3<,  yi,  ...  formant  deux  suites  de  nombres  posi- 
tifs croissants,  et  le  coefficient  A  n'étant  pas  nul;  il  est  clair  que 
la  partie  principale  de  y  est  Ax^,  et  l'on  a 

y  —  AX^= > 

1  -i-  Bj  xPi  -r  Cl  arYt  H- . . . 

expression  de  même  forme  que  la  première,  dont  on  obtiendra  la 
partie  principale  en  prenant  le  terme  du  degré  le  moins  élevé  au 
numérateur.  Il  est  clair  que  le  même  procédé  fournira  autant  de 
termes  que  Ton  voudra  du  développement. 

Sohf{x)  une  fonction  admettant  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n-hi;on 
a,  en  changeant  a  en  x  dans  la  formule  (3), 

/(^  +  A)=/(:r)H-^V'(^)+^/'(^)+...-r-^[/""(^)  +  «l' 

z  tendant  vers  zéro  avec  h.  Supposons,  d'autre  part,  que  par  un  moyen 
quelconque  on  ait  obtenu  pour /{x -\- h)  une  expression  de  même  forme 

f{x  -h  h  )  =/{x)  -+-  hoi  {x)  -f-  /i«<p,(a7)  H-. .  .-h  /i«[Q,i(a:)  -h  e']; 

les  deux  développements  de  f{x-\-h)  doivent  être  identiques  terme  à 
terme,  de  sorte  que  les  fonctions  Oj,  «pj,  ...,©«  sont  égales,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  dérivées  successives  de /(a:), 

/"(t^  f^f*Ux^ 

Cette  remarque  est  quelquefois  utile  pour  calculer  les  dérivées  de  cer- 
taines fonctions.  Soit,  par  exemple,  à  calculer  la  dérivée  n}^^  d'une  fonc- 
tion de  fonction 

y=f{u),        où        a  =  <p(ar); 

on  a,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rapport  à  A, 

h  h^  h'*' 

k  =  o(x~^Ii)  —  t^{x)=  -(p'(a:)+  __  cp''(a:) -f-. .  .n-  — -  __  ^(n)(T), 

et  de  même,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rap- 
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port  à  k. 

Si  dans  le  second  membre  on  remplace  k  par 

-?'(-;  +  — <?'(^)+.-. +7^1:::^  ?<«'(-). 

et  qu*on  ordonne  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  h, 
il  est  évident  que  les  termes  négligés  n'auraient  aucune  influence  sur  les 
coefficients  des  termes  en  A,  A',  . . . ,  h'K  Le  coefficient  de  A«,  par  exemple, 
sera  donc  égal  à  la  dérivée  n»'''"*de/[ç(a7)],  divisée  par  le  facteur  1.2...  n, 
ce  qu'on  peut  écrire 

D"i/[?(:p)]j  =  [a,/'(«)  + A, 'Çj^ +...+ •^-Al_/('.)(«)J, .,...„, 
A/  désignant  le  coefficient  de  A"  dans  le  développement  de 

Pour  plus  de  détails  sur  cette  méthode,  je  renverrai  le  lecteur  au  Cours 
d'Analyse  de  M.  Hermite  (p.  69). 

47.  Formes  indéterminées.  —  Soient /(:r)  et  ^{x)  deux  fonc- 
ilons  s^annulant  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x  =^  a\  la 
recherche  de  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

fia-^  h) 

Q{a  -j-  h) 

lorsque  h  tend  vers  zéro  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème 
qui  consiste  à  trouver  la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment 
petits.  Cette  limite  s'obtient  immédiatement  si  l'on  connaît  la 
partie  principale  de  chacun  de  ces  infiniment  petits,  ce  qui  est 
précisément  le  cas  lorsque  la  formule  (3)  est  applicable  à  chacune 
des  fonctions  y(jr)  et  ^{x)  dans  le  voisinage  du  point  a.  Suppo- 
sons que  la  première  dérivée  de./{x)  qui  n'est  pas  nulle  pour^  =  a 
est  la  dérivée  d'ordre /?, y ^/^^  (a),  et  de  même  que  la  première  dérivée 
de  ©(^),  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  a^  est  la  dérivée  d'ordre  q^ 
^'^-  (a).  On  peut  écrire,  en  appliquant  la  formule  (3)  à  chacune  des 
fonctions  y (j;),  ©(-r),  et  divisant  les  résultats, 

fia-^à)  ^  ^^_^^  1,1.. .g  /(/>)(a)-f-c^ 
o{a-\-h)  1.2.../?   çp'^^(rt) -H  »' 
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que  celui  que  donnerait  la  formule  de  Taylor  en  y  faisant  a  =  o, 
h  =  X. 

Voici  un  autre  exemple  où  les  exposants  ne  sont  pas  nécessai- 
rement des  nombres  entiers.  Soit 

A:r«-HB:r?-hC.rY 
J  --- 


1  ■+-  Bi  x^x  -h  Cl  arYi  -h . . . 

a,  P,  Y,  ...  et  Pi,  y,,  ...  formant  deux  suites  de  nombres  posi- 
tifs croissants,  et  le  coefficient  A  n'étant  pas  nul;  il  est  clair  que 
la  partie  principale  dey  est  Ax",  et  l'on  a 

B  j:P  -u  C .rr -h . . .  —  A  .ra(  Bi  r?.  -+-  C,  arY.  -f- . . .  ) 


y  —  Ax^  = 


i-+-B,irPi-hCia?Yt 


expression  de  même  forme  que  la  première,  dont  on  obtiendra  la 
partie  principale  en  prenant  le  terme  du  degré  le  moins  élevé  au 
numérateur.  Il  est  clair  que  le  même  procédé  fournira  autant  de 
termes  que  Ton  voudra  du  développement. 

Soiif{x)  une  fonction  admettant  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  -i-i;on 
a,  en  changeant  a  en  j:  dans  la  formule  (3), 

/(a7  +  A)  =/(x)  + 'i/'(x)  H- -'^- /'(:r) +. .  .n- — ^  [/<'''(:p)  +  e], 

t  tendant  vers  zéro  avec  h.  Supposons,  d'autre  part,  que  par  un  moyen 
quelconque  on  ait  obtenu  pour /(a;  -f-  h)  une  expression  de  même  forme 

f{x  -i-  h)  =/{x)  -+-  Ao, (x)  -I-  A»<p2(a?)  -h. .  .-h  h^[On{:v)  -h  e']; 

les  deux  développements  de  f(x-\-h)  doivent  être  identiques  terme  à 
terme,  de  sorte  que  les  fonctions  oj,  «pj,  . . .,  0,4  sont  égales,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  dérivées  successives  de /(a*), 

r(T)  f^'^ux) 

Celte  remarque  est  quelquefois  utile  pour  calculer  les  dérivées  de  cer- 
taines fondions.  Soit,  par  exemple,  à  calculer  la  dérivée  n}*^^  d'une  fonc- 
tion de  fonction 

on  a,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rapport  à  A, 

h  h*  h"- 

et  de  même,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rap- 
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port  à  A:, 

Si  dans  le  second  membre  on  remplace  k  par 

h  h^  h'* 

1  ^  ^     ^        1.2  ^  ^  1.2. . .  /i  '      ^    ^ 

et  qu'on  ordonne  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  h, 
il  est  évident  que  les  termes  négligés  n'auraient  aucune  influence  sur  les 
coefficients  des  termes  en  A,  A',  . . .,  A".  Le  coefficient  de  A",  par  exemple, 
sera  donc  égal  à  la  dérivée  n»"'°*de/[ç(x)],  divisée  par  le  facteur  1.2...  /i, 
ce  qu'on  peut  écrire 

D"î/[?(^)]|  =  [A,/'(«)  +  A,^Ç|^+...-^-^-^^y"(i0]i. •'....«, 

A/  désignant  le  coefficient  de  A"  dans  le  développement  de 


I  I  ^  ^  1.2. . .  /i  ^  J 


Pour  plus  de  détails  sur  cette  méthode,  je  renverrai  le  lecteur  au  Cours 
d'Analyse  de  M.  Hermite  (p.  59). 

47.  Formes  indéterminées.  —  Soient /(x)  et  ^{x)  deux  fonc- 
tions s^annulant  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x^=^a\  la 
recherche  de  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

Qia-r-h) 

lorsque  h  tend  vers  zéro  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème 
qui  consiste  à  trouver  la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment 
petits.  Cette  limite  s'obtient  immédiatement  si  l'on  connaît  la 
partie  principale  de  chacun  de  ces  infiniment  petits,  ce  qui  est 
précisément  le  cas  lorsque  la  formule  (3)  est  applicable  à  chacune 
des  fonctions /(j:)  et  f{x)  dans  le  voisinage  du  point  a.  Suppo- 
sons que  la  première  dérivée  de /(j;)  qui  n'est  pas  nulle  pour  a?  =  a 
est  la  dérivée  d'ordre/?, /^^^  (a),  et  de  même  que  la  première  dérivée 
de  <p(x),  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  aj  est  la  dérivée  d'ordre  q^ 
o^*^(a).  On  peut  écrire,  en  appliquant  la  formule  (3)  à  chacune  des 
fonctions /(j:),  ç(-c),  et  divisant  les  résultats, 

f(a-^fi)  ^  ^^^_^  1.2...  y  /^(ûOjt.-, 
o(^a-f-A;  1.2.../?   çp'/'(a)-^»' 
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e  et  e' étant  deux  infiniment  petits.  Il  est  évident,  sur  cette  formule, 
que  le  rapport  considéré  augmente  indéfiniment  lorsque  h  tend 
vers  zéro,  si^jr  est  supérieur  à/>,  et  tend  vers  zéro  si  q  est  inférieur 

»à  p'y  lorsque  q  =/>,  il  tend  vers  une  limite  finie  =^7-77^ • 

Une  indétermination  du  même  genre  se  présente  quelquefois  dans  les 
équations  de  la  tangente  à  une  courbe.  Soient 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  quel- 
conque G  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t\  les  équations  de  la 
tangente  à  cette  courbe  en  un  point  M  correspondant  à  la  valeur  ^0  ^lu 
paramètre,  sont,  comme  on  Ta  vu  (n**  5), 

J"{to)  ?'(<o)    '  "      f  (<o) 

Ces  équations  se  réduisent  à  des  identités,  si  les  trois  dérivées /'(')» 
?'(0»  V(^)  ^^^^  nulles  à  la  fois  pour  /  =  Iq.  Pour  lever  la  difficulté? 
reprenons  le  raisonnement  qui  a  servi  à  trouver  les  équations  de  la  tan- 
gente. Soit  M'  un  point  de  la  courbe  G  voisin  du  point  M,  et  to-h  h  la 
valeur  correspondante  du  paramètre;  les  équations  de  la  corde  MM'  sont 

X--/(/o)  _  Y-o(fo)  _  Z-^(to) 


Ato-^h)—f{to)        ^{to-hh)—^{io)        ^(tQ-^h)—^{to) 

* 

Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  que  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  k p{p  >  i)  des  fonctions  /(O?  ?(0»  ^{^)  sont  nulles  pour  t  =  Zo» 
mais  que  Tune  au  moins  des  dérivées  d'ordre  /?,  par  exemple  f^P'^  (  ^o),  n'est 
pas  nulle.  En  divisant  tous  les  dénominateurs  des  équations  précédentes 
par  hP  et  appliquant  la  formule  générale  (3),  on  peut  encore  écrire  ces 
équations 

£,  e',  s'  étant  trois  infiniment  petits.  Si  maintenant  on  fait  tendre  h  vers 
zéro,  ces  équations  deviennent  à  la  limite 

f'~p\h)        ^^p\h)'       ^^p\h)  ' 

et  ne  présentent  plus  aucune  indétermination. 

Les  points  d'une  courbe  G  où  cette  circonstance  se  présente  sont  en 
général  des  points  singuliers,  où  la  courbe  offre  quelque  particularité  de 
forme.  Ainsi  la  courbe  plane  représentée  par  les  équations 
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dx       fiY 
passe  par  Torigine,  et  l'on  a,  en  ce  point,  -  -  =  -^-  =  o.  La  tangente  est 

Taxe  des  x^  et  l'origine  est  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce. 

48.  Série  de  Taylor.  —  Lorsque  la  suite  des  dérivées  de  la 
fonction /(ar)  est  illimitée  dans  l'intervalle  {a,  a  +  /i),  on  peut 
supposer  le  nombre  n  qui  figure  dans  la  formule  (3)  aussi  grand 
qu'on  le  veut;  si  le  reste  R^  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  on  est  conduit  à  écrire 

I  l.Z  «  I.Z.../» 

formule  qui  exprime  que  la  série 

est  convergente  et  a  pour  sommey*(a  -h  A).  C'est  cette  formule  (7) 
qui  constitue  la  formule  de  Taylor  proprement  dite,  mais  elle  n'est 
légitime  que  si  l'on  a  établi  que  le  reste  Kn  tend  vers  zéro  pour  n 
infini,  tandis  que  la  formule  générale  (3)  ne  suppose  que  l'exis- 
tence des  dérivées  jusqu'à  la  (/i  +  i)'*^™*.  Cette  formule  (7)  peut 
encore  s'écrire,  en  remplaçant  a  par  x^ 

h  A'* 

au  contraire,  si  l'on  fait  a  -=  o,  et  qu'on  remplacée  par  x^  il  vient 

X                                     x^ 
(8)  /(x)=/(o)+-/'(o}-h...-h-— -/'"'(o)  +  .... 

I  I     .   <b  •     •     •     lit 

Celte  dernière  formule  (8)  est  appelée  aiissiquel  quefois/or/ww/e 
de  Maclaurin;  mais  on  doit  remarquer  que  ces  différentes  for- 
mules sont  au  fond  équivalentes.  Tandis  que  la  formule  (8)  donne 
le  développement  d'une  fonction  de  x  suivant  les  puissances  de  x^ 
la  formule  (7)  donne  le  développement  d'une  fonction  de  h  suivant 
les  puissances  de  h  :  il'sufiit  d'un  simple  changement  de  notation 
pour  passer  de  l'une  à  l'autre. 

Il  est  un  cas  assez  étendu  où  l'on  peut  affirmer  que  le  terme 
complémentaire  R„  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment :  c'est  celui  où  la  valeur   absolue   d'une   dérivée    d'ordre 
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quelconque  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  lorsque  x  varie 
dans  rintervalle  (a,  a  + A).  On  a  en  effet,  en  adoptant  la  forme 
du  reste  de  Lagrange, 


l.-i.  ..(/IH-  l) 

et  le  second  membre  est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  les  fonctions  e^,  sinor,  cosa:;  toutes  les 
dérivées  de  e^  sont  égales  à  e^  et  admettent,  par  conséquent,  le 
même  maximum  dans  l'intervalle  considéré.  Quant  aux  dérivées 
de  ûnx  et  de  cosx,  leur  valeur  absolue  ne  dépasse  jamais  l'unité. 
La  formule  (7)  est  donc  applicable  à  ces  trois  fonctions,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  a  et  de  A.  Bornons-nous  à  la  formule  (8)  ; 
SI  /{x)  =  e^j  on  a 

/(o)  =  i,       /'(o)  =  i,        ...,       /(«)(o)  =  i, 

et  par  suite 

(9)  c*=i-f 


i        m     • 


I  1.2  T  .  '2 .  .  .  /l 


formule  qui  s'applique  à  toutes  les  valeurs,  positives  ou  négatives, 
de  X.  Si  a  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  a  a^=  ^ios«  et, 
par  conséquent, 

(10)  d'*-  =  I  -f- h  H- ...  H -4- .  .  . . 

1  1.2  1  .2.  .  .  /i 

Prenons  encore /(x)  =  sin a:;  les  dérivées  successives  forment 
une  suite  périodique  à  quatre  termes  cosx,  — sinx,  — cosj:, 
sinx,  et  les  valeurs  de  ces  dérivées  pour  x  =^  o  forment  également 
une  suite  périodique  1,0,  — 1,0.  On  a  donc,  pour  toute  valeur 
positive  ou  négative  de  x, 

,     .      .  X  x^  .T*  ,        ^  .r^w-^-J 

(11)  sina:= h — -^-^  _..._f_(_i)« 


... 


I        1.2.3        1.2.3.4.5  1.2.3...  (^2/14-1) 

et  l'on  trouve  de  même 

(12)      cosa:  =  l ! -~-  — ...-!-(_  i)/t 1-.... 

1.2  1.2.3.4  1  . 2 .  3  .  .  .  2  /t 

Revenons  au  cas  général.  La  discussion  du  reste  R„  est  rare- 
ment aussi  simple  que  dans  les  exemples  précédents;  mais  on  peut 
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fa  faciliter  en  remarquant  que,  si  ce  reste  tend  vers  zéro,  la  série 

k  L   »  Jt  m    »    •    fit 

est  nécessairement  convergente.  En  général,  il  vaut  mieux  s^as- 
surcr,  avant  d^exaniiner  R;,,  que  la  série  est  convergente;  si,  pour 
des  valeurs  données  de  a  et  de  A,  cette  série  est  divergente,  il  est 
inutile  de  pousser  la  discussion  plus  loin  :  on  peut  affirmer  que  R;i 
ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

49.  Développement  de  log(i  +  x).  —  La  fonction  log(i-l-a:) 
est  continue,  et  la  suite  de  ses  dérivées  est  illimitée,  pourvu  que  x 
soit  supérieur  à  —  i .  Ces  dérivées  successives  ont  pour  expressions 

/'(-)  =  7^' 

/    (^)  =  ; Tî' 


•^      ^     ^       ^        ^  (i-ha:/* 

Nous  nous  proposons  d'examiner  pour  quelles  valeurs  de  a:  on  a 
le  droit  d'appliquer  à  celte  fonction  la  formule  de  Maclaurin  (8). 
En  écrivant  d'abord  la  formule  sous  sa  forme  générale,  avec  un 
terme  complémentaire,  on  a 

log(i  H-  ar)  =  -  —  —  -H    -  -h.  .  .-h  (-  i)«-i  —  -+-  R„. 

Le  reste  R;,  ne  peut  tendre  vers  zéro  que  si  la  série 

X        x^        X^  /        V      .  ^'* 

1         a         3  ^       '         n 

est  convergente,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  — i   et  H-i,  la   limite  supérieure  +i   n'étant  pas 
exclue;  la  variable  x  étant  supposée  comprise  entre  ces  limites, 
G.  8 
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écrivons  la  valeur  du  reste  sous  la  forme  de  Cauchy 

_  a-^-^'Çi  — Qy*  (—1)^1.9....  .71  __  arit-n(i  — e)« 

"~*       1.1. ..n         (i-i-Ox/»-»-»     ""^~'^'*  (i-i-ea?)'*-^!  ' 

ou  encore 


Rn=-(-î)«^«-^»('-^-V— V- 
^       ^  \i-+-Oa?/     i-hOa; 


Supposons  d'abord  |jf[<[i;  le  premier  facteur  x""^*  tend  vers 

zéro;  le  second  facteur r—  est  inférieur  à  l'unité,  que  x  soit 

positif  ou  négatif,  car  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur. Le  dernier  facteur  reste  fini,  car  il  est  plus  petit  que ,  • 

Donc  le  reste  Rn  tend  bien  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. La  forme  précédente  du  reste  ne  nous  apprend  rien 
pour  X  =  i,  mais  si  l'on  prend  le  reste  sous  la  première  forme, 
il  devient  ici 


et  il  est  évident  que  R/i  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment. L'examen  du  reste  est  inutile  pour  x  =  —  i,  puisque  la 
série  est  alors  divergente.  On  a  donc,  pour  x  compris  entre  —  i 
et  -t-  I, 

(i3)  log(n-a:)  =  -  — ^  "^  T  ~"" '"^  (""')'*"*  "^  "^•••* 

La  formule  s'applique  encore  pour  x  =  i^  ce  qui  nous  donne  la 
relation  curieuse 

^  ^  jL       S       i  n 

La  formule  (i3),  n'étant  valable  que  pour  des  valeurs  de  x£i, 

ne  permet  pas  de  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers. 

Changeons  dans  cette  formule  x  en  — a:;  la  nouvelle  formule 

1      /           V            X       x^       œ^                x^ 
(i3)  log(i--a7)  = --... ... 

est  encore  valable  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et 


I.   —   PORUULB   ET  SÉRIE   DE  TAVLOII.    —  GÉNÉRALITÉS.  Il5 

-4-  I,  et,  en  les  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

lorsque  x  varie  de  o  à  i,  la  fraction  rationnelle croît  con- 

slamment  de  i  à  H-  <x>,  et  l'on  peut  ainsi  calculer  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  entiers.  On  obtient  des  séries  encore  plus 
convergentes  en  calculant  la  diiïérence  des  logarithmes  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs;  posons  pour  cela 

H-ar        N  -+- 1  I 

1  —  X  N  2  N  -I- 1 

la  formule  précédente  devient 

^  '  ^  L2N-+-1        3(,'2Nh-ij'        5('2iNh-i)»  J' 

et  l'on  a  dans  le  second  membre  une  série  très  rapidement  conver- 
gente, pourvu  que  le  nombre  N  soit  un  peu  grand. 

Remarque,  —  Appliquons  à  la  fonction  log(i  +  â7)  la  formule  géné- 
rale (3)  en  faisant  a  =  o,  A  =  a?,  /i  =  i ,  et  prenant  pour  le  reste  la  forme 

de  Lagrangc,  il  vient 

x^ 

si  dans  cette  formule  on  remplace  x  par  Tinverse  d'un  nombre  entier  n,  elle 
peut  s'écrire 

log(  H-  -  )= -, 

Oa  étant  un  facteui**  positif  inférieur  à  Tunité.  On  déduit  de  là  quelques 
conséquences  intéressantes  : 

1*"  La  série  harmonique  étant  divergente,  la  somme 

2:„=. +  -  +  _+...+  _ 

croit  indéfiniment  avec  n,  mais  la  différence 

2„— logn 
tend  vers  une  limite  finie.  Écrivons,  en  effet,  cette  différence 

/  I       ,      n  -4-  i\      ,      n  -+- 1 


L 
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log(  i-\ —  j  est  le  terme  général  d'une  série  convergente,  car  Ton  a, 

d'après  la  formule  précédente, 

p         \     pj     '>'P^ 

ce  qui  montre  que  ce  terme  est  plus  petit  que  le  terme  général  de  la  série 
convergente  ^— j*  Quand  n  augmente  indéfiniment. 


log^=log(,+  i) 


tend  vers  zéro;  la  différence  considérée  tend,  par  conséquent,  vers  une 

limite  finie,  que  l'on  appelle  constante  d'Euler.  Sa  valeur  est,  avec  vingt 

décimales  exactes,  C  =  0,577215664901 532 860 60. 

a°  Soit 

_  I  I  1 


/l  -h  I        /i  -H  2  n  -^p 

n  et  p  étant  deux  nombres  entiers  qui  augmentent  indéfiniment.  On  peut 
écrire 

2  =  (  IH h...~i ! )  — (  1  H h.  ..H ), 

\         a  f^  -^  J' J      \         ^  ^  J 

=  Iog(/i-f-y?)-t-p„+p, 

=  logn  ^-  On, 

Pn-^-p  6t  pn  tendant  vers  la  môme  valeur  G,  lorsque  n  et  p  augmentent 
indéfiniment;  par  conséquent,  on  a  aussi 


1 

H h. 

1 

I 

'2 

I 
.  .H 

n 

2:  =  iôg(,  +  -j)  +  p 


n-¥-p —  Prt« 


La  différence  pn-^-p — pn  t^end  vers  zéro,  ce  qui  montre  que  la  somme  Z 

n'a  une  limite  qu'autant  que  le  rapport  ^  a  lui-même  une  limite.  Si  ce 

rapport  a  une  limite  a,  la  somme  £  a  pour  limite  log(i  +  ct). 
Par  exemple,  en  faisant/?  =  /i,  on  voit  que  la  somme 

I  1  I 


n  "h  I        n  -h  2  2/1 

a  pour  limite  log2. 

50.  DéTeloppement  de  (i-+-:r)'«.  —  La  fonction  (i  4-^)"*  a  un 
sens  bien  déterminé,  quel  que  soit  m,  pourvu  que  i  -f-  x  soit  po- 
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■ 

sitif  ;  elle  admet  une  suite  illimitée  de  dérivées  qui  sont  toutes  des 
fonctions  continues  de  Xy  lorsque  i  -^  x  est  positif,  car  elles  ont 
une  expression  de  même  forme, 

f'{x)  —  /?2(i-+-.r)'«-», 

/"{x)  ^  m{m  —  i)(n-  a?)'"-«, 


J^»'{x)  =  m(fn  —  i)...{m  —  /i -i- i)(i -|-a7)'«-«, 
f^n-hi)(^x)  =  /n(m  —  I) . . .  (m  —  /i)(i  -+-ar)'«-»-i. 

Appliquons  à  celte  fonction  la  formule  générale  (3),  nous  trouvons 

m  m  (m  —  i)     . 

(l  -t-a7)'«=  IH X-{ J7*-f-.  . . 

I  1.2 

m(m  —  i)...(/n  —  n-+-\)  ^ 

pour  que  le  reste  R^  tende  vers  zéro  lorsque  le  nombre  n  aug- 
mente indéfiniment,  il  faut  d'abord  que  la  série  dont  le  terme 

général  est 

m(m  —  i)  , . .(  m  —  n-f-i) 


1 . 2 . . .  n 


X 


soit  convergente.  Or  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour 
valeur jc,  et  tend  vers  —  x  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment. La  série  ne  peut  donc  être  convergente  que  si  l'on  a  [  j:|  £  i . 
On  exclut,  bien  entendu,  le  cas  où  m  est  un  nombre  entier  positif, 
qui  donne  la  formule  élémentaire  du  binôme.  Bornons-nous  au  cas 
où  |jc|  <:^  I  ;  pour  prouver  que  le  reste  tend  vers  zéro,  écrivons-le, 
en  adoptant  la  forme  de  Cauchy, 

R«= x'*-^U ^      (i-+-0a7)"«-'; 

i.2.../i  \i-i-Ojp/    ^ 

le  premier  facte^ir '-^ — —  x'*"'"'  tend  vers  zéro,  comme 

^  1.1. ,.  n  ' 

étant  le  terme  général  d'une  série  convergente;  le  facteur  -^-â— 

est  plus  petit  que  l'unité,  enfin  le  dernier  facteur  (i  -f-  Ox)"*'*  est 
plus  petit  qu'une  limite  fixe.  Si  m  —  i  >>o,  on  a  en  efl'et 

([H-0a7)'«-»<  2'»-»: 
si  m  —  I  <o,  on  a  (i  -h  8x)'""'  <(i  —  |x|)'»"'.  On  a  donc,  pour 
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toute  valeur  de  x  comprise  entre  — i  et  -t-i,  le  développemeDt 

(,  .  m  m  (ni  —  i ) 

I  I. 

< 

( 


07*  -+-  .  .  . 
(16)  <'  '  "^ 

L  x'i 


I  •  u . . .  /t 


on  examinera  plus  tard  le  cas  où  :r  =  ±  i . 

On  peut  encore  démontrer  de  la  même  façon  les  formules  sui- 
vantes 


\  x^       1 . 3  a?» 

2.4    3 
1.3.5. .. ('in  — i)    rF*«+» 


arc  sina:  =  :r -h —  -h. . . 

%    i        2.4    5 


(->)» 


2.J  .6.  .  .  in  2/1  H-I 


x'  T*'  X''^  J?'"'*"' 

arctangar  =  a?—  ^  -h  --  —  —  _h.  .  .-4- (— 1)«  _ h. . ., 

°  357  2  /i  -h  I 

qui  seront  établies  plus  tard  par  une  voie  plus  simple,  et  qui  s'ap- 
pliquent aux  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et    i-  i. 

En  dehors  des  exemples  que  nous  venons  de  traiter,  et  de 
quelques  autres,  la  discussion  du  reste  offre  de  grandes  difficultés, 
à  cause  de  la  complication  croissante  des  dérivées  successives.  11 
semblerait  donc,  d'après  ce  premier  aperçu,  que  les  applications 
de  la  formule  de  Taj'lor  pour  le  développement  d'une  fonction  en 
série  doivent  être  très  limitées.  Une  telle  vue  serait  absolument 
inexacte,  et  ces  développements  jouent  au  contraire  un  rôle  fon- 
damental dans  rAnaljrse  moderne.  Mais,  pour  apprécier  leur  impor- 
tance, il  faut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue,  et  étudier  en  elles- 
mêmes  les  propriétés  des  séries  entières,  sans  se  préoccuper  de 
leur  origine.  G*est  ce  qui  sera  fait  dans  plusieurs  des  chapitres 
suivants. 

Nous  remarquerons  seulement  qu'une  série 

/(o)-f--/'(o)-i-— /''(o)-h...-4-— ^-— /("^(o)--... 
•'  I  "^  1.2*^^  i.'i. ,  ,n 

peut  fort  bien  être -convergente,  sans  représenter  la  fonction  y(x) 

qui  lui  a  donné  naissance;  l'exemple  suivant  est  dû  à  Cauchj. 

_  1  _  1 

Soit /(x)  =  e  •*';  on  a  f{x)  =  -j  e  *'  et,  d'une  manière  gêné- 

X 

raie,  la  dérivée  /i'^"^.est  de  la  forme 

P    -i- 
f^"Ux)  =  —  e   •»*, 
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P  désignant  un  polynôme.  Toutes  ces  dérivées  sont  nulles  pour 

1^ 

:r  =  o,  car  le  quotient  de  e  "^^  par  une  puissance  positive  quel- 
conque de  X  tend  vers  zéro  avec  x\  on  peut  écrire  en  effet 

I      — L      ^m 

Xfn  ""   C-' 

en  posant  x=    >  et  Ton  sait  que  —^  augmente  indéfiniment  avec  z^ 

aussi  grand  que  soit  m.  Soit,  d^autre  part,  ^{x)  une  fonction  à 
laquelle  s'applique  la  formule  (8) 

?(^)  =  ?(o)-h  7  9'(o)-+-...-h  ,    '^     ^  (p('''(o)-h.... 

I  1  •  ^  •  >  •  il 

Posons  F{ar)  =:  cp(x) -H  ^  '*;ona 

F(o)  =  ?(o),        F'(o)  =  <p'(o),         . . . ,        F(«'(o)  =  (p(«>(o;, 

de  sorte  que  le  développement  de  F(:r)  par  la  formule  de  Mac- 
taurin  serait  identique  au  précédent.  La  somme  de  la  série  que 
Ton  obtient  ainsi  représente  donc  une  fonction  tout  à  fait  diffé- 
rente de  celle  qui  a  donné  naissance  à  cette  série. 

D'une  façon  générale,  si  deux  fonctions /(a:)  et  (p(j;)  sont  égales, 
ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  pour  j:  =  o,  sans  être  identiques,  il 
est  clair  qu'elles  ne  peuvent  élre  toutes  les  deux  développables  en 
série  par  la  formule  de  Maclaurin,  puisque  les  coefficients  du  déve- 
loppement seraient  les  mêmes  pour  les  deux  fonctions. 

51.  Extension  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Soit, 
pour  fixer  les  idées,  co  ==y(jr,y,  z)  une  fonction  de  trois  variables 
indépendantes  ;  on  se  propose  de  dé velopper/(a:  -f-  A,  j'  -h  A",  ^  H-  /) 
suivant  les  puissances  de  A,  A*,  /,  en  groupant  ensemble  les  termes 
de  même  degré.  Cauchy  ramène  ce  problème  à  celui  qui  vient 
d'être  traité,  par  l' artifice  suivant.  Considérons  x,  y,  z^  h,  /r,  / 
comme  ayant  des  valeurs  déterminées  et  posons 

t  désignant  une  variable  auxiliaire.  La  fonction  f  (/)  ne  dépend 
que  d'une  variable  indépendante  t\  si  nous  lui  appliquons  la  formule 
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générale  de  Taylor,  avec  un  reste,  il  vient 

Il  ft 

?(0  =  ?(0)-^  -?'(o)-+--—  <?'(0)H-... 
I  i  •  z 

i.2...n^     ^  I.2..  .(n-t-i)  ^         ^     ' 

ç(o),  y'(o),  ...  ç<'*^(o)  étant  les  valeurs  de  la  fonction  <p(/)  et 
de  ses  dérivées  pour  <  =  o,  et  y^""*"*^(8^)  étant  la  valeur  de  la  dé- 
rivée (n  -I-  I )»«"»«  pour  la  valeur  6^,  8  étant  compris  entre  zéro  et  un. 
Or  on  peut  considérer  ç(/)  comme  une  fonction  composée  de  /, 
cp(/)  =f(^Uj  i^,  w),  les  fonctions  intermédiaires 

étant  des  fonctions  linéaires  de  t.  Diaprés  ce  qu'on  a  remarqué 
antérieurement,  l'expression  de  la  différentielle  d'ordre  m,  rf'"ç 
est  la  même  que  si  u^  i^,  w  étaient  des  variables  indépendantes;  on 
a  donc  l'égalité  symbolique 

^       \du  ôif  ôw        1  \ou  ov  àw    ] 

qui  peut  encore  s'écrire,  en  divisant  par  rf/"*, 


Mo  =  (g..^{*^IO'"' 


Pour  t=  o^  Uf  i^yW  se  réduisent  respectivement  à  x,  y^  z^  et  l'éga- 
lité précédente  devient,  en  employant  toujours  la  même  notation 
symbolique, 

On  a  de  même 

,....,,„-(i*.f*.|/)'-, 

Xy  y  y  Z,  devant  être  remplacés,  après  le  développement,  par 

resipectivement.  En  faisant  maintenant  t  =  i  dans  la  formule  (17), 
il  vient 


(18) 


i,'i, , ,  n  \0x  oy  oz    I 


I.   —   FORMULE   BT  SERIB   DE  TAYLOR.   —   GENERALITES.  121 

le  terme  complémentaire  ayant  pour  expression 

R^^ • (^h^^k^^^-  iT^'' 

\  ri. .  .{n-r-  \)\0x     ~^  ày  àz    j         ' 

x,  y  y  z  devant  être  remplacés  par  j:  H-  OA,  j^'  +  O/r,  ,3  -h  8/  après 
le  développement. 

Celte  formule  (i8)  est  entièrement  analogue  à  la  formule  géné- 
rale (3).  Si  pour  des  valeurs  données  de  x,  y^  .s,  /i,  A",  /,  le  reste 
R/i  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  aura  un  déve- 
loppement en  série  àe  f{x  -i-  h,  y-h  k^  s  -f-  /),  tous  les  termes  de 
cette  série  étant  des  polynômes  homogènes  en  A,  /r,  /.  Mais  il  est 
en  général  très  difficile  de  reconnaître  sur  l'expression  de  R^  que 
ce  reste  tend  vers  zéro. 

52.  On  peut  tirer  de  la  formule  (  1 8)  des  conséquences  analogues 
à  celles  que  l'on  déduit  de  la  formule  (3)  dans  le  cas  d'une  seule 
variable  indépendante.  Par  exemple,  soit  z=/{x^y)  l'équation 
d'une  surface  S  ;  si  la  fonction /(j?,^')  est  continue  ainsi  que  toutes 
ses  dérivées  partielles  jusqu'à  un  certain  ordre  dans  le  voisinage 
d'un  point  (^o>^o)>  on  a,  d'après  la  formule  (i8), 


àf 


\  fsJ 


-f-  ^  k\     -+-. .  .-H  R„. 


Si  nous  limitons  le  second  membre  à  ses  deux  premiers  termes, 
puis  à  ses  trois  premiers  termes,  etc.,  nous  avons  les  équations 
d'un  plan,  puis  d'un  paraboloïde,  etc.,  qui  dilTèrent  très  peu 
de  la  surface  considérée  dans  le  voisinage  du  point  (oto,  J^o)»  Le 
plan  n'est  autre  que  le  plan  tangent,  le  paraboloïde  est  celui  qui  se 
rapproche  le  plus  de  la  surface  S  parmi  tous  ceux  qui  sont  repré- 
sentés par  une  équation  de  la  forme 

z  =  Kx^  -t-  i^xy  -h  C^'  -h  xl^x  -\-  i^y  -\-  F. 

■ 

On  se  sert  aussi  delà  formule  (i8)  dans  la  recherche  des  valeurs 
limites  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée. 
Soient  /(x,  j^),  ç(x,  y)  deux  fonctions  qui  s'annulent  à  la  fois 
pour  x^=^  a^  y  =^b^  mais  qui  restent  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  un  certain  ordre,  dans  le  voisinage  du 
point  x  =  a,  yz=ib\  proposons-nous  de  trouver  la  limite  vers 


f{a-^  h,  b  -h  k) 
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laquelle  tend  le  quo lient 

lorsque  x  et  y  tendeot  respectivement  vers  a  et  b.  Nous  suppo- 
serons  d'abord  que  les  quatre  dérivées  du  premier  ordre  —  »  ^> 

T^>  ^  ne  sont  pas  nulles  à  ]a  fois;  nous  pouvons  écrire 

s,  e',  e<,  e'^  tendant  vers  zéro  lorsque  h  et  k  tendent  vers  zéro. 
Lorsque  le  point  (x^  y)  tend  vers  (a,  6),  A  et  Ar  tendent  vers 

zéro;  nous  supposerons  que  le  rapporter  tend  vers  une  limite  a, 

c'est-à-dire  que  le  point  (  j:,  y)  décrit  une  courbe  ayant  une  tan- 
gente au  point  (a,  fc).  Divisons  les  deux  termes  du  rapport  précé- 

dent  par  A,  nous  voj^ons  que  la  fraction  — — ^-^  a  pour  limite 

âa  àb 


da  âb 


cette  limite  dépend  en  général  de  a,  c'est-à-dire  de  la  façon  dont  les 
variables  x  et  y  tendent  respectivement  vers  leurs  limites  a  et  0. 
Pour  que  cette  limite  fût  indépendante  de  a,  il  faudrait  que  l'on 
eût 

df  ()o        âf  do  _ 
âa  àb       àb  àa         ' 

ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 

Si  les  quatre  dérivées  -  - ,  -y,   -^>   -f  sont  nulles,  on  prendra 
^  àa     ào      àa     àb  '  ^  . 

les  termes  du  second  ordre  dans  la  formule  (i8),  et  l'on  écrira 


/(a-^  k,  b  -h  A)  \ àa^         j  \àa  àb 


&.-'■>• 


tuia-^h.  b  -hk)        fà^o  \,.  /    à^o  ,\  .  .       fà^o 


(,1s -■^"-(s-')*' 


àa'^ 
e,  s',  e'',  £«,  e', ,  e^  étant  des  quantités  infiniment  petites;  a  ajant 
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la  même  significalion  que  tout  à  Theure,  la  limite  du  premier 

membre  est 

à^f  à^f  à^f   , 

da'*-  dadb  db^ 

O^o             O^o             d^o     ^ 
'1 '-r  OL  H r:  «' 


ôa^  du  Ob  db^ 

et  dépend  en  général  de  a. 


II.  -  POINTS  SINGULIERS.  -  MAXIMA  ET  MINIMA. 

53-  Points  singuliers.  —  Lorsque  les  coordonnées  (xo,  yo) 
d'un  point  Mq  d'une  courbe  plane  C,  représentée  par  l'équation 
^{^1  y^=^o»    n'annulent    pas  à  la  fois  les  deux   dérivées  par- 

lielles-p,  --,  on  a  vu  plus  haut  (n"  22)  que  par  ce  point  passe 

une  seule  branche  de  courbe  dont  la  tangente  a  pour  équation 

en  représentant  d'une  manière  générale  par      ^      ,^  la  valeur  que 

dXQ  dj^Q 
prend  la  dérivée  quand  on  y  fait  :r  =  a:Q^y=y^^,  Lorsqu'on 

a  a  la  lois  ^  —  =  —  =  o,  le  point  (j?o»  Xo)  est  un  point  singulier, 

V  t/      " 

Nous  supposerons  que  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre 
ne  sont  pas  nulles  pour  x  =:  Xq,  y  --^yo,  que  ces  dérivées  sont 
continues  dans  le  voisinage  de  ce  point,  ainsi  que  les  dérivées  du 
troisième  ordre.  L'équation  de  la  courbe  C  peut  alors  s'écrire 

1.2.3  [da?^  dy^^       -^     Jr»^Ofr-r»i 

X  et  ^  devant  être  remplacés  dans  les  dérivées  du  troisième  ordre 
parXoH-6(jr  —  -^o)  ^^  yo-i-^iy — yo)  respectivement.  On  peut 

toujours  admettre  que  la  dérivée  -.— ^  n'est  pas  nulle,  car  il  sufGt 

de  changer  les  axes  de  coordonnées  pour  être  ramené  à  ce  cas.  En 
posant  j^ — yo=  '(^  —  ^o)t  dans  l'équation  (19),  et  divisant  par 
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(x  —  ^o)^>  î'  vient 

d*F  d^F  d^F 

dxl  àxQÔyQ  dy-Q 

P(x  —  Xq^  t)  désignant  une  fonction  qui  reste  finie  lorsque  x  tend 
vers  Xq,  Cela  posé,  soient  t^  et  ^2  'es  deux  racines  de  Féquation 

d^F  d'^F         d^F    . 

dxl  àxQÔyçi        dyl 

si  ces  racines  sont  réelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


f 


d^F    y^  d'-F  d^F 
.àxodyoJ    -^    ôxl    dyl' 


on  peut  encore  écrire  l'équation  (20) 

d^F 


àA 


{t—  tt){t'—ti)  H-(jr  — .ro)P  =0. 


Pour :r  =  Xq^  l'équation  admet  les  deux  racines  distinctes  t=(i^ 
t  =z  t^.  Lorsque  x  tend  vers  x^^  l'équation  admet  deux  racines 
tendant  respectivement  vers  t^  et  t^]  on  le  montre  en  reprenant  le 
raisonnement  dont  on  s'est  servi  pour  établir  l'existence  des  fonc- 
tions implicites.  Posons,  par  exemple,  /  r=  /^  -f-  u^  et  écrivons 
l'équation  entre  x  et  u 

u(ti —  ti  -i-  u)-^(x—  Xo)Çl(x,  m)  =  o, 

Q(a:,  u)  étant  fini  lorsque  x  tend  vers  Xq  et  ii  vers  zéro.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  tt  —  /o  >  o,  et  désignons  par  M  une  limite 
supérieure  du  module  de  Q(^,  u)  et  par  m  une  limite  inférieure 
de  tt  — ^2  -t-  «,  lorsque^  varie  de^o  —  /*  à  x^-j-h  et  ude  —  Aà  +  A, 
h  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  /|  —  /2-  Soient  maintenant  e 
un  nombre  positif  plus  petit  que  A,  et  r^  un  autre  nombre  positif 
satisfaisant  aux  deux  inégalités 

Si  nous  remplaçons  x  dans  l'équation  précédente  par  une  valeur 
telle  que  \x  —  Xq\  soit  inférieur  à  v),  les  résultats  de  la  substitution 
de  —  s  et  de  -f- £  à  la  place  de  u  sont  de  signes  différents;  cette 
équation  admet  donc  une  racine  tendant  vers  zéro  lorsque  x  tend 
vers  Xo,  et  par  suite  l'équation  (19)  admet  pour  racine  une  exprès- 
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sion  de  la  forme 

a  élaol  infiniment  petit  avec  x  —  Xo>  Par  le  point  (^o>  J'o)  il  passe 
donc  une  branche  de  la  courbe  C  tangente  à  la  droite 

On  verrait  de  la  même  façon  qu'il  passe  aussi  par  ce  point  une 
branche  de  courbe  tangente  à  la  droite  j^  —  Jq  =  t2{x  —  Xq),  Le 
point  Mo  est  un  point  double,  et  Ton  obtient  Téquation  du  svstème 
des  tangentes  à  ce  point  double  en  égalant  à  zéro  Tensemble  des 
termes  du  second  degré  en  (x  —  x^),  {y — y 0)1  dans  l'équation  (19). 

^"^^^"^^Km^J  "  â^  "^  "^^^  le  point  (j:o,ro)  est  un/?om^ 
double  isolé.  A  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  assez  petit  décrit 
du  point  Mo  comme  centre,  le  premier  membre  ¥{x^y)  de  l'équa- 
tion (ig)  ne  s'annule  que  pour  le  point  M,,  lui-même.  Posons,  en 
effet,  pour  les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  M©, 

il  vient 

L  ayant  une  valeur  finie  lorsque  p  tend  vers  zéro.  Soit  H  une 
limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  L,  lorsque  p  est  inférieur 
à  un  nombre  positif/'.  Lorsque  tp  varie  de  o  à  27r,  le  trinôme 

d»F       .  d^V  Ô^V    .   . 

-r— r-C0S*O  -h  2 ■ COSO  SlflO  H"      — r  Sin*0 

dxl  '  àxoOfo        ^        '        Oj'l 

conserve  un  signe  constant,  puisque  ses  racines  sont  imaginaires; 
soit  m  une  limite  inférieure  de  sa  valeur  absolue.  Pour  tout  point 

pris  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  P  <C  ïi  »  ^^  ^^^  clair  que  le 

coefficient  de    p*    ne    peut    s'annuler;    Téqualion    F(^,  y )  :=z  o 
n'admet  donc  pas  d'autre  solution  que  p  =  o,  c'est-à-dire  x  =  x^y 
y  =^09  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
Lorsque  l'on  a 

d%Y     \t_  d^V   r)2F 


(. 


les  deux  tangentes  au  point  double  sont  venues  se  confondre,  et 
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il  j  a  en  général  deux,  branches  de  courbe  tangentes  à  une  même 
droite,  et  formant  un  rebroussement.  L'étude  complète  de  ce  cas 
exige  une  discussion  très  délicate  qui  sera  faite  plus  tard.  Obser- 
vons seulement  que  la  variété  des  cas  possibles  pour  la  forme  de 
la  courbe  est  beaucoup  plus  grande  que  dans  les  deux  cas  déjà 
examinés,  comme  le  montrent  les  exemples  suivants. 

La  courbe  y^=  x^  présente  à  Torigine  un  point  de  rebrousse- 
ment àe  première  espèce,  avec  deux  branches  de  courbe  tan- 
gentes à  Taxe  des  x^  situées  de  part  et  d'antre  de  cette  tangente, 
et  à  droite  de  Oy,  La  courbe  y"^  —  ix^y  +  jc*  —  ^^  _ _  q  présente 
un  rebroussement  àc  seconde  espèce  ;  les  deux  branches  de  courbe 
tangentes  à  Taxe  des  x  sont  situées  du  même  côté  de  la  tangente. 
L'équation  nous  donne,  en  effet, 

et  les  deux  valeurs  de  y  sont  de  même  signe  lorsque  x  est  très 
petit,  mais  ne  sont  réelles  que  si  x  est  positif.  La  courbe 

])résente  deux  branches  de  courbe  n'offrant  rien  de  particulier, 
tangentes  l'une  et  l'autre  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  On  tire,  en 
effet,  de  cette  équation 


y 


i    -T-   X^ 


et  les  branches  obtenues  en  prenant  successivement  les  deux  signes 
devant  le  radical  n'ont  aucune  singularité  à  l'origine. 

Il  peut  aussi  se  faire  que  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 
confondues,  comme  c'est  le  cas  pour  la  courbe  représentée  par 

l'équation 

^(^1  y)  =  y* —  2T^y  H-  a:*  =  o: 

lorsque  le  point  (x^y)  se  meut  dans  le  plan,  le  premier  membre 
F(x^y)  s'annule  sans  changer  de  signe. 

Enfin,  il  peut  aussi  arriver  que  le  point  (^oi^o)  soit  un  point 
double  isolé  ;  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  courbe  j^*  +  x^  -^-y*  =  o, 
dont  l'origine  est  un  point  double  isolé. 

54.  Un  point  Mo  d'une  surface  S  représentée  par  l'équation 
F(;r,  y,  z)  =  o  est  de  même  un  point  singulier  de  cette  surface  si 
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les  coordonnées  x^^y^^  Zq  de  ce  point  annulent  les  trois  dérivées 

du  premier  ordre 

âF  _  d¥_  _  ^  _    . 

Téquation  trouvée  plus  haut  pour  le  plan  tangent  (n°22)  se  réduit 
à  une  identité.  Le  lieu  des  tangentes  à  toutes  les  courbes  situées  sur 
la  surface  S,  et  passant  au  point  Mo,  est  un  cône  du  second  degré, 
pourvu  que  les  six  dérivées  partielles  du  second  ordre  ne  soient 
pas  toutes  nulles  au  même  point.  Soient,  en  efTet, 

les  équations  d'une  courbe  C  située  sur  la  surface  S  ;  les  trois  fonc- 
tions/(^),  <p(<),  ^{t)  vérifiant  la  relation  F(^,  y,  z)  =  o^  on  a 
entre  les  difierentielles  du  premier  et  du  second  ordre  les  deux 
relations 


( 


dF    ,         dF  ^         dF  ^ 

—-  dx  -¥  -r-  dy  -\ — T-  dz  =  o, 

dx  oy    "^         oz 

dF    .         ÔF    .         dF    .  y^'      dF    .,  dF    .,  dF    ., 

■^-  dx  -^  ~r-  dy  -\-  ^-  dz  ]     -t-  -,—  d^x  -+-  -r-  a*  v  -h  ^-  d^z  =  o. 

dx  dy    -^         dz       j  âx  dy      '^         dz 


Pour  X  =  Xq,  y  =yQ,  z  =  3o,  la  première  se  réduit  à  une  iden- 
tité, et  la  seconde  devient 

-r-T  dx^  -+-  -r—r  dy^  -h    .   -  dz^ 
âxl  dfl    -^         àzl 

d*F  à^F  â^F 

-H  2  - — - —  dx  dy  -^7.  -r — — —  dy  dz  -^  1,  -^ r—  dx  dz  —  o, 

àx^dy^  àyçidZfi    '^  oxqOZo 

On  aura  le  lieu  des  tangentes  en  éliminant  dxy  dy,  dz  entre 
cette  relation  et  les  équations  de  la  tangente 

X  —  Xq    __    Y  —  Xo    _   Z  —  Zq 

dx      ~~      dy      ~      dz 
ce  qui  conduit  à  Féquation  d'un  cône  (T)  du  second  degré 

;  â^F     ,  <^*F  d»F 

__.(X-.,)t^-_(Y-^o)^-.^(Z-.,). 

D^autre  part,  Téquatlon  de  la  surface  S  peut  s^écrire,  en  appli- 
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quanl  la  formule  générale  de  Tajlor  et  poussant  le  développement 
jusqu^aux  termes  du  troisième  ordre, 

'  i     r  d¥  dF  ôF  1  (*^ 

(-22)   ^  »        r  ^^/  X         ^^   /  ^         ^^  /  nT" 

1.2.5  Lc;^0  OJTq  O^q  Jy,^_Q(y_y, 


^Oi  yoi  Zq  devant  être  remplacés  dans  les  dérivées  du  troisième 
ordre  par  Xq  -\-^{x  —  Xq)^  J^o  +  8(y  ^^o),  ^o-l-  6(5  —  .^o)-  On 
obtient Téquation  du  cône  précédenl(T)  en  prenant  seulement  les 
termes  du  second  degré  en  ;r  —  x^y  y  — j^o?  ^  —  ^q  dans  Téqua- 
lion  (22). 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  Téqualion  (21)  représente  un 
cône  réel.  Coupons  la  surface.  S  et  le  cône  (T)  par  un  plan  P 
passant  par  deux  génératrices  distinctes  G,  G-  de  ce  cône.  Pour 
avoir  l'équation  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  S  par  ce 
plan,  on  peut  imaginer  que  l'on  ait  fait  d'abord  une  transformation 
de  coordonnées  de  façon  que  le  plan  P  soit  parallèle  au  plan  des  xy^ 
et  il  suffit  alors  de  faire  5  =  ^0  dans  l'équation  (22).  On  voit  que 
le  point  Mo  est  pour  cette  courbe  un  point  double  à  tangentes 
réelles;  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  cette  section  se  com- 
posera de  deux  branches  de  courbe  tangentes  respectivement  aux 
deux  génératrices  G,  G'.  L'aspect  de  la  surface  dans  le  voisinage 
du  point  Mo  est  donc  analogue  à  l'aspect  qu'offrent  les  deux  nappes 
d'un  cône  du  second  degré  dans  le  voisinage  du  sommet;  d'où  le 
nom  àe  point  conique  que  l'on  donne  aussi  au  point  Mo. 

Lorsque  l'équation  (21)  représente  un  cône  imaginaire,  le 
point  Mo  est  un  point  singulier  isolé  de  la  surface  S.  On  peut 
décrire  de  ce  point  comme  centre  une  sphère  de  rayon  assez  petit 
pour  que  l'équation  ¥ {x^  y,z)  =10  n'admette  pas  d'autre  solution 
à  l'intérieur  que  x  =  x^^  y  =yot  z  =  Zq.  Soient  M  un  point  do 
l'espace  voisin  du  point  Mo,  p  la  distance  MM©,  a,  p,  y  les  cosinus 
directeurs  de  la  droite  MoM.  Si  l'on  pose 

^=^o-+-pa,         y=yo-^P?i         z  =  Zo-^p^(, 

r(.r,  j^,  z)  devient 
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le  facteur  L  conservant  une  valeur  finie  lorsque  p  tend  vers  zéro. 
Puisque  Téquation  (21)  représente  un  cône  imaginaire,  le  po- 
lynôme 

-r— r  a*  -H ...  -h  2  - — T—  av 

OX}  OXqOZo 

ne  peut  s*annuler  lorsque  le  point  a,  ^,  y  décrit  la  sphère 

at  -H  pi  -I-  Y*  =  I  ; 

désignons  par  m  une  limite  inférieure  de  la  valeur  absolue  de  ce 
polynôme.  Soit,  d'autre  part,  Hune  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  L  dans  le  voisinage  du  point  Mq.  Si  du  point  Mo  comme 

centre  avec  un  rayon,  moindre  que  „■  nous  décrivons  une  sphère,  il 

est  clair  que  le  coefficient  de  p^  dans  l'expression  de  F(x,y,  z)  ne 
peut  s'annuler  à  l'intérieur  de  cette  sphère.  L'équation 

F{x,^,  z)=o 

n'admet  donc  pas  d'autre  solution  que  p  =  o. 

Lorsque  l'équation  (21)  représente  un  système  de  deux  plans 
réels  et  distincts,  il  passe  par  le  point  M©  deux  nappes  de  surface 
dont  chacune  est  tangente  à  l'un  de  ces  plans.  Certaines  surfaces 
présentent  une  ligne  de  points  doubles  où  le  cône  des  tangentes 
se  décompose  en  deux  plans.  Cette  ligne -est  une  courbe  double 
de  la  surface,  suivant  laquelle  deux  nappes  distinctes  se  traversent 
mutuellement.  Par  exemple,  le  cercle  représenté  par  les  deux 
équations  5  =  0,  x^-\~y^:=  i  est  une  ligne  double  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

^*-f-  2z^ix^-hy^)  —  (x^-^y^  —  1)'  —  o. 

Lorsque  l'équation  (21)  représente  un  systèitie  de  deux  plans 
imaginaires  conjugués  ou  un  plan  double  réel,  il  faut  dans  chaque 
cas  particulier  une  discussion  spéciale  pour  étudier  la  forme  de  la 
surface  au  voisinage  du  point  Mq.  La  discussion  que  nous  venons 
de  faire  se  retrouve  dans  l'étude  des  maxima  et  des  minima. 

55.  Maxima  et  minima  des  fonctions  ii'ane  variable.  —  Soient 
/(j:)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  6),  etc  un  point 
de  cet  intervalle.  La  fonction  /(x)  est  maximum  ou  minimum 
G.  9 
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pour  X---C  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  tj  assez  petit 
pour  que  la  différence  f{c-\-K) — /(c)  conserve  un  signe  con- 
stant lorsque  h  varie  de  —  tj  à  -t-tj.  Si  cette  différence  est  posi- 
tive, la  fonction  /(^)  est  plus  petite  pour  x^=^c  que  pour  les 
valeurs  de  x  voisines  de  c\  elle  passe  donc  par  un  minimum.  An 
contraire,  lorsque  la  différence /(c -f- A)  -/{c)  est  négative,  la 
fonction  est  maximum  pour  ^  ==  c. 

.  Lorsque  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  pour  la  valeur  c  de 
la  variable,  cette  dérivée  doit  ôtre  nulle.  En  effet,  les  deux  quo- 
tients 

h '  ^^ —  ' 

qui  ont  la  même  limite  /'{c)  lorsque  h  lend  vers  zéro,  sont  de 
signes  différents;  il  faut  donc  que  leur  limite  commune y'(c)  soit 
nulle.  Inversement,  soit  c  une  racine  de  l'équation  y (:r)  =  o, 
comprise  entre  a  et  6;  supposons,  pour  prendre  le  cas  général, 
que  la  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  c  est  la 
dérivée  d'ordre  n,  et  que  cette  dérivée  est  continue  dans  le  voisi- 
nage de  la  valeur  c,  La  formule  générale  de  Tajlor  donne  ici,  en 
se  limitant  au  terme  de  degré  /i, 

È    •    JL  m     •     •     fif 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

/(c  -  /O  -/(c)  =      j^"       [/("'(c)  +  e], 

I  •  ^  •  •   «  fil 

S  étant  infiniment  petit  avec  h.  Soit  r\  un  nombre  positif  tel  que  x 
variant  de  c  —  tj  à  c  4-  t^,  la  valeur  absolue  de  e  soit  moindre 
que  [/^"'(c)!;  pour  ces  valeurs  de  x,  f^"^{c)  H-  e  a  le  même  signe 
que/^''^(c)  et,  par  suite, /(c-i-  h)  — /(c)  a  le  signe  de  A''/^"^(c). 
Si  n  est  impair,  on  voit  que  cette  différence  change  de  signe 
avec  A;  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  x  =  c*Si  n  est 
pair,  /(c-hh) — /(c)  a  le  même  signe  que  /^"^(c),  que  h  soit 
positif  ou  négatif;  la  fonction  est  minimum  siy^''^(c)  est  positif,  et 
maximum  si  /^"^(c)  est  négatif.  En  résumé,  pour  que  la  fonction 
soit  maximum  ou  minimum  pour  a:  ==  c,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  c  soit  d'ordre 
pair. 
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En  langage  géométrique,  les  conditions  précédentes  signifient 
que  la  tangente  à  la  courbe  yz=^f(^x)  au  point  A  d^abscisse  c  est 
parallèle  à  Ox^  et,  en  outre,  que  le  point  A  n'est  pas  un  point 
d^inflexion. 

Remarques,  —  Lorsque  les  conditions  dans  lesquelles  nous 
nous  sommes  placés  ne  sont  pas  réalisées,  une  fonction /"(^r)  peut 
être  maximum  ou  minimum  sans  que  la  dérivée /'(j?)  s'annule. 
Par  exemple,  si  la  dérivée  est  infinie  pour  x  =  c^  il  suffît  que 
cette  dérivée  change  de  signe  pour  que  la  fonction  présente  un 

maximum  ou  un  minimum;  ainsi  la  fonction  y  =  j?^  est  minimum 
pour  j?  =  o,  et  la  courbe  correspondante  présente  un  rebrousse- 
ment  à  Torigine,  avec  l'axe  des  j^  pour  tangente. 

Lorsque,  d'après  la  nature  de  la  question,  la  variable  x  ne  peut 
prendre  que  les  valeurs  comprises  entre  deux  limites  a  et  6,  il 
peut  se  faire  que  ces  valeurs  limites  donnent  les  maxima  ou  les 
minima  absolus  de  la  fonction  f{x)^  sans  que  la  dérivée  f'{x) 
soit  nulle.  Supposons,  pour  prendre  un  exemple,  que  l'on  cherche 
la  plus  courte  distance  d'un  point  fixe  P  de  coordonnées  (a,  o) 
au  cercle  C  qui  a  pour  équation  x^-\-y^ — R2=o.  En  prenant 
pour  variable  indépendante  l'abscisse^  d'un  point  M  du  cercle  C, 

on  a 

— i 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  du  cercle, 

rfî=  R«-h  a» —  lax. 

L'application  de  la  règle  générale  conduirait  à  chercher  les 
racines  de  l'équation  dérivée  aa  =  o,  ce  qui  est  absurde.  Mais  on 
s'explique  cette  contradiction  apparente  en  observant  que,  d'après 
la  nature  de  la  question,  la  variable  x  ne  peut  varier  qu'entre  —  R 
et  -r-  R.  Si  a  est  positif,  d^  est  minimum  pour  j?  =  R,  et  maximum 
pour  :r  =  —  R. 

56.  Fonctions  de  deux  variables.  —  Soit  z  =/(x,  y)  une  fonc- 
tion continue  des  deux  variables  x^  y^  lorsque  le  point  M  de  coor- 
données {xj  y)  reste  à  l'intérieur  d'une  aire  û,  limitée  par  un 
contour  C.  On  dit  que  cette  fonction  f{x^  y)  est  maximum  ou 
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minimum  pour  un  point  (x'o,  jKo)  de  Paire  û  lorsque  l'on  peut 
trouver  un  nombre  positif  yj  tel  que  la  différence 

conserve  un  signe  constant,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 
accroissements  h  et  k,  moindres  que  r\  en  valeur  absolue.  Si  Ton 
considère  pour  un  moment  y  comme  constant  et  égal  à  yo^ 
z  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  x  et,  d'après  le  cas 
que  nous  venons  d'étudier,  la  différence 

ne  peut  conserver  un  signe  constant  pour  les  petites  valeurs  de  h 
que  si  la  dérivée  j-  est  nulle  pour  x  =  Xq,  y  =yol  on  démontre 
de  la  même  façon  que  ces  valeurs  doivent  aussi  annuler  y- >  de 

sorte  que  les  systèmes  qui  rendent  la  fonction /(;r,j^)  maximum 
ou  minimum  doivent  être  cherchés  parmi  les  solutions  des  deux 

équations  simultanées 

àf  àf 

-f-  =o,         -f-  =o. 

àx  ùy 

Soit  ^  =  ^o,^=j^o  une  solution  de  ces  deux  équations.  Nous 
supposerons  que  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  àef{x^  y) 
sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xq,  yo  et  ne  sont  pas 
toutes  nulles  pour  x=^Xo^  y^^Xo^  et  que  les  dérivées  du  troi- 
sième ordre  existent.  La  formule  de  Taylor  nous  donne 

A  =/(aro  +  A,  ro  -«-  ^)  — /(^o,  Jo) 
(23)  {  ï.'i\      dxl  Oxodyo  dylJ 

6\     dx  ày/y^^u 

pour  les  valeurs  de  h  et  de  ^,  voisines  de  zéro,  c'est  évidemment 
le  trinôme 

dxl  ^^0  àyo  âyl 

qui  donne  son  signe  au  second  membre,  et  l'on  prévoit  d'avance 
que  la  discussion  du  signe  de  ce  trinôme  va  jouer  un  rôle  prépon- 
dérant. 
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Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  pour  x  =  x^^  y=yQ, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  A  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  (xq  +  A,  j^o  +  ^)  reste  compris  à  l'intérieur  d'un 
carré  assez  petit  ayant  pour  centre  le  point  {xo,  yo)'  Cette  diffé- 
rence A  conservera  donc  aussi  un  signe  constant  lorsque  le 
point  (xo-h  A,  ^0+  ^)  restera  à  Tintérieur  d'un  cercle  de  rayon 
assez  petit  de  centre  (a:©,  yo)^  ^^  inversement;  car  on  peut  rem- 
placer un  carré  par  le  cercle  inscrit  et  réciproquement.  Soit  donc  G 
un  cercle  de  rayon  r  décrit  du  point  (xq,  y^)  comme  centre;  on 
obtient  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle  en  posant 

/i  =  pcosç,        A:  =  psincp, 

et  faisant  varier  cp  de  o  à  27c,  et  p  de  —  r  k  -\-  r.  On  pourrait 
même  se  contenter  de  donner  à  p  des  valeurs  positives,  mais  il 
vaut  mieuji:,  pour  la  suite,  ne  pas  introduire  cette  restriction.  En 
faisant  cette  substitution  dans  A,  il  vient 

P*  ry  P' 

A  =  —  (A  cos*cp  ■+■  aB  sin^  coscp  ■+■  G  sin*<j>)  h-  y  L, 

en  posant 

A=^,        8  =  -^-^,        G  =  ^, 

dxl  '  dxo  àjTQ  '  dyl  ' 

L  étant  une  fonctijon  dont  il  est  inutile  d'écrire  l'expression  déve- 
loppée, mais  qui  conserve  une  valeur  finie  dans  le  voisinage  du 
point  (xo-tyo)-  Cela  posé,  nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer, 
suivant  le  signe  de  B=^  —  AC. 

Premier  cas.  —  Soit  B^ —  AC  >>o.  L'équation 

A  cos*ç  -h  aB  sin©  coso  ■+-  G  sin*o  =  o 

admet  deux  racines  réelles  en  tang(p,  et  ]e  premier  membre  est  la 
différence  de  deux  carrés,  de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

A  =  —  [a(a coso  ■+■  b  sin<p)» — ^(a'cos  o  -h  6'sincp)*]  -+-  ^  L, 


où 


a  >  o,         P  >  o,        ab'—ba'^o. 
Si  l'on  attribue  à  l'angle  ç  une  valeur  telle  que  l'on  ait 

acos^  -T-  b  sincp  =o, 
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A  sera  négatif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p  ;  au  contraire, 
si  Ton  prend  pour  <p  un  angle  tel  que  a!  cos<p  -^-  V  sin  (p  =  o,  A  sera 
positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p.  Il  est  donc  impos- 
sible de  trouver  un  nombre  r  tel  que  la  différence  A  conserve  un 
signe  constant  lorsque  la  valeur  absolue  de  p  est  inférieure  à  r, 
quel  que  soit  Tangle  (p.  La  fonction /(j:,  ^)  n'est  ni  maximum, 
ni  minimum,  pour  ^  =  Xo,  JK  ^j-'o- 

Deuxième  cas,  —  Soit  B^ —  AG  <  o.  Le  trinôme 

A  cos*<p  H- aB  coso  sinç -»- G  sin^Q 

ne  s'annule  pas  lorsque  cp  varie  de  o  à  air.  Soit  m  une  limite  infé- 
rieure de  sa  valeur  absolue;  soit,  d'autre  part,  H  une  limite  supé- 
rieure de  la  valeur  absolue  de  la  fonction  L  dans  un  certain  cercle 
de  rayon  R  et  de  centre  (aro,  ^o)-  Désignons  par  r  un  nombre 

positif  inférieur  à  R  et  à  -n-;  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  r,  la 

différence  A  aura  le  même  signe  que  le  coefficient  de  p-*,  c'est- 
à-dire  que  A  ou  G.  La  fonction  f{x^  y)  est  donc  maximum  ou 
minimum  pour  x  =  Xq,  y  =yo- 
En  résumé,  si  au  point  Xq,  y^^  on  a 

il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  l'on  a 

il  y  a  maximum  ou  minimum,  suivant  le  signe  des  deux  déri- 
vées j-4>  T-4  •  II  y  21  maximum,  si  ces  dérivées  sont  négatives,  mini- 
mum si  elles  sont  positives. 

57.  Étude  du  cas  ambigu.  —  Le  cas  où  B^ —  AG  =:  o  échappe 
à  la  discussion  précédente.  La  Géométrie  montre  bien  à  quoi  tient 
la  difficulté  du  problème  dans  ce  cas  spécial.  Soit  S  la  surface 
représentée  par  l'équation  z  z=f(^x^y)\  si  la  fonction /(^,j^^)  est 
maximum  ou  minimum  en  un  point  (j?0}  J^o))  dans  le  voisinage 
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duquel  la  fonction  et  ses  dérivées  sont  conlinues,  on  doit  avoir 

ce  qui  montre  que  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  M»  de 
coordonnées  (^îCoïJKoî  ^o)  àoii  être  parallèle  au  plan  des  xy.  Pour 
que  ce  point  corresponde  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  il 
faut  en  outre  que,  dans  le  voisinage  du  point  Mo,  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  et  Ton  est  ainsi 
ramené  à  Fétude  d'une  surface  par  rapport  à  un  plan  tangent  dans 
les  environs  du  point  de  contact. 

Imaginons  que  Ton  ait  transporté  l'origine  au  point  de  contact; 
le  plan  tangent  étant  le  plan  des  xy,  l'équation  de  la  surface  est 
de  la  forme 

(i4)         ^  =  aar'-h  ^bxy  -f-  c^*-^  aar'-h  S^x^y  -+-  ^-^xy^-r-  o^', 

«,  6,  c  étant  des  constantes  et  a,  p,  y,  S  des  fonctions  de  a?,  y  qui 
restent  finies  lorsque  x  ely  tendent  vers  zéro.  Cette  équation  est 
identique,  au  fond,  à  l'équation  (19)  où  l'on  aurait  remplacé  Xa 
et  yo  par  zéro,  h  et  k  par  x  et  j^  respectivement. 

Pour  savoir  si  la  surface  S  est  située  tout  entière  d'un  même 
côté  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine,  il  suffit  d'étu- 
dier l'intersection  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy.  Or  cette 
intersection  est  représentée  par  l'équation 

(25)  ax^-^^bxy  -{-  cj^*-\-ax^-h...=  Oy 

et  présente  un  point  double  à  l'origine  des  coordonnées.  Si  b'^  —  ac 
est  négatif,  Torigine  est  un  point  double  isolé  (n''  53)  et  l'équa- 
tion (25)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  x  =y  =  o,  lorsque  le 
point  (x,  y)  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  assez  petit  r, 
décrit  de  l'origine  comme  centre.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (a5)  conserve  un  signe  constant  lorsque  le  point  (a?,  y)  se 
meut  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Tous  les  points  de  la  surface  S  qui 
se  projettent  à  l'intérieur  du  cercle  C  sont  donc  situés  d'un  même 
côlé  du  plan  des  xy^  sauf  l'origine.  C'est  le  cas  où  la  fonclion/(:r,  y) 
présente  un  maximum  ou  un  minimum.  La  portion  de  la  surface  S 
voisine  de  l'origine  est  analogue  à  une  portion  de  sphère  ou 
d'ellipsoïde. 
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Si  b'^ — «c  >>  o,  l'înlerseclion  de  la  surface  S  par  le  plan  lan- 
gent présente  deux  branches  de  courbe  distinctes  C|,  C2,  passant 
par  l'origine;  les  tangentes  à  ces  deux  branches  de  courbe  à  l'ori- 
gine sont  représentées  par  l'équation 

ax^-^  'ibxy  -\-  cy-  =  o. 

Imaginons  un  point  (a:,  y)  mobile  dans  le  voisinage  de  l'origine  ; 
lorsque  ce  point  traverse  une  des  branches  de  courbe  C|,  C2,  le 
premier  membre  de  l'équation  (26  )  change  de  signe  en  s'annulant. 
On  a  donc,  en  attribuant  à  chaque  région  du  plan  voisine  de  l'ori- 
gine le  signe  du  premier  membre  de  l'équation  (aS),  une  disposi- 

Fig.  7. 


lion  analogue  à  celle  de  \a.Jig.  7.  Parmi  les  points  de  la  surface 
qni  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  à  Tintérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine,  il  y  en  a  toujours  au-dessus  du  plan  des  xy 
et  d'autres  au-dessous,  quelque  petit  que  soit  le  rayon  de  ce  cercle. 
La  surface  est  disposée  par  rapport  à  son  plan  tangent  comme  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  ou  un  paraboloïde  hyperbolique.  La 
fonction  /{x,y)  n'est  ni  maximum  ni  minimum  pour  l'origine. 
Le  cas  où  6* —  ac  =  o  est  précisément  le  cas  où  la  courbe  d'in- 
tersection de  la  surface  par  son  plan  tangent  présente  un  point  de 
rebroussement  à  l'origine,  cas  dont  nous  avons  réservé  l'étude.  Si 
l'intersection  se  compose  de  deux  branches  dislinctes  passant  par 
l'origine,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum,  car  la  surface 
traverse  encore  son  plan  tangent.  Mais  si  l'origine  est  un  point 
double  isolé,  ou  si  l'intersection  se  compose  de  deux  branches 
confondues,  la  fonction  y ( a:,  j^)  sera  maximum  ou  minimum. 

58.  Pour  reconnaître  dans  lequel  des  deux  cas  on  se  trouve,  il  faut  tenir 
compte  des  valeurs  des  dérivées  du  troisième  ordre  et  du  quatrième  ordre, 
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et  quelquefois  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé.  La  discussion  suivante,  qui 
est  d'ailleurs  suffisante  le  plus  souvent  dans  la  pratique,  ne  s'applique 
qu'aux  circonstances  les  plus  générales.  Lorsque  b^ — ac— o,  on  peut 
écrire  l'équation  de  la  surface,  en  poussant  le  développement  de  Taylor 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre, 


!z  —/(x^y)  =  A  (a?  sinu)  — ^costo)^ 


et  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  A  >  o.  Pour  que  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  des  sy  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
il  est  nécessaire  que  toutes  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  par 
des  plans  passant  par  Oz  soient  d'un  même  côté  du  plan  xOy  dans  les 
environs  de  l'origine.  Or,  si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan 

y  =  a7tang©, 

!*équation  de  la  courbe  d'intersection  s'obtient  en  posant  dans  l'équa- 
tion (9.6) 

.r  —  p  coscp,        ^  r-t  p  sinç 

{les  axes  étant  Oz  et  la  trace 'du  plan  sécant  sur  xOy),  ce  qui  donne 
z  r-z  X  p*(coso  sinto  —  cosco  sin©)'  -f-  Kp'-^  Lp*. 

K  désignant  un  coefficient  indépendant  de  p;  si  l'on  a  tango)  ^  tang(p,  z  sera 

positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p.  Toutes  ces  sections  sont 

donc  au-dessus  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Coupons 

maintenant  par  le  plan 

y  —  x  tangu); 

si  la  valeur  correspondante  de  K  n'est  pas  nulle,  le  développement  de  z 
est  de  la  forme 

et  change  de  signe  avec  p.  Il  s'ensuit  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  précédent  présente  un  point  d'inflexion  à  l'origine  et  traverse  le  plan 
des  xy\  la  fonction  f{x^y)  n'est  donc  ni  maximum  ni  minimum  à  l'ori- 
gine. C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
gent présente  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  comme  par 

exemple  la  surface 

z  =y^ —  x^. 

Si,  pour  la  section  considérée,  on  a  K  =  o,  on  poussera  le  développement 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre,  et  l'on  aura  pour  z  une  expression 
de  la  forme 

Kl  étant  une  constante  dont  il  serait  facile  d'avoir  l'expression  au  moyen 
des  dérivées  du  quatrième  ordre;  nous  supposerons  que  ce  coefficient 
n'est  pas  nul.  Pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  p,  ^  a  le  signe  de  Ki  ; 
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si  Kl  est  négatif,  la  section  est  au-dessous  du  plan  des  xy  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine.  [1  n'y  a  encore  ni  maximum  ni  minimum  pour  z\  c'est 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la  surface  z  =^'  —  ar*,  dont  l'intersection 
par  le  plan  des  xy  se  compose  des  deux  paraboles  y  =  zii  a?*.  On  voit 
donc  que^  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  K  =  o,  Ki>o,  il  est  inutile  de  pousser 
le  calcul  plus  loin;  on  peut  affirmer  que  la  surface  traverse  son  plan  tan- 
gent dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  K  =  o,  Ki>o,  toutes  les  sections  de  la 
surface  par  des  plans  passant  par  Oz  sont  au-dessus  du  plan  des  xy  dans 
le  voisinage  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  pouvoir  affirmer  que 
la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  comme  le  prouve  l'exemple 
de  la  surface 

qui  coupe  son  plan  tangent  suivant  deux  paraboles  dont  l'une  est  inté- 
rieure à  l'autre.  Pour  que  la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  il 
faut  en  outre  que,  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  cylindre  quelconque 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  0^  et  passapt  par  Oz,  la  courbe  d'in- 
tersection soit  au-dessus  du  plan  des  xy.  Soit  y  =  ^{x)  l'équation  de  la 
trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy,  la  fonction  ^{x)  étant  nulle 
pour:r  =  o;  la  fonction  Ffo?)  =  f{x,  «p(a7)]  doit  être  minimum  pour:r  =  o, 
quelle  que  soit  la  fonction  ^{x).  Afin  de  simplifier  les  calculs,  je  suppo- 
serai que  l'on  a  choisi  les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  l'équation  de 
la  surface  soit  de  la  forme 

OÙ  A  est  positif;  avec  ce  système  d'axes,  on  a  pour  l'origine 

df  df  d^f  d^f  d*f 

v^=o»         -r-  =0,         T-4=o,         -T — '-^ —  =0,         -7-4  >o. 
àro  dyo  dxl  àxoâyo  âyl 

Les  dérivées  de  la  fonction  F(:r)  ont  pour  expressions 

■ 

â^f  d^f  df 


dx^  dx^  dy  *  âx*  ây^  '  dx  ây^  ^  dy 

d^f  d^f  â^  f 
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pour  X  •=  y  =  o,  ces  formules  donnent 

F'(o)  =  o,        F'(o)=|^[<p'(o)]'. 

Si  <p'(o)  n'est  pas  nul,  la  fonction  F(2r)  présente  bien  un  minimum 
pour  X  =  o,  ce  qui  était  facile  à  prévoir  d'après  la  discussion  précédente. 
Si  Ton  suppose  «p'(o)  =  o,  il  vient 

F'(o)  =  o,        F'(o)  =  o,        F-(o)=^, 

Fiv(o)  =  ^  +  6  -4x-  ?'(o)  -^  3  |!/ [q'(o)]» 
dxi  dxlày^  '  ^    '  c[ro 

pour  que  F(:i7)  soit  minimum,  il  faut  que  -r-^  soit  nul,  et  en  outre  que  le 
trinôme  du  second  degré  en  cp'(o) 

|^-+-  6  ,  ^l{     ©'(o)  -f-  3  1^  [c&'(o)p; 

soit  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  çp"(o). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  pour  la 
fonction  considérée  tout  à  l'heure  z  =^* — 3x*y-h  ao?*,  tandis  qu'elles  le 
sont  pour  la  fonction  z  =y*-h  x^.  11  est  évident,  en  effet,  que  cette  der- 
nière surface  est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  xy. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  discussion,  qui  exigerait,  pour  être 
rendue  absolument  rigoureuse,  des  considérations  fort  délicates,  et  je 
renverrai  le  lecteur  désireux  d'approfondir  ce  sujet  à  un  important  Mé- 
moire de  M.  Ludwig  Scheffer,  dans  le  t.  XXXV  des  Mathematische 
Annalen, 

59.  Fonctions  de  trois  variables.  —  Soil  u  =/(x^  y^  z)  une 
ronclion  continue  des  trois  variables^:,  j/*,  .3.  On  dit  encore  qu'elle 
est  maximum  ou  minimum  pour  un  système  de  valeurs  Xo^y^^  Zq 
lorsque  la  difTërence 

conserve  un  signe  constant  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  A,  Ar,  /,  moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  T^ 
suffisamment  petit.  Si  Ton  considère  une  seule  des  trois  variables  a:, 
y,z  comme  ayant  reçu  un  accroissement,  les  deux  autres  variables 
étant  traitées  comme  des  constantes,  on  voit  comme  plus  haut 
que  u  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  que  si  Ton  a  à  la  fois 

à/  àf  àf 

ox^  d/o  ^-0 
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en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  dérivées  sont  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  Xq^  Yqj  Sq»  Supposons  qu'on  ait  trouvé  un 
système  de  solutions  de  ces  trois  équations  simultanées,  et  soit  Mo 
le  point  de  l'espace  de  coordonnées  (xq,  yo-i  ^o)-  H  y  aura  maxi- 
mum ou  minimum  si  Ton  peut  trouver  une  sphère  de  centre  Mo, 
telle  que  /(Xj  y,  z) — /(^o?  JKo»  ^o)  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  x^y,  z  reste  à  l'intérieur  de  cette  sphère.  Repré- 
sentons les  coordonnées  d'un  point  voisin  par 

a,  j3,  Y  étant  liés  par  la  relation  a^-f-  p2^  y2-_  ,^  qi  remplaçons 
X  —  Xq^  y — j'o)  ^  —  ^0  par  pa,  pfi,  py  dans  le  développement 
de/(x,  y,  z)  par  la  formule  de  ïaylor;  il  vient 

cp(a,  p,  y)  désignant  une  forme  quadratique  en  a.  p,  y  dont  les 
coefficients  sont  les  dérivées  du  second  ordre  de  /{x^y^  z)  et  L 
une  fonction  qui  reste  finie  dans  le  voisinage  du  point  Mo.  Cette 
forme  quadratique  peut  s'exprimer  par  une  somme  de  trois  carrés 
de  fonctions  linéaires  distinctes  de  a,  p,  y,  multipliés  par  des 
facteurs  constants,  en  négligeant  le  cas  exceptionnel  où  le  discri- 
minant de  cette  forme  serait  nul.  Soit 

si  les  trois  coefficients  a,  a',  a"  sont  de  même  signe,  la  forme 
quadratique  <p(a,  p,  y)  reste  supérieure  en  valeur  absolue  à  un 
certain  minimum  lorsque  le  point  a,  p,  y  décrit  la  sphère 

et  par  conséquent  A  conserve  le  signe  de  a,  a\  a"  lorsque  p  est 
inférieur  à  une  certaine  limite.  La  fonction  /(x^  y^  z)  est  donc 
maximum  ou  minimum. 

Si  les  trois  coefficients  a,  a',  a''  ne  sont  pas  de  même  signe,  il 
n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons,  par  exemple,  a  >  o, 
a'<^o;  prenons  ppur  a,  p,  y  des  valeurs  satisfaisant  aux  rela- 
tions P'^^o,  P'=::o.  Ces  valeurs  n'annulent  pas  P,  et  A  sera 
positif  pour  les  petites  valeurs  de  p.  Si  l'on  prend  au  contraire  des 
valeurs  de  a,  p,  y  vérifiant  les  relations  P  =  o,  P"=o,  A  sera 
négatif  pour  les  petites  valeurs  de  p. 
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La  mélhode  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  c^est  toujours  la  discussion  d'une  forme  quadra- 
tique qui  joue  un  rôle  prépondérant.  Dans  le  cas  d'une  fonction 
de  trois  variables  seulement  u  ■=if{^x^  y^  z\  on  peut  remarquer 
que  la  question  revient  à  étudier  la  nature  d'une  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier.  Considérons  en  effet  la  surface  S 
qui  a  pour  équation 

cette  surface  passe  évidemment  par  le  point  Mo  de  coordonnées 
(^07  yoj  >2o)  et,  si  la  fonction  y*(^,  y^  z)  est  maximum  ou  mini- 
mum, ce  point  Mo  est  un  point  singulier  de  S.  Cela  posé,  si  le 
cône  des  tangentes  en  M©  est  imaginaire,  on  a  vu  que  F(^,y,  z) 
conservait  un  signe  constant  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  centre  M« 
et  de  rayon  assez  petit;  il  y  a  eflfectivement  maximum  ou  minimum 
pour  f(x^  y,  5).  Mais  si  le  cône  des  tangentes  est  réel,  ou  se 
décompose  en  deux  plans  réels  et  distincts,  il  y  a  plusieurs  nappes 
de  surface  passant  au  point  M©,  et  F(:r,  y^  z)  change  de  signe 
lorsque  le  point  (^,  y,  z)  traverse  une  de  ces  nappes. 

60.  Distance  d'un  point  à  une  surface.  —  Soit  à  trouver  les  valeurs 
maxima  et  minima  de  la  distance  d'un  point  fixe  (a,  b,  c)  à  une  surface  S 
représentée  par  Téquation  F(a7,  ^,  ;;)  =  o.  Le  carré  de  la  distance 

u  =  d^=(x  —  ay-+-(y  —  b)i-^{z  —  c)* 

est  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  seulement,  x  et  y  par 
exemple,  si  l'on  considère  z  comme  une  fonction  de  a;  et  de  ^  définie  par 
l'équation  F  =  o.  Si  u  est  maximum  ou  minimum  pour  un  point  (^,y,  z) 
de  la  surface,  on  doit  avoir,  pour  les  coordonnées  de  ce  point 

i  au       .  .        .  .  dz 

d'autre  part,  de  l'équation  F  =  o,  on  tire 

dF       d¥  àz  dF       dF  àz 


àx    '    dïdx=^'         5;-^^^5^=^' 
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(;l  les  relations  précédentes  deviennent 

X  —  a  _  y  —  b  _  z  —  c 

dx  dy   •  dz 

ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  S  au  point  {x^  y,  z)  passe  par 
le  point  (a,  bj  c).  Les  points  cherchés  sont  donc,  en  laissant  de  côté  les 
points  singuliers  de  la  surface  S,  les  pieds  des  normales  abaissées  du 
point  (a,  6,  c)  sur  la  surface  S.  Pour  examiner  si  un  de  ces  points  répond 
effectivement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  nous  prendrons  ce  point 
pour  origine  et  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy,  de  façon  que  le  point 
donné  soit  sur  Taxe  Oz.  La  fonction  à  étudier  est  alors 

u  =  .r*H- j*-T-  {z  —  c)*, 

z  étant  une  fonction  f(Xj  y)^  qui  est  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  pour  ir  =^  =  o.  En  désignant  par  r,  5,  t  les  dérivées  partielles 
du  second  ordre  de  z,  on  a,  pour  Forigine, 

dx^  dxdy  dy^  ^  ' 

et  tout  revient  à  étudier  le  signe  du  polynôme 

A(r)  =  c*5' — (1  ^  cr){\  —  et)  =  c^{s^—  rt)  ^  (r  -^r  t)c  —  1; 

les  racines  de  l'équation  A(c)  =  o  sont  toujours  réellesi  en  vertu  de  l'iden- 
tité (r -+- r)*-h4(«* — rt)  =  is^-h  {r~  t)*.  Gela  posé,  plusieurs  cas  sont 
à  distinguer,  suivant  le  signe  de  5* —  rt. 

Premier'  cas,  —  Soit  s^ —  rt  <,  o.  L'équation  A(c)  =  o  a  deux  racines 
de  même  signe  Ci  et  Cj,  et  l'on  peut  écrire  A(c)  =  (5* —  rt)(e  —  C|)(c  —  Cj). 
Marquons  les  points  Ai  et  A]  de  l'axe  des  z  de  coordonnées  Ci  et  c^;  ces 
deux  points  sont  du  même  côté  de  l'origine  et,  en  supposant  r  et  t  posi- 
tifs, ce  qu'on  peut  toujours  faire,  ils  sont  tous  les  deux  sur  la  partie  posi- 
tive de  0.3.  Si  le  point  donné  A(o,  o,  c)  est  en  dehors  du  segment  Ai  As, 
A(c)  est  négatif  et  la  distance  OA  est  maximum  ou  minimum.  Pour 
savoir  lequel  des  deux  cas  se  présente,  il  faut  consulter  le  signe  de  i  —  cr; 

ce  coefficient  ne  s'annule  que  pour  la  'valeur  c  =  -*  qui  est  comprise 

entre  Ci  et  Cj,  car  on  a  A(  -  j  =  -j»  Or,  pour  c  =  o,  i  —  cr  est  positif;  il 

est  donc  positif  si  le  point  A  est  du  môme  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  Ai  As,  et  la  distance  OA  est  minimum.  Elle  est  au  contraire 
maximum  si  le  point  A  est  situé  de  l'autre  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  A|At.  Si  le  point  A  est  entre  les  points  Ai  et  Aj,  la  distance 
n'est  ni  maximum  ni  minimum.  Il  y  a  doute  pour  les  points  Ai  et  At  eux- 
mêmes. 
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Deuxième  cas.  —  Soit  5* —  rf  >  o.  Les  racines  Ci  et  Ci  de  A(c)  =  o  sont 
Tune  positive,  l'autre  négative,  et  les  points  Ai  et  Â^  sont  de  part  et 
d'autre  de  l'origine.  Si  le  point  A  n'est  pas  compris  entre  Ai  et  Aj,  A(c) 
est  positif,  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  le  point  A  est  compris 
entre  Ai  et  Aj,  A(c)  est  négatif,  i  —  cr  est  positif  et,  par  suite,  la  dis- 
tance OA  est  minimum. 

Troisième  cas.  —  Soit  5'—  rt  —  o.  On  a  ^(c)  =  (r-^  t)(c  —  Ci).  On 
voit  comme  tout  à  l'heure  que  la  distance  AO  est  minimum  si  le  point  A 
est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  point  Ai  de  coordon- 
nées (o,  o,  Cl),  et  qu'il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  le  point  Ai  est 
entre  le  point  A  et  l'origine. 

Les  points  Ai  et  Aj  jouent  un  rôle  fondamental  dans  l'étude  de  la  cour- 
bure; ce  sont  les  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  S  au 
point  O. 

61.  Maxima  et  minima  des  fonctions  implicites.  —  Il  arrive 
souvent  que  l'on  a  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables,  ces  variables  étant  liées  par  une 
ou  plusieurs  relations.  Soit,  par  exemple,  bi  =f(^x,  y^  z^  u)  une 
fonction  des  quatre  variables  x^  y^  z^  w,  assujetties  à  vérifier  les 
deux  relations 

/i(Xy  jr,  5,  M)  =0,  fli^^yj  Z,  a)  =  0. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  x  çX  y  comme  deux  variables 
indépendantes,  z  et  u  comme  des  fonctions  de  a:  et  de  j^  définies 
par  les  relations  précédentes.  Les  conditions  pour  que  (o  soit 
maximum  ou  minimum  sont  les  suivantes  : 

àf       df  dz       df  du  df       àf  dz       df  du 

^^^^^^  ^^^^^^  ^iHV«^^  «^^1^^^  ^V^BIM  ^^^^^^^  ^^^_^^^  ^^^^^         M  ^  ^^rm^^^^  ^^^v^  m^^^^^  ^PB^^^B^  ^^^M^A  ^^^^^^B  ^^^^^^m  ^^^^?         M  1 

dx    '    dz  âx       du  dx         '         dy       dz  dy       du  dy         ' 
d'ailleurs  les  dérivées  partielles  t->  3->  ^->  t-  sont  données  par 

^  dx    dx    dy    dy  *^ 

les  relations 

àf\  ^  dfx   dz        dfy  du 
dx        dz   dx        du  dx 

àfx        d/i   dz        dfi  du  _ 


à/t    j    àft   dz    ^    d/i  du 
dx         dz   dx        du  dx 

=  o, 

àfi    j    d/i   dz    ^    df^  du 
dy         dz  dy        du  dy 

=  o, 

dy         dz  dy    '    du  dy         ' 

.  11.1-     '       '        y     dz    du    dz    du  j    .  ,  ,     . 

et  1  élimination  de  ^->  ^-,  ^-^  -r-  conduit  aux  deux  relations 

dx    dx    dy    dy 

/5,-^  D(/, /../»)    „  D(/, /.,/.)_„ 


l44  CHAPITRE  III.    —   FORMULE   DE  TAYLOR,   ETC. 

qui,  jointes  aux  relations  f^  =  o,  /i^  o,  déterminent  les  valeurs 
de  x^  y^  Zj  u  correspondant  à  un  maximum  ou  à  un  minimum. 
Or  les  deux  équations  (27)  expriment  que  l'on  peut  trouver  pour 
A  et  [JL  des  valeurs  telles  que  Ton  ait 


(28) 


^  àx  dx  ~^      dx  '         ày    ^      dy  dy  ' 


\ 


dz  dz        ^  dz  du  du        ^  du 


l^±7=-o- 


On  peut  donc  remplacer  les  deux  conditions  (27)  par  les  quatre 
équations  (28),  en  considérant  X  et  a  comme  deux  inconnues 
auxiliaires. 

La  démonstration  est  évidemment  générale,  et  Ton  peut  énoncer 
la  règle  pratique  suivante  :  Etant  donnée  une  fonction 

de  n  variables  liées  par  h  relations  distinctes 

pour  trouver  les  valeurs  de  x^,  X2,  . .  . ,  ^«  qui  rendent  cette 
fonction  maximum  ou  minimum,  il  faut  égaler  à  zéro  les  dé- 
ri^^ées  partielles  de  la  fonction  auxiliaire  ' 

f-+-  ^1^1 -H.  .  .-f-  X/^cp/i, 

en  regardant  Xi,  X2,  .  .  . ,  )v>i  comme  des  constantes. 

62.  Autre  exemple.  —  Voici  un  autre  exemple  où  le  minimum  ne  s'ob- 
tient pas  toujours  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles.  Étant  donné 
un  triangle  ABC,  soit  à  trouver  le  point  P  du  plan  de  ce  triangle  pour 
lequel  la  somme  des  distances  PA  -h  PB  -+-  PC  est  la  plus  petite  possible. 
Soient  (ai,  ôj),  (aj,  6j),  (aa,  63)  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C, 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires;  nous  avons  à  chercher  le  minimum 
de  la  fonction 

les  trois  radicaux  étant  pris  avec  leur  détermination  positive.  Cette  équa- 
tion (29)  représente  une  surface  S  qui  est  évidemment  tout  entière  au- 
dessus  du  plan  des  xy,  et  la  question  revient  à  trouver  le  point  de  cette 
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surface  le  plus  rapproché  du  plan  des  xy.  On  tire  de  la  relation  (29) 
àz  X  —  a\  X  —  a% 


dx       /(-^__a,)^-H(7-6o»    ■    v/(ar-a,)'-+-(7-^«)' 

X «3 


v/(a7— aa)*^-(7  — 63)» 

dz  r  — ^1  y  —  bt 


r  — ^3        _  . 

/( ^  -^«3  )'-H(7  —  ^7)»  ' 

nous  voyons  que  ces  dérivées  sont  continues,  sauf  dans  le  voisinage  des 
points  A,  B,  G,  où  elles  deviennent  indéterminées.  La  surface  S  a  donc 
trois  points  singuliers,  qui  se  projettent  aux  trois  sommets  du  triangle 
donné.  Le  minimum  de  z  est  donné  par  un  point  de  la  surface  S  où  le 
plan  tangent  est  parallèle  au  plan  des  xy,  ou  par  un  de  ces  points  singuliers. 

Pour  résoudre  les  équations  ^  =  o,  -r-  =  o,  écrivons-les 

^  ox  oy 

X — «1  X —  «2  X  —  <73 


y  — ai  ,  y  —  àf  y  —  bz 


^{x  —  ai)«-h(7  -  60*       ^{x  -  a^)^-^{y  -  6,)»  )/{x  -  «j^ h-  (7  -  ^3)*  ' 

si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

,  ^  {3P  —  a\){x  —  a^)  -^r  {y  —  bx)(  y  —  ht)  _  ^ 

L'interprétation  géométrique  de  cette  condition  est  bien  facile  :  si  nous 
appelons  a,  ^  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  PA  avec  Ox 
et  Oy,  et  de  même  t!  et  ^'  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  PB 
avec  les  axes,  on  peut  l'écrire 

i-h2(aa'-h??')  =  o 
ou,  en  appelant  (o  Pangle  APB, 

2  COS(i>  -h  I  =  o. 

L'équation  précédente  exprime  donc  que  du  point  P  on  voit  le  segment  AB 
sous  un  angle  de  rio°.  Pour  la  même  raison,  chacun  des  angles  BPG  et  CPA 
doit  être  de  120".  Il  est  clair  que  le  point  P  (*)  doit  être  à  Tintérieur  du 
triangle  ABC,  et  qu'il  ne  peut  exister  un  point  jouissant  de  cette  propriété 
que  si  aucun  des  angles  du  triangle  ABC  n'est  égal  ou  supérieur  à  120". 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

G.  10 
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Lorsqu'il  en  est  ainsi,  le  point  P  est  unique  et  s'obtient  par  l'intersection 
de  deux  arcs  de  cercle  faciles  à  tracer.  Dans  ce  cas,  le  minimum  est  fourni 
par  le  point  P  ou  par  l'un  des  sommets  du  triangle;  mais  il  est  facile  de 
vérifier  que  la  somme  PA  -t-  PB  -h  PC  est  plus  petite  que  la  somme  de 
deux  des  côtés  du  triangle.  Les  angles  APB  et  APC  étant  de  120°,  les  deux 
triangles  PAG,  PBA  nous  donnent  en  effet 

AB  =  /a»-f-  b^-habf        \C  ==  ^a^-^  c*-h  ac, 

en  posant  PA  =  a,  PB  =  b,  PC  =  c;  or  on  a 

v/a* -+-  6'  +  aô  >  6  H — ,         /a*-h  c*H-  ac^  c-\ — y 

'JL  2 

comme  on  le  vérifie  immédiatement  en  élevant  au  carré,  et  par  suite 

AB  H-  AC  >  a  -+-  6  -f-  c. 

C'est  donc  le  point  P  qui  donne  le  minimum. 

Lorsque  le  triangle  ABC  a  un  angle  supérieur  ou  égal  à  120%  il  n'existe 
pas  de  point  P  d'où  l'on  voie  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  sous  un  angle 
de  120'',  et  la  surface  S  n'admet  pas  de  plan  tangent  parallèle  au  plan 
des  xy.  Le  minimum  est  alors  fourni  par  l'un  des  sommets  du  triangle,  et 
il  est  évident  que  c'est  par  le  sommet  de  l'angle  obtus.  C'est  ce  qu'il  est 
aisé  de  vérifier  géométriquement. 

63.  Théorème  de  d'Alembert.  —  Soit  F(2r,^)  un  polynôme  à  deux 
variables  x^  y,  ordonné  par  groupes  homogènes  de  degré  croissant, 

H   étant  constant.   Si  l'équation  «pp(ar,  7)  =  o,   considérée  comme  une 

y 

équation  en  —y  admet  une  racine  simple,  il  est  impossible  que  la  fonc- 

tion  F(a?,  7)  soit  maximum  ou  minimum  pour  x  =y  =0.  Il  résulte  en 

effet  de  la  discussion  qui  a  été  faite  plus  haut  que  l'on  pourra  trouver  sur 

la  surface  zH-H  =  F(a?,  7)  des  sections  planes  situées  dans  des  plans 

passant  par   l'axe   0^,  dont  les  unes  seront  situées  au-dessus  du  plan 

des  xy,  les  autres  au-dessous  de  ce  plan,  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

On  peut  déduire  de  cette  remarque  une  démonstration  du  théorème  de 

d'Alembert.  Soit /(z)  un  polynôme  entier,  de  degré  m  à  coefficients  ifùel- 

conques, 

/{z)  =  AqH-  A.iz  -h  AJ^*-^. .  .-j-Am-s'"» 

ou,  en   mettant  en  évidence  lès  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 
f(x  H-  iy)  =  ao-f-  ibo  -^  (a,  -f-  ibi){x  -+-  17)  -h . . . -h  (am-^  ibm){^  -♦-  *»"* 
do,  60,  ai,  61,  . . .,  Um,  bm  étant  réels.  On  peut  encore  l'écrire 
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en  posant 

Q  =  ^0  -+-  ^1  ^  -T-  cL\y  -+..., 
et  Ton  a  ^ 

|/(z)|  =  /PM:"Q^. 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  \f{z)\  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pi_l_  Qî  ne  peut  être  minimum  pour  a?=^  =  o,  à  moins  que  l'on  n'ait 
ao=6o  =  o.  On  peut  écrire  en  effet,  en  employant  les  coordonnées  po- 
laires p  et  <p,  et  en  supposant,  pour  plus  de  généralité,  que  le  premier 
coefficient  qui  n'est  pas  nul  à  partir  de  Ao  est  le  coefficient  Â^, 

P  =  a©-*-  (apCOs/?<p  —  6pSin/?<p)p/'-t-. . ., 
Q  =  6o-f-  {bp  cos/>«p-f-apsin/?ç)pA'-h. .., 
pi -+- Qi  =  a  J -h  6  J -h  a  p/»  [(«0  «/> -H  ^0  6p)  cosjD  ç> -f- (60  ap — «0  ^p)  sinjD  «p] -h . . . , 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  ^ p  par  rapport  à  p.  Or 
l'équation 

(«o^/ti-H  bobp)cosp^  ■+■  (boUp —  a^bp)  sin^pcp  =0 

donne  tang/70  =  K,    ce  qui  détermine  p  droites  distinctes,  faisant  entre 

elles  des  angles  égaux  à  — «Il  est  donc  impossible,  d'après  la  remarque 

P 
faite  plus  haut,    que  P*-f-  Q*  soit  minimum  pour  x  =y  =  o,  à  moins  que 

l'on  n'ait  à  la  fois 

aoUp-i-  bQbp^=^Oj        boap  —  aobp=Oy 

et,  comme  aJ-H  6|  n'est  pas  nul,  il  faudra  que  l'on  ait  ao—  60  =  0,  c'est- 
à-dire  que  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de/(^)  soient  nulles 
séparément. 

Si  1/(^)1  est  mini  mum  pour  a:  =  a,  ^  =  p,  on  ramène  ce  cas  au  précé- 
dent en  posant  2  =  a  -♦-  t'p  -h  z',  et  l'on  en  conclut  que  1/(^)1  ne  peut  être 
minimi4m  sans  que  P  et  Q  soient  nuls  séparément  pour  x  =  et,  y  =  ^. 

Le  module  de  /(z)  doit  passer  par  un  minimum  pour  une  valeur  au 
moins  de  z,  car  ce  module  augmente  indéfiniment  lorsque  le  module  de  z 
augmente  indéfiniment.  On  a,  en  effet,  en   posant  x  =  p  coso,  y  =  p  sin(p, 

P«H-Q«=(aJ,+  6î,)p«'«-t-..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  à  2m  en  p,  ce  qu'on  peut 
écrire 

/pripQî  =  p'n(v/a^-t-6J,-h  e), 

e  tendant  vers  zéro  lorsque  p  croit  indéfiniment.  On  peut  donc  décrire  un 

cercle  de  rayon  R  assez  grand  pour  que  la  valeur  de  /P*-i-  Q*  soit  supé- 
rieure en  tous  les  points  de  ce  cercle  à  la  valeur  de  cette  même  fonction 
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pour  Torigine,  par  exemple;  il  s'ensuit  qu'il  y  aura  au  moins  un  point 

ar  =  a,       7  =  |i, 

à  l'intérieur  de  ce  cercle,  pour  lequel  /P*-i-  Q*  sera  minimum.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  démontrer,  le  point  x  =  a,  y  =  ^  est  un  point 
d'intersection  des  deux,  courbes  P=o,  Q  =  o;  ce  qui  revient  à  dire 
que  ^  =  a  -H  P  t  est  racine  de  l'équation  f{z)  =  o. 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  le  précédent,  nous  admettons  qu'une 
fonction  de  deux  variables  (a:,  y),  continue  à  l'intérieur  d'une  aire 
fermée,  atteint  effectivement  une  valeur  minimum  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  de  cette  aire.  C'est  une  propriété  que  l'on  admet  sans  peine, 
mais  que  l'on  démontre  d'ailleurs  en  toute  rigueur  {voir  plus  loin,  Cha- 
pitre VI). 

EXERCICES. 

1.  Le  nombre  0  qui  fîgure  dans  la  forme  du  reste  de  Lagrange  a  pour 
limite lorsque  h  tend  vers  zéro,  pourvu  q\icJ^^-^^Ha)  ne  soit  pas  nul. 

2.  Soit  F{x)  un  déterminant  d'ordre  n  dont  tous  les  éléments  sont  des 
fonctions  de  x\  la  dérivée  F'(x)  est  la  somme  de  n  déterminants  qui 
s'obtiennent  en  remplaçant  successivement  tous  les  éléments  d'une  ligne 
par  leurs  dérivées. 

Que  devient  cet  énoncé  pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur? 

3.  Trouver  les  valeurs  maxima  et  minîma  de  la  distance  d'un  point  à 
une  courbe  plane  ou  gauche,  de  deux  points  de  deux  courbes,  de  deux 
points  de  deux  surfaces. 

4.  Les  points  d'une  surface  S,  pour  lesquels  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  n  points  fixes  est  maximum  ou  minimum,  sont  les  pieds  des  nor- 
males abaissées  sur  cette  surface  du  centre  des  moyennes  distances  des 
n  points  fixes  donnés. 

3.  De  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  quatre  côtés 
donnés,  celui  qui  a  la  plus  grande  surface  est  inscriptible  dans  une  cir- 
conférence. 

Extension  aux  polygones  de  n  côtés. 

6.  Maximum  du  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  inscrit  dans  un 
ellipsoïde. 

7.  Trouver  les  axes  d'une  quadrique  à  centre  en  considérant  les  sommets 
comme  les  points  dont  la  distance  au  centre  est  maximum  ou  minimum. 

8.  Même  problème  pour  les  axes  de  la  section  centrale  d'un  ellipsoïde. 
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9.  Trouver  Tellipse  d'aire  minimum  passant  par  les  trois  sommets  d'un 
triangle,  et  l'ellipsoïde  de  volume  minimum  passant  par  les  quatre  som- 
mets d'un  tétraèdre. 

10.  Trouver  le  point  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  données 

et  à  un  point  donné  est  minimum. 

[Joseph  Bertrand.] 

11.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 

log(j'-i-  2)  =  2  log(ar-f- 1)  —  2  log(x —  i)^-  log(a7  —  2) 

r  2  I    /  2  \»  1  /  2  V  "1 

[Série  de  Borda]; 

log(a?H-  5)  =  log(a?^-  4)  -+-  log(a7  -f-3)  —  ^\ogx 

-+■  log(a7  —  3)4-  log(a?  —  4)  —  log(4?-— 5) 

I  a?*— 25 37*+ 72        3  \a7* — 2607* -H  72/   "^""J 

[Série  de  Haro]. 


CHAPITRE  IV. 

INTÉGRALES  DÉFINIES 


I.  —  MÉTHODES  DIVERSES  DE  QUADRATURE. 

64.  Quadrature  de  la  parabole.  —  La  détermination  de  Taire 
d'une  courbe  plane  est  un  des  problèmes  qui  ont  le  plus  exercé 
la  sagacité  des  géomètres.  Parmi  les  exemples  que  nous  ont  laissés 
les  anciens,  un  des  plus  célèbres  est  la  quadrature  de  la  parabole 
par  Archimède;  nous  allons  indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie. 

Soit  à  déterminer  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  parabole  ACB 


Fig.  8. 


et  la  corde  AB.  Menons  le  diamètre  CD  joignant  le  milieu  D  de 
AB  au  point  C  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB,  les  cordes  AC 
et  BC,  et  prenons  les  points  E  et  E'  où  la  tangente  est  paral- 
lèle respectivement  aux  deux  cordes  BC  et  AC.  Nous  allons 
d'abord  comparer  l'aire  du  triangle  BEC,  par  exemple,  à  celle 
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du  triangle  ABC.  Menons  la  tangente  ET  qui  coupe  CD  au 
point  T,  le  diamètre  EF  qui  coupe  CB  en  F,  et  enfin  les  paral- 
lèles EK,  FH  à  la  corde  A.B.  D'après  une  propriété  élémentaire 
de  la  parabole,  on  a  TC  =  CK;  d'ailleurs  CT  =  EF  =  KH  et, 

par  suîle,  EF  =  —  =  — t-«  Les  aires  des  deux  triangles  BCE, 

BDC,  ayant  la  base  commune  BC,  sont  entre  elles  comme  les 
hauteurs,  ou  comme  les  droites  EF,  CD.  L'aire  du  triangle  BCE 
est  donc  égale  au  quart  de  l'aire  du  triangle  BCD,  ou  au  hui- 
tième de  l'aire  S  du  triangle  ABC;  l'aire  du  triangle  ACE'  a 
évidemment  la  même  valeur.  En  opérant  de  la  même  façon  sur 
chacune  des  cordes  BE,  CE,  CE',  E'A,  on  obtient  quatre  nou- 
veaux triangles  dont  l'aire  est  égale  à  r^»  et  ainsi  de  suite.  La 

^ïème  opération  conduira  à  2"  triangles,  l'aire  de  chacun  d'eux 

S 
étant  égale  à  ^*  L'aire  du  segment  de  parabole  est  évidemment 

égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  aires  de  tous  ces 
triangles,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  à  la 
somme  de  la  progression  géométrique  décroissante 

c       S        S  S 

qui  a  pour  valeur  ^.  On  voit  donc  que  l'aire  cherchée  est  égale 

aux  ^  de  Vaire  du  parallélogramme  construit  sur  AB  et  (ÎD. 

Tout  en  admirant  l'ingéniosité  de  cette  méthode,  on  ne  peut 
s'empêcher  de  remarquer  que  le  succès  tient  uniquement  aux 
propriétés  particulières  de  la  parabole,  et  que  le  procédé  n'a- 
rien  de  général.  Les  autres  exemples  de  quadrature  dus  aux 
anciens,  que  nous  pourrions  citer,  ne  feraient  que  confirmer 
cette  remarque;  chaque  courbe  nouvelle  exigeait  un  nouvel  arti- 
fice. Mais,  quel  que  fût  l'artifice  employé,  on  décomposait 
toujours  l'aire  à  évaluer  en  éléments  dont  le  nombre  augmentait 
indéfiniment,  et  il  fallait  chercher  la  limite  de  la  somme  de  ces 
aires  partielles.   Laissant  de  côté  les  procédés  particuliers  (*), 


(*)  On  trouyera,  dans  le  Traité  de  Duhamel,  un  grand  nombre  d'exemples  de 
déterminations  d'aires,  d'arcs  et  de  volumes,  par  les  procédés  des  anciens. 
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nous  allons  indiquer  tout  de  suite  la  méthode  générale  de  décom- 
position qui  nous  conduira  tout  naturellement  au  calcul  intégral. 

65.  Méthode  générale.  —  Soit,  pour  fixer  les  idées,  à  évaluer 
l'aire  S  comprise  entre  un  arc  de  courbe  AMB,  un  axe  xx'  qui  ne 
rencontre  pas  cet  arc,  et  les  deux  perpendiculaires  AAo  et  BB© 
abaissées  des  points  A  et  B  sur  xx^ \  nous  supposerons  de  plus 
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qu'une  parallèle  à  ces  droites  AA©,  BBq,  ne  peut  rencontrer 
Tare  AMB  en  plus  d'un  point,  comme  l'indique  \zjig,  g. 

Décomposons  le  segment  AqBo  en  un  certain  nombre  de  par- 
ties, égales  ou  inégales,  par  des  points  de  division  P|,  P2,  •••, 
P/i-ij  et  par  ces  points  de  division  menons  des  parallèles  P|Qi, 
P2Q2Î  •  •  •,  P/i_iQ«-!  à  la  droite  AA©,  qui  rencontrent  l'arc  AB 
aux  points  Q^,  Q2,  .  .  .,  Q/i_i  respectivement. 

Puis  par  A  menons  une  parallèle  à  xx^  qui  coupe  P^Qi  au 
point  9,,  par  Q,  une  parallèle  à  xx^  qui  coupe  P2Q2  au  point  q%^ 
et  ainsi  de  suite.  Nous  obtenons  ainsi  une  suite  de  rectangles  R4, 
R2,  . .  .,  R|,  . . . ,  R/i;  chacun  d'eux  peut  être  tout  entier  à  l'inté- 
rieur du  contour  AB  Bq  Aq,  mais  il  peut  aussi,  comme  l'indique  la 
figure,  avoir  une  partiel  à  l'extérieur  de  ce  contour. 

Nous  désignerons  par  a/  Taire  du  rectangle  R/,  et  par  P/  l'aire 
limitée   par  le  contour  Pi.i  P/Q/Qz-i.  Observons   d'abord   que 

chacun  des  rapports  £l,  ^,  . . .,  Ê^,  . . .,  tend  vers  l'unité  lorsque 

le  nombre  des  points  de  division  augmente  indéfiniment,  de  façon 
que  toutes  les  dislances  AoPi,  P4P2>  •••?  Pi-i  Pi,   •••,  tendent 

vers  zéro.  En  effet,  le  rapport  —  >  par  exemple,  est  évidemment 
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compris  entre  -^ — 4c —  et  =j — j:: — >   li  et  L/  étant  les  distances 

maiimum  et  minimum  d'un  point  de  Tare  Qi_4  Q/  à  Taxe  xx' \  il 
est  clair  que  ces  deux  rapports  tendent  vers  l'unité  lorsque  la 
distance  P|_|P/  devient  infiniment  petite.  Cela  posé,  le  rapport 

0L\-\~  Otj  H-  .  .  .  -f-  Ot/i 

qui  est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

Û-»  û^»  *">  o-y  aura  aussi  pour  limite  l'unité  lorsque  le  nombre 

Pi     Pt  ?a  '  ^ 

des  rectangles  augmente  indéfiniment.  Or  le  dénominateur  de  ce 
rapport  est  constant  et  égal  à  l'aire  cherchée  S;  par  suite,  cette 
aire  est  aussi  égale  à  la  limite  de  la  somme  ai  4- a2  +  . .  .-f- ««, 
lorsque  le  nombre  n  des  rectangles  augmente  indéfiniment,  de 
façon  à  satisfaire  à  la  condition  indiquée  plus  haut. 

Pour  déduire  de  là  une  expression  analytique  de  Taire,  suppo- 
sons que  Ton  ait  rapporté  la  courbe  AB  à  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires, l'axe  Ox  coïncidant  avec  xx'.  Soit  y==/(^x)  l'équa- 
tion de  la  courbe  AB;/(x)  est  par  hypothèse  une  fonction  continue 
de  a:  lorsque  j:  varie  entre  les  limites  a  et  6,  abscisses  des  points  A 
et  B.  Si  l'on  désigne  par  X|,  X2j  •  •  ,  Xn-t  les  abscisses  des  points 
de  division  P|,  P2,  . . .,  P/i_.i,  les  bases  des  rectangles  précédents 
sont  Xi  —  a,  X2  —  Xi,  .  - .,  a;/ —  Xi_i^  . . .,  b  —  Xn^\^  et  les  hau- 
teurs sont  de  même  /(«),  /{xt),  ...,  /(j:/_i),  ...,/(^«_i). 
L'aire  S  est  donc  égale  à  la  limite  de  la  somme 

lorsque' le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  toutes 
les  différences  j?|  —  a^  X2  —  x^,  . . .,  tendent  vers  zéro. 

66.  Exemples.  —  Si  on  divise  la  base  AqBq  en  n  parties  égales, 
de  longueur  h,{b  —  a  =  nh)^  tous  les  rectangles  ont  la  même 
base  A,  et  les  hauteurs  sont  respectivement 

/(a),    /(a-f-A),    /((H-aA),     ...,    /[a -4- (/i  -  i)/i]; 

on  a  donc  à  chercher  la  limite  de  la  somme 
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où 

,        b  —  a 

h  =  , 

n 

lorsque  le  nombre  entier  n  augmente  indéfiniment.  Le  calcul  est 
facile  lorsqu'on  sait  trouver  la  somme  des  valeurs  Aq  f{x)  pour 
des  valeurs  de  x  formant  une  progression  arithmétique.  C'est  ce 
qui  a  lieu  siy(:r)  se  réduit  à  une  puissance  entière  Aex,  ou  encore 

si  l'on  ay(x)  =  sin/wa:  ou/(j:)  =  cos/w^ Reprenons,  par 

exemple,  la  parabole  x^'=.7.py  et  proposons-nous  d'avoir  Taire 
comprise  entre  un  arc  OA  de  cette  parabole,  l'axe  des  x  et  la 
droite  ^  =  a,  passant  par  l'extrémité  A.  La  base  étant  divisée 
en  n  parties  égales,  de  longueur  h  [nh  =  a),  nous  avons,  d'après 
ce  qui  précède,  à  chercher  la  limite  de  la  somme 

on  a  entre  parenthèses  la  somme  des  carrés  des  {n  —  i)  premiers 

nombres,  c'est-à-dire  — —      ^'^ — ^^9  et  la  somme  précédente  est 

égale  à 

n(n  —  i)(2n  —  i)     _ 


i2pn^ 


a*. 


Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  cette  somme  a  évidemment 

pour  limite  ^—  =  -  a  — ,  ou  le  tiers  du  reclane;le  construit  sur  les 
^  Qp       Z      ip  ^ 

deux  coordonnées  du  point  A,  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le 
résultat  obtenu  plus  haut. 

Dans  d'autres  cas,  comme  dans  l'exemple  suivant  dû  à  Fermât, 
il  vaut  mieux  prendre  pour  abscisses  des  points  de  division  des 
nombres  en  progression  géométrique. 

Soit  à  trouver  l'aire  comprise  entre  la  courbe  y  =  A  art*,  l'axe 
des  X  et  les  deux  droites  :r  =  a,  j?  =  6,  (o  <  a  <  6),  l'exposant  [x 
étant  quelconque.  Pour  cela,  nous  insérerons,  entre  a  et  b,  n  —  i 
moyens  géométriques,  de  façon  à  avoir  la  suite 

a,     a(i-ha),     a(i4-a)«,     ...,     «(i-Ha)'*-^     b, 

le  nombre  a  satisfaisant  à  la  condition  a(ï -h  a)"^  6;  les  nombres 
précédents  étant  pris  pour  abscisses  des  points  de  division,  les 
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ordonnées  correspondantes  ont  pour  valeurs 

et  l'aire  du  jp**""®  rectangle  a  pour  expression 

[a(i  -H  0L)P  —  a{i  H-  (x)P'^]kaV-{i  -h  a//»-»'!*  —  Aal*+» a(i  -4-  a)«/»-»H(i+i). 

La  somme  des  aires  de  tous  ces  rectangles  est  donc  égale  à 

Aaï*^-»a[i  -h (i -h a)ï*+-J  h-  (i 4-  «)«<(*-»-»'-♦-. . . -h  (i-f-  a)i»-i)((i4-i)] ; 

si  [X  +  1  n'est  pas  nul,  ce  que  nous  supposerons  d'abord,  la 
somme  entre  parenthèses  est  égale  à  — ^-r— ^ et,  en  rem- 
plaçant a(i  -f-  a)"  par  b,  on  peut  écrire  la  somme  précédente 


(i-f-a)!*-»-»  — I 


Quand  a  tend  vers  zéro,  le  quotient  ^—^ — a  pour  limite 

la  dérivée  de  (i  +  a)t*+*    par  rapport    à   a,   pour   a  =  o,   c'est- 
à-dire  |x  -i-  I  ;  l'aire  cherchée  est  donc  égale  à  — — • 

Lorsque  [x=  —  i,  le  calcul  ne  s'applique  plus.  La  somme  des 
aires  des  rectangles  inscrits  est  égale  à  nAa,  et  il  faut  chercher 
la  limite  du  produit  noL,  /i  et  a  étant  liés  par  la  relation 

a(i  H-  a)'»=  6. 
On  tire  de  là 

.     b          OL  .     b  I 

/la  =  log-  j — =  log- 


a  log(i  -h  a)  ^a  i 

log(i-4-  a)« 

log  désignant  le  logarithme  népérien;  lorsque  a  tend  vers  zéro, 

(14- a)*  a  pour  limite  le  nombre  e,  et  le  produit  /la  a  pour 
limite  log--  L'aire  cherchée  est  donc  égale  à  A  log-  • 

67.  Fonctions  primitives.  —  L'invention  du  Calcul  intégral  a 
ramené  le  calcul  d'une  aire  plane  à  la  recherche  d*une  fonction 
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ajanl  pourdérivée  une  fonction  connue.  Soit^=y(a:)  Téqualion 
d^une  courbe  rapportée  à  deux,  axes  rectangulaires,  la  fonction/( x) 
étant  continue.  Considérons  Taire  comprise  entre  cette  courbe, 
Taxe  des  .r,  une  ordonnée  fixe  MoPo  et  une  ordonnée  variable  MP 
comme  fonction  de  l'abscisse  x  de  l'ordonnée  variable.  Cette  aire  A 
est  évidemment  une  fonction  continue  de  x,  tant  que  la  fonc- 
tion f(^x)  reste  elle-même  continue.  Afin  d'embrasser  tous  les 
cas  possibles,  nous  conviendrons  de  désigner  par  A  la  somme 
algébrique  des  aires  limitées  par  la  courbe  donnée,  l'axe  des  x  et 
les  droites  MqPo;  MP,  cliacune  des  portions  dont  peut  se  com- 
poser celte  aire  étant  afiectée  d'un  signe,  le  signe  +  pour  les  aires 
à  droite  de  MoPo  et  au-dessus  de  Ox^  le  signe  —  pour  les  aires  à 

Fi  g.  10. 


droite  de  MoPo  et  au-dessous  de  Ox,  et  la  convention  contraire 
étant  faite  pour  les  aires  à  gauche  de  MoPo»  Ainsi,  lorsque  MP 
vient  en  M'P',  on  prendra  A  égal  à  la  différence  des  deux  aires 

MoPoC-M'P'C; 

de  même,  si  MP  est  en  WV\  on  aura  A  =  M"PD  —  MoPoD. 

Ces  conventions  étant  faites,  nous  allons  montrer  que  la  fonc- 
tion continue  A  ainsi  définie  a  pour  dérivée/( x).  Prenons,  comme 
l'indique  la  figure,  deux  ordonnées  voisines  MP,  NQ,  d'abscisses  x 
el  j:-f-  Ajc.  L'accroissement  de  l'aire  AA  est  évidemment  compris 
entre  les  deux  rectangles  qui  auraient  pour  base  commune  la 
distance  PQ  et  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  ordonnées  de  l'arc  MX;  désignons  ces  ordonnées 
maxima  et  minima  par  II  et  A,  nous  pouvons  écrire 

h  Aar  <  AA  <  H  Ax, 
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AA 

OU,  en  divisant  par  Ax,  A  <  -—  <  II.  Lorsque  Ix  tend  vers  zéro, 

la  fonclion  y(j:)  élanl  continue,  H  et  h  ont  pour  limite  com- 
mune MP  ou  f{x)\  la  fonction  A  a  donc  pour  dc^rivée  f{x).  Le 
lecteur  vérifiera  sans  peine  que  la  conclusion  est  la  même,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M. 

Si  Ton  connaît  déjà  une  fonction  primitive  de/(^),  c'est-à-dire 
une  fonction  F(x)  ayant  pour  dérivéey(j?),  la  différence  A  —  F(j:) 
ajant  sa  dérivée  égale  à  zéro  se  réduit  à  une  constante  G  (n°  8). 
Pour  déterminer  la  constante  G,  il  suffit  de  remarquer  que  Faire  A 
est  nulle  pour  Tabscisse  :r  =  a  de  la  droite  Mo  Po-  On  a  donc 

A  =  F(x)  — F(a). 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  :  d'une  part,  que  la  déter- 
mination d'une  aire  plane  se  ramène  à  la  recherche  d'une  fonction 
primitive;  d'autre  part  (et  cette  conséquence  est  beaucoup  plus 
importante  pour  nous),  que  toute  fonction  continue  f{x)  est  la 
dérivée  d'une  autre  fonction.  Ce  théorème  fondamental  est  ainsi 
établi  à  l'aide  d'une  notion  géométrique  un  peu  vague,  celle  de 
l'aire  d'une  courbe  plane.  On  s'est  contenté  pendant  longtemps  de 
cette  démonstration,  mais  elle  ne  saurait  suffire  aujourd'hui.  Pour 
fournir  une  base  solide  au  Galcul  intégral,  il  est  indispensable  de 
donner  de  ce  théorème  une  démonstration  purement  analytique, 
ne  faisant  aucun  appel  à  l'intuition  géométrique.  Si  j'ai  rappelé  la 
démonstration  précédente,  c'est  non  seulement  à  cause  de  son 
intérêt  historique,  mais  aussi  parce  qu'elle  nous  fournit  l'élément 
analytique  essentiel  de  la  nouvelle  démonstration.  G'est  en  effet 
l'étude  des  sommes  telles  que  (i),  et  de  sommes  d'une  forme  un 
peu  plus  générale,  qui  va  jouer  un  rôle  prépondérant.  Avant 
d'aborder  cette  étude,  il  nous  faut  d'abord  présenter  quelques 
considérations  sur  les  propriétés  générales  des  fonctions  et  en  par- 
ticulier des  fonctions  continues  ('). 


(')  Parmi  les  trayaux  les  plus  importants  sur  la  notion  générale  d'intégrale 
définie,  je  dois  citer  ici  le  Mémoire  de  Riemann  Sur  la  possibilité  de  repré- 
senter une  /onction  par  une  série  trigonométrique  {Œuvres  de  Riemann,  tra- 
duites par  Laugel,  p.  325),  et  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Darboux  Sur  les  fonc^ 
tions  discontinues  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  a*  série,  t.  IV). 
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II.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES.  —  NOTIONS  GÉOMÉTRIQUES 

QUI  S'Y  RATTACHENT. 

68.  Limites  supérieure  et  inférieure.  —  On  dit  qu'un  ensemble 
de  nombres  est  limité  supérieurement  s'il  est  possible  de  trouver 
un  nombre  fixe  N  tel  qu'il  n'existe  aucun  nombre  faisant  partie  de 
l'ensemble  et  supérieur  à  N.  On  dit  de  même  qu'un  ensemble  est 
limité  inférieurement  s'il  est  possible  de  trouver  un  nombre  N' 
tel  qu'il  n'existe  aucun  nombre  de  cet  ensemble  inférieur  à  N'. 
Ainsi  l'ensemble  des  nombres  entiers  positifs  est  limité  inférieu- 
rement, mais  n'est  pas  limité  supérieurement;  l'ensemble  des 
nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  n'est  limité  dans  aucun  sens, 
tandis  que  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  compris  entre  o 
et  I ,  est  limité  des  deux  côtés. 

Soit  (E)  un  ensemble  limité  supérieurement.  On  peul,  relati- 
vement à  cet  ensemble,  décomposer  tous  les  nombres  en  deux 
classes.  Nous  dirons  qu'un  nombre  a  appartient  à  la  première 
classe,  s'il  existe  des  nombres  de  l'ensemble  (E)  supérieurs  à  a,  et 
qu'il  appartient  à  la  seconde  classe  si  aucun  des  nombres  de  (E) 
n'est  supérieur  à  a;  l'ensemble  considéré  étant  limité  supérieure- 
ment, il  est  clair  qu'il  existe  des  nombres  des  deux  classes.  SoitÂ 
un  nombre  de  la  première  classe  et  B  un  nombre  de  la  deuxième 
classe;  on  a  évidemment  A<^B,  et  il  existe  des  nombres  de  l'en- 
semble (E)  compris  entre  A  et  B,  tandis  qu'il  n'en  existe  aucun 

qui  soit  supérieur  à  B.  Le  nombre  G  = peut  appartenir  à  la 

première  ou  à  la  deuxième  classe;  dans  le  premier  cas,  nous  rem- 
placerons l'intervalle  (A,  B)  par  l'intervalle  (G,  B)  et,  dans  le 
second  cas,  par  l'intervalle  (A,  G).  Le  nouvel  intervalle  (A|,  B|) 
est  la  moitié  de  (A,  B)  et  possède  la  même  propriété  que  le  pre- 
mier; il  existe  au  moins  un  nombre  de  l'ensemble  (E)  supérieur 
à  A|,  et  il  n'en  existe  aucun  de  supérieur  à  B|.  En  opérant  sur 
(A<,  B|)  comme  on  a  opéré  sur  (A,  B)  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment, on  forme  une  suite  illimitée  d'intervalles  (A,  B),  (A,,  B,), 
(A2,  B2),  . . .  dont  chacun  est  la  moitié  du  précédent  et  qui  possè- 
dent la  même  propriété  que  le  premier  intervalle  (A,  B),  relative- 
ment à  l'ensemble  (E).  Les  nombres  A,  A,,  A2,  . .  •,  A;,  ne  vont 


II.   —  INTÉGRALES  DÉFINIES.   —  NOTIONS  GÉOMÉTRIQUES.  1^9 

jamais  en  décroissaDt  et  sont  tous  inférieurs  à  B;  donc  ils  tendent 
vers  une  limite  X  (n°  1).  De  même,  les  nombres  B,  B|,  B2,  ...  ne 
vont  jamais  en  croissant  et  sont  tous  supérieurs  à  A;  ils  tendent 

donc  vers  une  limite  V.  D'ailleurs  la  différence  B„  —  A/,  =  — ^^^— 

tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  X'=X.  Soit  L  celle  limite  commune;  ce 
nombre  L  est  appelé  la  limite  supérieure  de  l'ensemble  (E). 
D'après  la  façon  même  dont  on  l'a  obtenu,  il  jouit  des  deux  pro- 
priétés suivantes  : 

I**  Aucun  nombre  de  Vensemble  (E)  n^est  supérieur  à  L; 
2°  Quelque  petit  que  soit  un  nombre  positif  ^^  il  existe  tou- 
jours un  nombre  de  Vensemble  (E)  supérieur  à  L  —  e. 

Supposons  en  effet  qu'il  existe  un  nombre  de  l'ensemble  supé- 
rieur à  L,  soit  L-l-A(A>o).  Comme  B/j  tend  vers  L  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande, 
Bn  serait  inférieur  à  L  +  A,  ce  qui  est  impossible,  puisque  B,,  est 
de  la  seconde  classe.  Soit  d'autre  part  e  un  nombre  positif  quel- 
conque. A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  A,,  est  supérieur 
à  L  —  e  et,  comme  il  y  a  des  nombres  de  (E)  supérieurs  à  A^,  ils 
sont  aussi  supérieurs  à  L  —  e.  Il  est  clair  que  les  deux  propriétés 
précédentes  ne  peuvent  appartenir  à  aucun  autre  nombre  que  L. 

La  limite  supérieure  L  peut  appartenir  ou  non  à  l'ensemble  (E). 
Par  exemple,  si  l'on  prend  les  nombres  rationnels  qui  ne  dépassent 
pas  a,  ce  nombre  2  est  précisément  la  limite  supérieure  et  appar- 
tient à  l'ensemble;  au  contraire,  les  nombres  irrationnels  qui  ne 
dépassent  pas  2  ont  encore  2  pour  limite  supérieure,  mais  cette 
limite  ne  fait  pas  partie  de  Tensemble.  Observons  encore  que, 
lorsque  la  limite  supérieure  L  n'appartient  pas  à  l'ensemble  (E), 
il  y  a  toujours  une  infinité  de  nombres  de  (E)  supérieurs  à  L  —  e, 
aussi  petit  que  soit  e.  Car,  s'il  n'y  en  avait  qu'un  nombre  fini, 
c'est  le  plus  grand  de  ces  nombres  qui  serait  la  limite  supérieure, 
et  non  pas  L.  Lorsque  l'ensemble  se  réduit  à  un  système  de  n 
nombres  différents,  la  limite  supérieure  est  égale  au  plus  grand  de 
ces  n  nombres. 

On  démontre  de  la  même  façon  que,  si  un  ensemble  est  limité 
inférieurement,  il  admet  une  limite  inférieure  L',  possédant  les 
deux  propriétés  suivantes  : 
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i"  Aucun  nombre  de  C ensemble  n'est  inférieur  à  L'; 
2°  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  il  existe  un  nombre 
de  l^ ensemble  inférieur  à  L'-f-  e  (  *  ). 

69.  Oscillation.  —  So\lf{x)  une  fonction  bien  définie  dans  un 
intervalle  (a,  6),  c'esl-à-dire  telle  qu'à  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  6,  et  aux.  limites  a  et  6  elles-mêmes,  corresponde  une 
valeur  unique  de  f{x).  Cette  fonction  est  dite  finie  dans  cet 
intervalle  si  toutes  les  valeurs  qu'elle  prend  sont  comprises  entre 
deux  nombres  fixes  A  et  B.  L'ensemble  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion f{x)  est  alors  limité  supérieurement  et  inférieurement. 
Soient  M  et  m  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  cet  ensemble; 
la  différence  A  =  M  —  m  s'appelle  V oscillation  de  la  fonction /(x) 
dans  l'intervalle  (a,  b). 

Les  définitions  qui  précèdent  donnent  lieu  à  quelques  remarques. 
Pour  qu'une  fonction  soit  finie  dans  un  intervalle  (flr,  è),  il  ne 
suffit  pas  qu'elle  ait  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x. 
Ainsi  la  fonction /(x)  définie  de  la  manière  suivante  entre  o  et  i , 

/(o)  =  f>»        /(^)=->         poura:>o, 

.   possède  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x^  et  cependant 
elle  n'est  pas  finie  au  sens  que  nous  attachons  à  ce  mot,  car  on 

ay(jc)  >  A,  pourvu  que  l'on  prenne  jr  <<  t-*  De  même  une  fonc- 
tion finie  dans  l'intervalle  (a,  b)  peut  prendre  des  valeurs  qui 
diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  voudra  delà  limite  supérieure  Mou  de 
la  limite  inférieure  m,  mais  elle  n'atteint  pas  nécessairement  ces 
valeurs  elles-mêmes.  Par  exemple  la  fonction  f{x)  définie  dans 


(')  Lorsque  tous  les  nombres  peuvent  êlre,  d'après  une  propriété  particulière, 
partagés  en  deux  classes,  A  et  B,  de  telle  façon  qu'un  nombre  quelconque  de  la 
classe  A  soit  inférieur  à  un  nombre  quelconque  de  la  classe  B,  la  limite  supé- 
rieure L  des  nombres  de  la  classe  A  est  en  môme  temps  la  limite  inférieure  des 
nombres  de  la  classe  B.  Il  est  clair  d'abord  que  tout  nombre  supérieur  à  L  est 
de  la  classe  B;  s'il  existait  un  nombre  L'  <  L,  faisant  partie  de  la  classe  B,  il 
en  serait  de  même  de  tout  nombre  supérieur  à  L'.  On  voit  donc  que  tout  nombre 
inférieur  à  L  est  de  la  classe  A,  tout  nombre  supérieur  à  L  est  de  la  classe  B;  le 
nombre  L  lui-même  peut  appartenir  à  Tune  ou  l'autre  des  deux  classes. 
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rinlervalle  (o,  i)  par  les  conditions 

/(o)  =  o,       /(or)=  f  —X,        pouro<a?^i, 

admet  pour  limite  supérieure  M:=  i,  et  n'atteint  jamais  cette 
limite. 

70.  Propriétés  des  fonctions  continues.  —  Nous  allons  mainte- 
nant nous  occuper  en  particulier  des  fonctions  continues. 

Théorèmb  A.  —  Soit  f{x)  une  fonction  continue  dans  V in- 
tervalle (a,  6),  et  e  un  nombre  positif  arbitraire.  On  peut 
toujours  décomposer  l'intervalle  (a,  b)  en  un  certain  nombre 
dHntervalles  partiels  tels  que,  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  la  variable,  xf  et  x",  appartenant  à  un  même  intervalle 
partiel,  on  ait  toujours  \f{x^) — f{x")\<  s« 

n  -X-  h 

Supposons  en  effet  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  soit  c= ; 

l'un  au  moins  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b)  jouira  de  la  même 
propriété  que  (a,  6),  c'est-à-dire  qu'il  sera  impossible  de  le 
décomposer  en  intervalles  partiels  satisfaisant  à  Ténoncé  du  théo- 
rème. En  le  substituant  à  (a,  b),  et  en  raisonnant  comme  plus 
haut  (n"68),  nous  formerons  une  suite  indéfînie  d'intervalles  (a,  6), 
(«1,  6|),  (aa,  62)»  •  •  M  dont  chacun  est  la  moitié  du  précédent, 
et  qui  possèdent  la  même  propriété  que  l'intervalle  primitif  (a,  b)» 
Quelque  grand  que  soit  /i,  on  peut  toujours  trouver  dans  l'inter- 
valle (a,,,  bfi)  deux  nombres  x'  et  ^  tels  que  \f{x')  — f{x")\  soit 
supérieur  à  e.  Cela  étant,  désignons  par  X  la  limite  commune  des 
deux  suites  de  nombres  a,  a^,  ^2,  ...  et  6,  bi,.b2j  ....  La  fonc- 
tion/(a:)  étant  continue  pour  a:  =  X,  on  peut  trouver  un  nombre  r, 

tel  que  l'on  ait  [f{x) — /(X)K-»  pourvu  que  \x  —  X|  soit  infé- 

rieur  à  7^.  Choisissons  ensuite  n  assez  grand  pour  que  an  et  bn 
diffèrent  de  \  de  moins  de  t,,  de  façon  que  l'intervalle  (a„,  bn) 
soit  compris  dans  l'intervalle  (A  —  r, ,  X  -h  y)  )  ;  a;'  et  a:''  étant  deux 
valeurs  quelconques  de  l'intervalle  (a^,  6«),  on  aura  donc 

et    par   suite    \f{x') — /(^")[<;£.    La    supposition    dont    nous 
G.  II 
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sommes  partis  nous  conduit  à  une  contradiction.  Le  théorème  est 
donc  exact. 

Corollaire  /.  —  Soit  a,  x^^  X2^  . . .,  Xp_\^  b  un  mode  de  sub- 
division de  l'intervalle  (a,  b)  enp  intervalles  partiels,  satisfaisant 
aux  conditions  de  Ténoncë.  Dans  l'intervalle  (a,  ^r^)  on  aura 
1/(^)1  <!/(«)! +  ^  c^  ^^  particulier  |/(^i)|  <  i/(a)|  H- e;  de 
même,  dans  l'intervalle  (x^y  jtj)?  on  aura  |/(^)|  <  |/(^0I  +  ^  et 
a  fortiori  |/(a;)|  <  |/(a)| -+- 2e.  En  particulier,  pour  x  =  x^j 
1/(^2)1  <  1/(^)1  +  2e,  et  ainsi  de  suite.  Pour  le  dernier  inter- 
valle, on  obtiendra  Tinégalilé 

l/(^)l<l/(^/.-i)I-He<|/(a)|-4-/>e. 

On  voit  que  la  valeur  absolue  de  /{x)  dans  l'intervalle  (a,  6) 
reste  toujours  inférieure  à  |/(«)[  +/?£•  Toute  fonction  continue 
dans  un  intervalle  {a,  b)  est  donc  finie  dans  cet  intervalle. 

Corollaire  IL  —  Imaginons  que  Ton  ait  décomposé  l'inter- 
valle  (a,    b)   en  p  intervalles  partiels   (a,  ^,),    (j?|,  x^)^   •-., 

{^p-\)   b),   tels  que   l'on  ait  toujours  \f{x') — /(j:")|  <;  -  pour 

deux  valeurs  quelconques  de  x  appartenant  à  un  même  intervalle. 
Soit  Ti  un  nombre  positif  plus  petit  que  toutes  les  différences 
x^  —  a,  X2  —  Xi^  . . . ,  b  —  Xp^\ .  Prenons  deux  nombres  quel- 
conques compris  entre  a  et  6,  tels  que  l'on  ait  \x' - — x^\<.ti^  et 
cherchons  une  limite  supérieure  de  \f{x^) — /(^')|.  Si  les  deux 
nombres  ^',  x'^  tombent  dans  un  même  intervalle  partiel,  on  a 

\/{^') — /i^")\'^  "'  Dans  le  cas  contraire,  x'  et  x^  appartien- 
nent à  deux  intervalles  consécutifs,  et  il  est  clair  que  l'on  a 
\f{x^) — /(^")l  <  2  -  =  e.  Donc,  à  tout  nombre  positif  e  on 

peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r\  tel  que,  a^ 
et  of  désignant  deux  nombres  de  l'intervalle  (a,  b),  on  ait 

|/(^')-/(^)|<e, 

toutes  les  fois  que  Von  a  \xf — x^\<iy\.  On  exprime  aussi  cette 
propriété  en  disant  que  la  fonction /(a:)  est  uniformément  con- 
tinue dans  l'intervalle  (a,  b). 

Théorème  B.  —   Une  fonction  f{x)  continue  dans  l'inter^ 
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çalle  a,  b)  prend  au  moins  une  fois  toute  valeur  comprise 
entre  f  {a)  et  f{b\  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Prenons  d'abord  un  cas  particulier.  Supposons  que  /(a)  et 
f{b)  soient  de  signes  contraires,  par  exemple  que  l'on  ait/(a)  <;  o, 
/(6)>o.  Nous  allons  montrer  qu'il  existe  au  moins  une  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  b  pour  laquelle  /(^x)  =  o.  En  effet, 
/{x)  est  négatif  aux  environs  de  a  et  positif  aux  environs  de  b; 
considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b 
qui  rendent  la  fonction /(j:)  positive  et  soit  X  la  limite  inférieure 
de  cet  ensemble  («<).<  b).  D'après  la  définition  même  de  la 
limite  inférieure,  fÇk — h)  est  négatif  ou  nul,  pour  toute  valeur 
positive  de  A;  /(X)  qui  est  la  limite  de/(X  —  h)  est  donc  aussi 
négatif  ou  nul.  D'un  autre  côté,  on  ne  peut  avoir  y(X)<;o.  Sup- 
posons en  effet  /*(X)  =  —  m^  m  étant  un  nombre  positif.  La  fonc- 
iion/(x)  étant  continue  pour  ^  =  A,  on  peut  trouver  un  nombre  Tj 
tel  que  l'on  ait  \/{x)  —  /{'^)\<,m,  lorsque  Ton  a  \x  —  ).|<7i; 
la  fonction  y(j:)  serait  donc  négative  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  X  et  ).  +  y),  et  X  ne  serait  pas  la  limite  inférieure  des 
valeurs  de  x  rendant  la  fonction  positive.  On  a  donc /(X)  =  o. 

Soit  maintenant  N  un  nombre  compris  entre /(a)  eif(b),  La 
fonction  continue  (f(^x)=/(x)  —  N  prend  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour  x  =  a  ci  pour  x  =  b.  Donc,  d'après  le  cas  parti- 
culier qui  vient  d'être  traité,  elle  s'annule  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

Théorème  C.  —  Toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  6)  atteint  au  moins  une  fois  sa  limite  supérieure  et 
sa  limite  inférieure. 

D'abord  toute  fonction  continue  restant  finie,  comme  on  l'a 
déjà  démontré,  admet  une  limite  supérieure  M  et  une  limite  infé- 
rieure m.  Démontrons,  par  exemple,  que  l'on  a  f{x)  =  M  pour 
une  valeur  de  x  au  moins  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soit  c  = ;  la  limite  supérieure  def{x)  est  égale  à  M  pour 

l'un  au  moins  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b).  Remplaçons  (a,  6) 
parce  nouvel  intervalle,  sur  lequel  nous  recommencerons  l'opéra- 
tion, et  ainsi  de  suite.  En  raisonnant  comme  on  l'a  déjà  fait  plu- 
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sieurs  fois,  nous  formerons  une  suite  indéfinie  d^inlervalles  (a,  6), 
(a^  6i)f  (<^27  ^2)7  •  •  •  dont  chacun  est  la  moitié  du  précédent,  la 
limite  supérieure  de  /(x)  dans  chacun  de  ces  intervalles  étant 
toujours  égale  à  M.  Soit  X  la  limite  commune  des  deux  suites  a, 
a< ,  • . . ,  a,t,  . . .  et  6,  6| ,  . . . ,  6„,  ...  ;  /(X)  est  égal  à  M.  Sup- 
posons, en  effet,  /(X)  =  M  —  A,  h  étant  positif;  on  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  r\  tel  que,  x  variant  de  X  —  r^  à  X  -f-  tj, 

h  h 

f{x)  reste  compris  entrey(X)  H —  ety(X) et  soit,  par  consé- 
quent, inférieur  à  M •  Prenons  ensuite  n  assez  grand  pour  que 

an  et  bn  diffèrent  de  leur  limite  X  de  moins  de  r\  ;  l'intervalle  (a„,  6„) 
sera  compris  dans  l'intervalle  (X  —  vj,  X-f-T^).  La  limite  supérieure 
dey(^)  dans  l'intervalle  (a,,,  6„)  ne  pourrait  donc  être  égale  à  M. 
En  rapprochant  ce  théorème  du  précédent,  on  en  conclut 
i^ une  fonction  continue  dans  un  inten^alle  (a,  b)  passe,  au 
moins  une  fois,  par  toute  ^laleur  comprise  entre  sa  limite  supé- 
rieure et  sa  limite  inférieure.  Le  théorème  A  peut  de  même 
s'énoncer  ainsi  ;  Etant  donnée  une  fonction  continue  dans 
V intervalle  (a,  6),  on  peut  le  décomposer  en  intervalles  par- 
tiels assez  petits  pour  que  l'oscillation  de  la  fonction  dans 
chacun  d'eux  soit  moindre  que  tout  nombre  positif  choisi 
arbitrairement.  L'oscillation  d'une  fonction  continue  est,  en 
effet,  égale  à  la  différence  des  valeurs  dey(^)  pour  deux  valeurs 
particulières  de  la  variable. 

71.  Les  sommes  S  et  5.  —  Soit/(j:)  une  fonction  finie,  con- 
tinue ou  non,  dans  l'intervalle  (a,  6),  où  a  <;  6.  Imaginons  l'in- 
tervalle (a,  b)  décomposé  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par- 
tiels plus  petits  (a,  x^)^  (^1,  j:^),  . . .,  {Xp_\^  è),  les  nombres  x^^ 
X2,  •  -  M  ^p-i  allstnten  croissant;  désignons  par  M  et  m  les  limites 
de  f{x)  dans  l'intervalle  total  «t  par  M/  et  m/  les  limites  dans 
l'intervalle  (^i_i,  xi)  et  posons 

S  =  Mi(a7i  —  a)  H-  Mj(a7i  —  Xi)  -h. . .-+-  Mp{b  —  ary^i  ), 
s  =  mi{xi  —  a) -h  /ni(Xi-'Xi)  -+-. .  .-t-  mp{b  —  Xp-\). 

A  tout  mode  de  subdivision  de  (a,  b)  en  intervalles  plus  petits 
correspond  une  somme  S  et  une  somme  5  <  S.  Toutes  les 
sommes  S  sont  évidemment  supérieures  à  m(6  —  a),  car  tous  les 
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nombres  M/  sont  plus  grands  que  m  ;  ces  sommes  S  ont  donc  une 
limite  inférieure  I.  De  même,  les  sommes  s^  qui  sont  toutes  plus 
petites  que  M(6  —  a),  ont  une  limile  supérieure  T.  Nous  allons 
montrer  que  I'  est  au  plus  égal  à  l.  Il  suffit  évidemment  pour 
cela  de  montrer  qu^étant  donnés  deux  modes  de  subdivision  quel- 
conques de  rintervalle  (a,  6),  auxquels  correspondent  respective- 
ment les  sommes  S  et  5,  S'  et  5',  on  a  5  -<  S',  s' <^  S. 

Supposons  d'abord  qu'on  subdivise  chacun  des  intervalles  (a,  x^)^ 
(X|,  X2),  ...  en  intervalles  plus  petits  par  de  nouveaux  points  de 
division  et  soit 

la  nouvelle  suite  obtenue;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est 
dit  consécutif  ^\x  premier.  Désignons  par  S  et  o-  les  sommes  ana- 
logues à  S  et  à  5  relatives  à  cette  nouvelle  division  de  (a,  b)  et 
comparons  S  et  2],  5  et  a-.  Comparons,  par  exemple,  les  portions 
des  deux  sommes  S  et  S  qui  proviennent  de  l'intervalle  (a,  x^). 
Soient  M',  et  m\  les  limites  Ae  f[x)  dans  l'intervalle  (fl,  J^O,  M^ 
et  m'j  les  limites  dans  l'intervalle  {y^  >  ^^2)?  . . . ,  M)^  et  /n]^  les  limites 
dans  l'intervalle  {yk^\ ,  X\  ).  La  portion  de  S  qui  provient  de  (a,  x^) 
est  donc  égale  à 

et,  comme  les  nombres  M,,  M^,  . . . ,  M]^  ne  peuvent  dépasser  M|, 
il  est  clair  que  la  somme  précédente  est  au  plus  égale  à  M,  (^1  —  a)  ; 
de  même,  la  portion  de  2  qui  provient  de  Tintervalle  (^<,  X2)  est 
au  plus  égale  à  M2(j^2  —  «^rf),  et  ainsi  de  suite.  En  ajoutant  toutes 
ces  inégalités,  on  trouve  S^S,  et  l'on  verrait  de  même  que  l'on 
a  o'^5. 

Considérons  maintenant  deux  modes  de  subdivision  tout  à  fait 
quelconques,  auxquels  correspondent  les  sommes  S  et  5,  S'  et  5'. 
En  superposant  les  points  de  division  des  deux  subdivisions  pré- 
cédentes, on  obtient  un  troisième  mode  de  subdivision  qui  peut 
être  considéré  comme  consécutif  à  chacun  des  premiers.  Soient  S 
et  0-  les  sommes  relatives  à  cette  division  auxiliaire.  D'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  on  a  les  inégalités 

SIS,        Q^s,        2<S',        <j>5'; 
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comme  S  est  supérieur  à  o-,  on  en  conclu l  que  l'on  a5'<;  S,  5  <  S'. 
Toutes  les  sommes  S  étant  supérieures  aux  sommes  5,  la  limite  I 
ne  peut  être  inférieure  à  la  limite  F;  donc  on  a  I^F. 

7:2.  Fonctions  intégrables.  —  Une  fonction  finie  dans  un  inter- 
valle (a,  b)  est  dite  intégrable  dans  cet  intervalle,  si  les  deux 
sommes  S  et  5  tendent  vers  une  limite  commune  lorsque  le  nombre 
des  intervalles  partiels  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  chacun 
de  ces  intervalles  partiels  tende  vers  zéro. 

Pour  qu!une  fonction  soit   intégrable  dans  un  intervalle 

(a,  6),  il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  nombre  positif  t  on  puisse 

faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r\  tel  que  S  —  s  soit 

inférieur  à  e,  lorsque  tous  les  intervalles  partiels  sont  moindres 

que  7^. 

La  condition  est  nécessaire.  Si  S  et  5  ont  une  limite  com- 
mune I,  on  peut  trouver  un  nombre  tj  assez  petit  pour  que  |S  —  I| 

et  1^  —  l|  soient  inférieurs  à  -  lorsque  tous  les  intervalles  partiels 

sont  moindres  que  r,.  On  aura  a  fortiori  S  —  s  <^e, 
La  condition  est  suffisante.  On  peut  écrire,  en  effet, 

S  — 5  =  S  — I -1-1- r^- 1-5; 

aucun  des  nombres  S  —  I,  I  —  I',  F —  5  ne  peut  être  négatif;  pour 
que  leur  somme  soit  inférieure  à  e,  il  faut  que  chacun  d'eux  soit 
moindre  que  e.  Or  I  —  F  est  un  nombre  fixe,  positif  ou  nul.  e  un 
nombre  positif  arbitraire;  il  faut  donc  que  l'on  ait  F=L  II  faut 
de  plus  que  l'on  ait  S  —  I  <;  e,  I  —  ^  <  e,  lorsque  tous  les  inter- 
valles partiels  sont  moindres  que  Ti,  ce  qui  revient  à  dire  que  les 
sommes  S  et  5  ont  une  limite  commune  L 

La  fonction  /(a:)  est  dite  alors  intégrable  dans  Fintervalle 
(a,  6);  la  limite  I  s'appelle  une  intégrale  définie  et  se  représente 
par  le  symbole 

1=/  f^^)dx. 


qui  rappelle  son  origine,  et  qui  se  lit  somme  de  a  à  6  àQj[x)dx, 
D'après  sa  définition  même,  I  est  toujours  comprise  entre  les  deux 
sommes  S  et  5,  correspondant  à  un  mode  quelconque  de  subdivi- 
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sîon;  en  preDant  pour  valeur  approchée  de  1  un  nombre  quel- 
conque compris  entre  S  et  5,  l'erreur  commise  est  plus  petite 
que  S  —  s. 

Toute  fonction  continue  est  intégrable,  —  La  différence  S  —  s 
est,  en  effet,  plus  petite  ou  au  plus  égale k{b  —  a)(t),  en  désignant 
par  Cl)  une  limite  supérieure  de  l'oscillation  de  f{x)  dans  chaque 
intervalle  partiel.  Or  on  peut  choisir  un  nombre  r\  tel  que  l'os- 
cillation soit  moindre  qu'un  nombre  positif  donné  dans  tout 
intervalle  inférieur  à  r\  (n®  70).  Si  l'on  choisit  r\  de  façon  que  l'os- 
cillation soit  plus  petite  que  .  __  »  la  différence  S  —  s  sera  infé- 
rieure à  e. 

Une  fonction  qui  n^  est  jamais  décroissante,  ou  jamais  crois- 
santé  dans  un  intervalle,  est  intégrable  dans  cet  intervalle. 

On  dit  qu'une  fonction  n'est  jamais  décroissante  dans  un  inter- 
valle (a,  b)  si  l'on  a  pour  deux  valeurs  quelconques  :r',  x"  de  cet 
intervalle /(j/)S/(:r")  lorsque  x'>x",  La  fonction  peut  con- 
server une  valeur  constante  dans  certaines  portions  de  l'intervalle, 
mais,  si  elle  ne  reste  pas  constante,  elle  va  en  croissant.  Parta- 
geons l'intervalle  (a,  b)  en  n  intervalles  partiels  inférieurs  à  7|;  on 
peut  écrire 

S  =/(ari)(a-i  — a)-h/(ar,)(x,  — a?,)-+-...-l-/(6)(6--ar„_,), 
*=/(«)  (a?i  — a)-H/(a?i)(a7,  — a?,)-i-...-h/(a?„-i)(6  — .r„_,). 

En  effet,  la  limite   supérieure  dans  l'intervalle  (a,  Xi),  par 
exemple,  est  égale  à  /(^i),  et  la  limite  inférieure  égale  à  /  a),  et 
de  même  pour  les  autres.  On  tire  de  là 
S  -  *  =  (ar,  -  a)[/(a7,  )  -/(a)] 

H-(ar,-a?i)[/(a7,)— /(a?i)]-i-...-h(6  — a7;,-i)[/(^j-/(;r„-.,)]; 

toutes  les  différences  qui  figurent  au  second  membre  sont  des 
nombres  positifs,  et  toutes  les  différences  X\  —  a^  x^  —  X\^  . . ., 
sont  inférieures  à  t).  On  a  donc 

c'est-à-dire 

S-*<r,[/(6)-/(a)l. 
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suffira  de  prendre 

e 

'''^m)-f{a) 

pour  que  Ton  ait  S  —  5  <  e.  On  raisonne  de  même  pour  une  fonc- 
tion qui  n'est  jamais  croissante. 

Revenons  au  cas  général.  On  peut  remplacer,  dans  la  définition 
de  l'intégrale,  les  sommes  S  et  5  par  une  expression  plus  générale. 
Étant  donnée  une  subdivision  de  l'intervalle  (a,  b) 

soient  $i ,  $2,  ...,$/,  . . . ,  des  valeurs  appartenant  respectivement 
à  ces  intervalles.  La  somme 


1  =  1 


=2/(?')(^'-^'->) 


est  évidemment  comprise  entre  les  sommes  S  et  5,  car  on  a  toujours 
/Wt^/CSiO^M/;  si  la  fonction  est  intégrable,  cette  somme  a  aussi 
pour  limite  I.  En  particulier,  si  l'on  suppose  que  ^i,  ^2,  . . .,  ^^ 
coïncident  respectivement  avec  a,  X\^  . . .,  Xn-K^  on  retrouve  la 
somme  (i),  considérée  plus  haut  (n®  63). 

De  la  définition  de  l'intégrale  résultent  immédiatement  quelques 
conséquences.  On  a  supposé  dans  le  raisonnement  «<  6;  si  l'on 
échange  les  deux  limites  a  et  6,  tous  les  facteurs  j:/ — Xi_\  sont 
changés  de  signe,  et  la  limite  elle-même  est  changée  de  signe;  on 
a  donc 

Jf    f{x)dx  =  —  /    /{x)dx. 
a  Jb 

Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  l'on  a 

f    f(x)dx=  f  f{x)dX'^  1    f{x)dx\ 

^a  Ja  ^c 

si  c  est  compris  entre  a  et  6,  c'est  évident.  Si  b  est  compris  entre  a 
et  c,  par  exemple,  la  formule  subsiste  encore  pourvu  que  la  fonc- 
tion /(.r)  soit  intégrable  entre  a  et  c,  car  on  peut  l'écrire 

Ç  f{x)dx^  f  /(x)dx--  f  f(x)dx==  f  f{x)dX'^  f  f{x)dx. 

^a  ^a  ^c  *^a  *^b 
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SîTon  a/(a:)  =  A'f{x)  H-  B'i;(j:),  AelB  élant  deux  consumes 
quelconques,  on  a  aussi 

Jf    f{x)dx  =  k  l    o(x)dX'hB  I    ^{x)dx, 

et  il  en  serait  de  même  pour  la  somme  d^un  nombre  quelconque 
de  fonctions. 

73.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Étant  donnée  une  fonction  finie 
quelconque  fi^x)  dans  Tintervalle  (a,  6),  les  sommes  S  el  ^  tendent  res- 
pectivement vers  I  et  T,  lorsque  tous  les  intervalles  partiels  tendent 
vers  zéro,  leur  nombre  croissant  indéfîniment.  Démontrons-le  pour  les 
sommes  S,  par  exemple.  Nous  supposerons  que  Ton  a  a  <  6,  et  que  la 
fonction  ^(ar)  est  positive  dans  l'intervalle  (a,  ô);  on  peut  toujours  réaliser 
celte  condition  en  ajoutant  une  constante  convenable  à  la  fonction  f{x)^ 
ce  qui  revient  à  augmenter  toutes  les  sommes  S  d'une  quantité  constante. 
Cela  posé,  le  nombre  I  étant  la  limite  inférieure  des  sommes  S,  on  peut 
trouver  un  mode  particulier  de  division,  soit 

a,     Xi,    371,     .. .,    ^r-\^    àj 

pour  lequel  la  somme  S  est  inférieure  à  I  H — 9  t  étant  un  nombre  positif 

donné  à  l'avance.  Considérons  maintenant  une  division  de  (a,  6)  en  inter- 
valles moindres  que  tj,  et  cherchons  une  limite  supérieure  de  la  somme  S' 
correspondante.  Prenons  d'une  part  les  intervalles  ne  renfermant  aucun 
des  points  Xi,  Xi^  . ..,  Xp-^\  en  se  reportant  au  raisonnement  du  n^  71,  on 
voit  qu'ils  fournissent  dans  la  somme  S'  une  portion  inférieure  à  la  somme  S 

primitive,  c'est-à-dire  à  Ih — •  D'autre  part,  le  nombre  des  intervalles 

qui  renferment  quelqu'un  des  points  2^1,  x^^  ...,  Xp-u  ne  peut  dépasser 
p  —  I,  et,  en  désignant  par  M  la  limite  supérieure  de/(^),  ils  fournissent 
dans  la  somme  S'  une  part  qui  ne  peut  dépasser  {p  —  i)Mt].  On  a  donc 

S'<I+^+(^_,)Mr„ 

et  il  suffira  de  choisir  7\  inférieur  à  —rr: pour  que  la  somme  S'  soit 

inférieure  à  I  -+-  e. 

On  démontre  de  même  que  les  sommes  s  ont  pour  limite  I'.  Si  la  fonc- 
tion f{x)  est  quelconque,  ces  deux  limites  I  et  T  sont  différentes.  Pour 
que  la  fonction  soit  intégrable,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait  1'=  I. 

74.  Formule  de  la  moyenne.  —  Nous  supposerons  désormais,  à 
moins  de  mention  expresse,  que  les  fonctions  sous  le  signe  d^nté- 
çralion  sont  continues. 
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Soient  /{se)  et  <f{û:)  deux  fonctions  continues  dans  l'inter- 
valle (a,  6),  dont  l'une  çp(^)  conserve  le  même  signe  entre  a  et  6; 
nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  a  <;  6  et  ç(^)  >  o. 

Imaginons  une  division  de  (a,  b)  en  intervalles  plus  petits,  et 
soient  Si,  Ss,  . . . ,  S/,  . . . ,  des  valeurs  appartenant  à  chacun  de  ces 
intervalles  respectivement.  Tous  les  nombres /(Ç/)  sont  compris 
entre  les  limites  M  et  m  de/(x)  dans  l'intervalle  (a,  b) 

/nl/(î/)lM. 

Multiplions  toutes  ces  doubles  inégalités  par  les  facteurs 

qui,  par  hypothèse,  sont  tous  positifs  et  ajoutons;  on  voit  que 
la  somme  2/(5/)  ?(ii)(^/ — ^i-i)  est  comprise  entre  les  deux 
sommes  wScp(Ç/)(a:/— :ri_i)  et  Mlf(^i){xi — Xi^t).  Le  nombre 
des  intervalles  partiels  augmentant  indéfiniment,  on  a  donc  à  la 
limite 

m  I     o{x)dx<  I    /{x)^(x)dx  <yi  j     <p(a?)dlr, 

ce  qui  peut  s'écrire 

f  /(x)^(x)dx=ii  I     ^{x)dx, 

{ji  étant  compris  entre  m  et  M.  La  fonction  f(x)  étant  continue 
prend  la  valeur  [x  pour  une  valeur  \  comprise  entre  a  et  6,  et  l'on 
a  encore 

(3)  r  nx)^^x)dx=f{\)  f  ^{x)dx, 

\  élanl  compris  entre  a  et  6.  Si  en  particulier  on  suppose  <f{x)  =  i , 
f    dx  est,  d'après  la  définition  même,  égale  à  (é  —  a), 

a 

et  il  reste 


(4) 


/    f{x)dx=^{b-a)/(l 


75.  Seconde  formule  de  la  moyenne.  —  On  doit  à  M.  Bonnet  une 
autre  formule  qu'il  a  déduite  d'un  lemme  important  dû  à  Abel. 

Leuur.  —  Soient  eo,  ei,   ...,  ^p  ^^  nombre  quelconque  de  quantités 
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positwes  décroissantes,  et  Uo,Uu  •  •  m  ^p  ^^  même  nombre  de  quantités 
positives  ou  négatives  quelconques.  Si  toutes  les  sommes  Sq=  Uq» 
ii  =  I/o  H-  Uf,  . . .,  5p=  Mo-f-  Mi-h. .  .-4-  Mp  sont  comprises  entre  deux 
nombres  A  et  B,  la  somme 

S  =  Eo  «0  -*-  61  Ml  -4-  .  .  .  H-  C;,  î/p 


sera  comprise  entre  Asq  ^t  Beq. 
On  peut  écrire,  en  eiïct, 


Uq  =  SQf  Ui  =  Si  —  5o}  •  •  •  »  ^p  ^^  *P"~"  *p— 1  î 

la  somme  S  est  donc  égale  à 

5o(6o— ei)-H5i(e,  — e,)  -h , .  .-\-  Sp-iitp-i  —  tp)  -hSptp, 

Toutes  les  différences  Iq — ei,  ti  —  et,  ...,  e^-i— e^  élant  positives,  on 
aura  deux  limites  pour  S  en  remplaçant 5o,  5;,  . .  •,  ^p  parleur  limite  supé- 
rieure Â,  puis  par  leur  limite  inférieure  B.  On  trouve  ainsi 

S  <  A(eo—  El  -4-  Êj—  Ej-h..  .-f-  Ep_i Ep-h  Ep)  =  AEo, 

et  Ton  voit  de  même  que  Ton  a  S  >  Bsq. 

Cela  posé,  soient  /(x)  et  ^(x)  deux  fonctions  continues,  la  fonc- 
tion ^(x)  étant  positive  et  décroissante  lorsque  x  croit  de  a  jusqu'à  b. 

L'intégrale    /     f{x)  <p  (x)  dx  est  la  limite  de  la  somme 

/(a)  <p  (a)(3r,  —  a)  -¥-f(xi)  <p  (ar,)(Tî  — a-j)  -+-. . .; 

les  nombres  ^(a),  7(^1),  .••,  étant  positifs  et  décroissants,  cette  somme 
est,  d'après  le  lemme  précédent,  comprise  entre  Aç(a)  et  B<p(a),  A  et  B 
étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  sommes 

/(a)(ari-  a), 

/(a)(Xi  —  a)  -f./(ar,)(a',—  x,), 


/(a)(ar,  — a)-+-/(ari)(a?2— jr,)-h...-H/(ar„_,)(6— x„«,). 

En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  l'intégrale  considérée  est  comprise 
entre  Ai<p(a)  et  Bicp(a),  Ai  et  Bi  désignant  le  maximum  et  le  minimum 
de  rintégrale 

I    /(x)dx, 

lorsque  c  varie  de  a  à  6.  Comme  cette  intégrale  est  évidemment  une  fonc- 
tion continue  de  sa  limite  supérieure  c,  on  peut  écrire 

(5)  f  /(^)^i^)dx=<f(a)  f  f{x)dx        {a<^<b). 
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Lorsque  la  fonction  o(x)  est  décroissante,  sans  rester  positive,  entre  a 
et  bf  on  peut  appliquer  une  formule  plus  générale  due  à  Weierstrass. 
Posons  en  effet  «p(j?)  =  ^{b)'{-^{x);  la  fonction  ^{x)  est  positive  et  dé- 
croissante, et  Ton  peut  lui  appliquer  la  formule  (5) 

f  A^)^(^)dx  =  [<^{a)--^{b)]  f  f(x)dx. 
On  en  tire 

f  fi,x)^{x)dx=   f  f{x)^{b)dx-^{^{a)-o(b)]   f  f{x)dx, 

ou 

r  /{^)  ^{x)dx  =  ^{a)  f  /{x) dx  -+■  cp(6)  f  f{x) dx. 

On  a  des  formules  analogues  lorsque  la  fonction  ^(:7)est  croissante. 

76.  Retour  sur  les  fonctions  primitives.  —  Nous  pouvons  main- 
tenant donner  une  démonstration  purement  analytique  du  théo- 
rème fondamental.  Soit /(a:)  une  fonction  continue;  l'intégrale 
définie 


où  Ton  regarde  la  limite  a  comme  fixe,  est  une  fonction  de  la 
limite  supérieure  x.  Nous  allons  démontrer  qu'elle  admet  pour 
dérivée  f{x).  Nous  avons  en  effet 


F(ar-f-A)  — F(a:)=  Ç       f{t)dt, 


OU,  en  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  (4), 

F(x  +  h)-F(x)  =  hfa), 

Ç  étant  compris  entre  x  et  x  -i-  h.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,  /(S) 
a  pour*  limite  /{x);  la  fonction  F{x)  a  donc  pour  dérivée /(:r). 
Toute  autre  fonction  admettant  la  môme  dérivée  s'oblient  en 
ajoutant  à  F(x)  une  constante  arbitraire  C.  Il  existe  une  de  ces 
fonctions,  et  une  seule,  prenant  une  valeur  donnée  à  Tavance^o 
pour  x  =  a',  c'est  la  fonction 


ro 


r/{t)dt. 
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Lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre,  on  met  la  même 
lettre  x  pour  désigner  la  limite  supérieure  et  la  variable  d'inté- 
gration, et  Ton  écrit    /    f{x)dx  au  lieu  de    /    f{t)dt^   mais  il 

est  bien  évident  qu'une  intégrale  définie  ne  dépend  que  des  limites 
et  de  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration;  la  lettre  qui  désigne 
la  variable  d'intégration  est  absolument  indifférente. 

Toute  fonction  ajant  pour  dérivée  fi^x)  est  une  intégrale  indé- 
finie àt  f{x)  et  se  représente  par  le  symbole 


/■ 


f{x)dx, 

où  Ton  n'indique  pas  les  limites.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
on  a 

Çf{x)dx=  Ç  f{x)dx-^C, 

Inversement,  si  l'on  a  obtenu  par  un  moyen  quelconque  une 
fonction  F(^)  admettant  pour  dérivée /(:r),  on  peut  écrire 

Ç  f(x)dx  =  F{x)-+-C; 


a 


pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  d'observer  que  le  premier 
membre  est  nul  pour  x  =  a.  On  doit  donc  prendre  C  ===  —  F(«)> 
et  l'on  a  la  formule  fondamentale 

(6)  f  /(x)dx=:F{x)-F{a), 

Remplaçons  dans  cette  formule /(^)  par  F'(^);  il  vient 

F(x)-F(a)=  f    F\x)dx, 


ou,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne, 

F(a7)-F(a)  =  (:r-a)F'(0, 

5  étant  compris  entre  a  et  x.  Nous  retrouvons  le  théorème  des 
accroissements  finis,  mais  la  démonstration  est  moins  générale 
que  la  première  (n"  8),  car  elle  suppose  la  continuité  de  la  dé- 
rivée F'(a;). 
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Nous  passerons  en  revue,  dans  le  Chapitre  suivant,  les  caté- 
gories les  plus  simples  de  fonctions  dont  on  sait  trouver  une  fonc- 
tion primitive;  nous  indiquerons  ici  seulement  quelques-unes  de 
celles  qui  s^offrent  immédiatement  : 

/  cosa?  dx  =  sinar  4-  G,  /  sina?  dx  =  ~  cosar  -+-  G, 


/ 


e»»'dx=: hG        (m^o\ 


/dx  /*     dx 
r  =  arc  tanga?  -+-  G,                           /     .  =  arc  sina?  -+-  G, 

La  formule  fondamentale  (6)  a  été  établie  en  supposant  la  fonc- 
tion/(x)  continue  entre  a  et  b.  Si  Ton  nV  pas  égard  à  cette 
condition,  on  peut  être  conduit  à  des  conclusions  paradoxales. 

Ainsi,  en  prenant /(a:)  =:  — >  la  formule  (6)  donne 


le  premier  membre  n'a  de  sens  jusqu'ici  que  si  a  et  6  sont  de 
même  signe,  tandis  que  le  second  membre  a  une  valeur  déter- 
minée, alors  même  que  a  et  6  sont  de  signes  difTéreuts.  Nous 
verrons  plus  tard  Texplication  de  ce  paradoxe,  en  étudiant  les 
intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
La  formule  (6)  donne  de  même 


r^/'{x)dx      ,      \f(b)l 


si /(a)  et /(b)  sont  de  signes  contraires,  /{x)  s'annule  entre  a 
et  6,  et  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  n'ont  jusqu'ici 
aucun  sens  pour  nous.  On  verra  de  même  plus  tard  la  significa- 
tion qu'il  convient  de  lui  attribuer. 
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La  formule  (6)  peut  aussi  présenter  quelque  ambiguïté  :  ainsi, 
en  prenant/(a;)  = -y  elle  donne 

1  ~T"  Su 


S. 


*    dx 


r  =  arc  tang^  --  arc  tanga. 


Le  premier  membre  a  un  sens  bien  déterminé,  tandis  que  le 
second  membre  présente  une  infinité  de  déterminations.  Pour 
lever  Tambiguïté,  posons 

17/    N       r'    dx 

cette  fonction  F(:r)  est  continue  dans  tout  intervalle  et  s^annule 
avec  X.  Désignons,  d^autre   part,    par  arc  tang^r  l'arc   compris 

entre et  H — •  Ces  deux  fonctions  ont  même  dérivée  et  s'an- 

2  2 

nulent  pour  x=^o\  elles  sont  donc  égales,  el  l'on  peut  écrire 

/•*    dx  r^    dx  r"    dx  . 

I     z  =   I     7  —  1 =  arc  tang6  —  arc  taosa, 

en  prenant  toujours  pour  arc  tang  la  valeur  comprise  entre 


2 


On  établit  de  même  la  formule 

dx 


I. 


\/i  —  x^ 


=  arc  sin6  —  arc  siaai 


où  le  radical  est  pris  en  valeur  absolue,  où  a  et  6  sont  compris 
entre  — i  et  +1,  et  où  l'on  désigne  par  arcsin^  l'arc  compris 


entre et  H — • 

2  2 


77.  Indices.  —  D'une  manière  générale,  lorsque  la  fonction   primi- 
tive F(âr)  admet  plusieurs  déterminations,  on  choisira  une  des  valeurs 
initiales  F  (a)  et  Ton  suivra  la  variation  continue  de  cette  détermination 
lorsque  x  varie  dans  le  même  sens  de  a  à  6.  Prenons,  par  exemple,  Tinté- 
grale 

/-^P'Q-PQ'  r*    /'(x) 

oà 
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P  et  Q  étant  deux  fonctions  continues  dans  Fintervalle  (a,  b)y  ne  s'annu- 
lant  pas  en  même  temps.  Une  fonction  primitive  est  arc  tang^(2r).  Si  Q  ne 
s'annule  pas  entre  a  et  b,  f{x)  ne  devient  pas  infini,  et  arc  tang/(iF) 

reste  compris  entre et  -;  mais  il  n'en  est  plus  de  même,  en  général, 

si  réquation  Q  =  o  a  des  racines  dans  cet  intervalle.  Pour  voir  comment 
on  doit  modifîer  la  formule,  réservons  toujours  la   notation  arctang  à 

l'arc  compris  entre et  -+-  ^j  et  supposons  d'abord  que  Q  s'annule 

une  seule  fois  entre  a  et  6,  ])our  une  valeur  x  =:  c.  Nous  pouvons  écrire 

r'  f(x)dx  ^  r'-'-^  r^^''^   r' 

e  et  s'  étant  deux  nombres  positifs  très  petits;  /{x)  ne  devenant  pas 
infini  entre  a  et  c  —  s,  ni  entre  c  -h  e'  et  6,  on  a  encore 

Jr*  f'dx 
f      ^ — -^  =  arc  tang/(c  —  e)  —  arc  tang/(a) 

-h  arc  tang/(6)  —  arc  tan g/(c -h  e') -f-   / 

Il   peut  se  présenter  plusieurs  cas.    Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que /(a?)  devienne  infini  en  passant  de  -+-oc  à  — oc;  y(c  —  e)  sera  positif 

et  très  grand,  arc  tangy(c  —  e)  sera  très  voisin  de  ~n  /(c-ht')  sera 
négatif  et  très  grand,  arc  tang/(c  4- e')  sera  très  voisin  de  —     ;  quant  à 

f         t  sa  valeur  absolue  est  très  petite.  Passons  à  la  limite; 

il  vient 

'*  f'(x)dx 
I      x-^ftix)  =  ^-^a»'ctang/(6)  — arctang/(a); 


«•-»-e" 


on  verrait  de  même  qu'il  faudrait  retrancher  tz,  si  f{x)  passait  de  —  oc 
à  H- 00.  Dans  le  cas  général,  on  partagera  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles 
partiels  assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  f{x)  ne  devienne  infini 
qu'une  seule  fois  :  en  raisonnant  sur  chacun  de  ces  intervalles  comme  on 
vient  de  le  faire,  et  ajoutant  les  résultats  obtenus,  il  vient 

/*  fi  r)dx 
;V/î(37)  "=  ^'*^  tang/(6)  -  arc  tang/(a)  -4-  (K  -  K')ir, 

K  désignant  le  nombre  de  fois  que /(a:)  devient  infini  en  passant  de  -+-  » 
à  — 00,  K'  le  nombre  de  fois  que /(a?)  passe  de  — 00  à  -+-00.  Ce  nombre 
K  —  K'  est  appelé  V indice  de  la  fonction  f{x)  entre  a  et  b. 
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Lorsque /(x)  se  réduit  à  uae  fonction  rationnelle  -^^  on  peut  calculer 

rindice  par  des  opérations  élémentaires,  sans  connaître  les  racines  de  V. 
Il  est  clair  qu'on  peut  supposer  Vj  premier  avec  V  et  de  degré  inférieur 
à  V,  car  on  ne  change  pas  l'indice  en  retranchant  un  polynôme.  Cela 
posé,  imaginons  la  suite  des  divisions  à  effectuer  pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  V  et  Vj,  en  changeant  chaque  fois  le  signe 
du  reste.  On  divise  d'abord  V  par  Vi,  ce  qui  donne  un  quotient  Qj  et  un 
reste  — Vj;  on  divise  ensuite  Vi  par  Vj,  ce  qui  donne  un  quotient  Qj  et 
un  reste  — V3,  et  ainsi  de  suite;  on  finira  par  arriver  à  un  reste  con- 
stant —  V/t-^].  Les  opérations  donnent  la  suite  d'égalités 

V       =V,Qi-V„ 
V,     =  V,  Q,  -  V3, 


et  la  suite  de  polynômes 

jouit  des  propriétés  essehtielles  d'une  suite  de  Sturm  :  i"  deux  polynômes 
consécutifs  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps,  car  on  en  déduirait  de 
proche  en  proche  que  cette  valeur  de  x  doit  annuler  tous  les  autres 
polynômes,  et  en  particulier  Vn^i  î  2**  lorsqu'un  des  polynômes  intermé- 
diaires Vi,  Vj,  ...,  V,t  s'annule,  le  nombre  des  variations  présenté  par 
la  suite  (7)  ne  change  pas,  car,  si  V^  s'annule  pour  x  =  c,  V^-i  et  Vr+i 
sont  de  signes  contraires  pour  or  =  c.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  varia- 
tions présentées  par  la  suite  (7)  ne  peut  changer  que  lorsque  x  passe  par 

une  racine  de  V  =  o.  Si  -^  passe  de  -h  »  à  — œ,  ce  nombre  augmente 

Y 
d'une  unité  ;  il  diminue  au  contraire  d'une  unité,  si  -~  passe  de  —  00  à  +  00. 

L'indice  est  donc  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  de  la 
suite  (7)  pour  x  =  b  el  x  ^=  a, 

78.  Aire  d'une  courbe.  —  Nous  pouvons  maintenant  donner 
une  déRnition  purement  analytique  de  l'aire  limitée  par  une  courbe 
plane  continue,  l'aire  du  rectangle  étant  seule  considérée  comme 
connue.  Nous  n'avons  pour  cela  qu'à  traduire  en  langage  géomé- 
trique les  résultats  du  n^'TS.  Soit /(x)  une  fonction  continue  dans 
rintervalle  (a,  6);  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  «  <;  6, 
et  /(j?)  >>  o  dans  cet  intervalle.  Considérons  comme  plus  haut 
{Jlg'  9)  la  portion  du  plan  limitée  par  le  contour  AiMBBqAo, 
composé  du  segment  AqBo  de  l'axe  des  x,  des  droites  AAq  et  BB© 
G.  12 
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parallèles  à  Oy,  d^abscisses  a  et  6,  et  de  Tare  de  courbe  AMB 
qui  a  pour  équation  ^=/(x).  Marquons  sur  AoB©  un  certain 
nombre  de  points  de  division  P<,  Pj,  ...,  P/_i,  P/,  ...  d'abs- 
cisses OTi,  X2',  .-M  ^i-M  ^i't  ..«et  par  ces  points  menons  des 
parallèles  à  Taxe  des^,  qui  rencontrent  Tare  AMB  aux  points  Qi, 
Q2,  . . . ,  Q/_M  Qô  ' .  •  respectivement.  Cela  fait,  prenons  en  par- 
ticulier la  portion  du  plan  limitée  par  leçon  tour  Q/_iQ|P|P/_|Q/_<, 
et  sur  Tare  Q/_iQ/  marquons  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le 
plus  bas,  c'est-à-dire  les  points  qui  correspondent  à  la  valeur 
maximum  M/  et  à  la  valeur  minimum  /w/  de  /(^)  dans  l'inter- 
valle (xi-ii  ^i)  (dans  le  cas  de  la  figure,  le  point  le  plus  bas  coïn- 
cide avec  Q/_<)-  Soit  R/ Taire  du  rectangle  P|_<  P/^/5/_i  construit 
sur  la  base  P/_<  P/  avec  la  hauteur  M/;  soit  de  même  /v  l'aire  du 
rectangle  P/_<P/yiQ/««  construit  sur  la  base  P|_|P|avec  la  hau- 
teur nti.  On  a 

et  les  résultats  démontrés  plus  haut  (n°  72)  peuvent  s'énoncer 
ainsi  :  quels  que  soient  les  points  de  division  du  segment  AqBo,  il 
existe  un  nombre  déterminé  I  qui  est  inférieur  à  SR/  et  supérieur 
à  Jlf'iy  et  les  deux  sommes  SR/,  Sr/  ont  pour  limite  I  quand  tous 
les  intervalles  partiels  tels  que  P/.jP/  tendent  vers  zéro,  leur 
nombre  croissant  indéfiniment.  Nous  dirons  que  cette  limite  com- 
mune I  des  deux  sommes  de  rectangles  SR/,  2r/  est  l'aire  de  la 
portion  du  plan  limitée  par  le  contour  AMBBoAqA.  Cette  aire 

est  donc  égale  à  l'intégrale  définie  /    /(^)  dx. 

Cette  définition  est  bien  d'accord  avec  Tidée  vulgaire  de  Taire 
d'une  courbe  plane.  En  effet,  ce  qui  résulte  de  plus  clair  de  cette 
notion,  malgré  son  peu  de  précision,  c'est  que  Taire  limitée  parle 
contour  P/_|PiQ//i<Q/-iP/_i  est  comprise  entre  les  aires  R/  et  r, 
des  deux  rectangles  P/_<  P|5,-5/_<  et  Pi-iPi^^/Q/^n  Taire  totale 
limitée  par  le  contour  AMBBqAoA  doit  donc  être  une  quantité 
comprise  entre  les  deux  sommes  S  R/ et  S  r/.  Or  l'intégrale  définie  l 
est  la  seule  quantité  ^jre  qui  soit  constamment  comprise  entre  ces 
deux  sommes,  quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  de  AoBq, 
puisque  c'est  la  limite  commune  de  2R|  et  de  Sr/. 

L'aire  considérée  peut  encore  être  définie,  d'une   infinité   de 


H.    —  INTÉGRALES  DEFIMES.    —   NOTIONS  GÉOMÉTRIQUES.  179 

manières,  comme  limite  d^une  somme  de  rectangles.  On  a  vu,  en 
effet,  que  l'intégrale  déQnie  I  est  aussi  la  limite  de  la  somme 

Ç,-  étant  une  valeur  quelconque  de  l'intervalle  (^/«i,  Xi).  Or 

représente  l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  base  P|_|P|  et  pour 
hauteur  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  l'arc  Qi_in/Q/.  On 
peut  remarquer  aussi  que  l'intégrale  définie  I  représente  encore 
Taire,  quelle  que  soit  la  position  de  l'arc  ÂMB  par  rapport  à  Ox, 
pourvu  que  Ton  adopte  la  convention  faite  plus  haut  (n°  67). 
Toute  intégrale  définie  représentant  une  aire,  le  calcul  d'une  inté- 
grale s'appelle  une  quadrature. 

La  notion  d'aire  une  fois  acquise  d*une  fa^^on  bien  précise,  rien 
n'empéclie  de  s'en  servir  dans  certains  raisonnements,  qu'elle  rend 
presque  intuitifs.  Par  exemple,  il  est  évident  que  Taire  précédente 
est  comprise  entre  les  deux  rectangles  qui  auraient  pour  base 
commune  la  base  AqBo  et  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  ordonnées  de  Tare  AMB.  Elle  est  donc  égale 
à  l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  base  AqBq  et  pour  hauteur 
Tordonnée  d'un  point  convenablement  choisi  sur  Tare  AMB;  c'est 
le  théorème  de  la  moyenne. 

79.  Voici  une  autre  remarque  importante.  Soity(:r)  une  fonc- 
tion finie  dans  l'intervalle  (a,  6),  qui  est  discontinue  de  la  façon 
suivante  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  entre  a  et  b: 

Fig.  II. 


Supposons  que  /{x)  soit  continue  entre  c  et  c  -+-  /'(A"  >  o),  et 
que  /(c4-e)  tende  vers  une  limite  lorsque  e  tend  vers  zéro  en 
restant  positif;  nous  désignerons  cette  limite  par /(c -ho);  de 
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même,  supposons  f{x)  continue  entre  c  —  Ar  et  c(A">o),  et 
soit  f{c  —  o)  la  limite  vers  laquelle  tend  /(c  —  e)  lorsque  e  tend 
vers  zéro  par  valeurs  positives.  Lorsque  les  deux  limites  f{c-\-  o) 
et  f{c  —  o)  sont  différentes,  la  fonction  f{x)  est  discontinue 
pour  X  =  c.  On  convient  en  général  de  prendre  pour  /{c)  la 
valeur  ^  [/(c  4- o) +/(c — o)].  Si  la  fonction /(^)  présente  un 
certain  nombre  de  points  de  discontinuité  de  cette  nature  entre  a 
et  6,  elle  est  représentée  graphiquement  par  plusieurs  arcs  de 
courbe  distincts  AC,  CD,  D'B.  Soient,  par  exemple,  c  et  ûf  les 
abscisses  des  points  de  discontinuité.  Nous  poserons 

Jj^b  *%c  t%d  ^b 

f    /{x)dx=l    /{T)c/x-h  f    /{x)dx-h  I    /{x)dx, 

définition  qui  pourrait  se  justifier  en  se  reportant  au  n"  72;  géo- 
métriquement, cette  intégrale  définie  représente  Taire  limitée  par 
le  contour  ACG'DD'BBoAoA. 

Si  Ton  remplace  maintenant  la  limite  supérieure  b  par  une 
variable  x^  l'intégrale  définie 

F(x)=  Ç  f{x)dx 

est  encore  une  fonction  continue  de  x.  En  un  point  x^  où  fi^x^ 
est  continue,  on  a  encore  F'( -c)  :=f[x).  Pour  un  point  de  discon- 
tinuité, X  =  c  par  exemple,  on  a 

/C-+-A 
f{x)dx  =  A/(c  -+-  e  A),        o  <  e  <  1  ; 

le  rapport j- a  pour  limite  /(c  -+-  o)  ou  f{c  —  o), 

suivant  que  h  est  positif  ou  négatif.  Nous  avons  là  un  exemple  de 
fonction  continue  F(^)  dont  la  dérivée  présente  deux  valeurs 
distinctes  pour  certaines  valeurs  de  la  variable. 

80.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  —  Etant  donné  un  arc  de 
courbe  AB,  prenons  sur  cet  arc  un  certain  nombre  de  points 
intermédiaires  /7i|,  m^y  . .  . ,  //i/i_i,  et  construisons  la  ligne  polygo- 
nale Ami  m^  . . .  nin-s  B,  ayant  pour  sommets  les  différents  points 
dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent  quand  on  va  de  A  en  B. 

Si  le  périmètre  de  cette  ligne  polygonale  tend  vers  une  limite 
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lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment,  la  longueur 
de  chacun  des  côtés  tendant  vers  zéro,  cette  limite  est  par  défini- 
tion la  longueur  de  Varc  AB. 
Soient 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  l'arc  AB,  exprimées 
au  moyen  d'un  paramètre  variable  t'^  nous  supposerons  que,  t  va- 
riant de  a  à  6  (a<;6),  les  fonctions/,  cp,  4  sont  continues  et 
admettent  des  dérivées  du  premier  ordre  continues,  et  que  le 
point  (a:,  y^  z)  décrit  Tare  AB  en  marchant  constamment  dans 
le  même  sens.  Désignons  par 

a,     f|,     ^j,     ...,     ti-ii    '/»     •••»     'rt— ij     ^» 

les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  sommets  de  cette  ligne 
polygonale  ;  le  côté  c/  a  pour  expression 

ou,  en  appliquante  formule  des  accroissements  finis  à:r/ — xu^^ .. ., 

\h  f[h  ^i  étant  compris  entre  //_|  et  ^/.  Lorsque  l'intervalle 
(^1-1,  ti)  est  très  petit,  le  radical  diffère  très  peli  de 

pour  trouver  une  limite  de  la  différence,  nous  pouvons  l'écrire 

Or  on  a 
et,  par  suite, 


/'(?/) -^/ï^-i) 


//•'H$/)  +  ...+  //'H/i-i) 


<i. 


Si  donc  on  a  choisi  tous  les  intervalles  assez  petits  pour  que, 
dans  chacun  d'eux,  l'oscillation  des  fonctions  /'(^),  f'(0>  ^'{^) 

soit  moindre  que  r  *  on  pourra  écrire 
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OÙ 

Le  périmètre  de  la  ligne  polygonale  est  donc  égal  à 

Le  terme  complémentaire  Se/(^/ —  ti-t)  est  inférieur  en  valeur 
absolue  à  sS(// —  ^/-i),  c'est-à-dire  à  e(6  —  a);  puisque  e  peut  être 
rendu  aussi  petit  qu'on  le  veut,  pourvu  que  les  intervalles  soient 
assez  petits,  on  en  conclut  que  ce  terme  tend  vers  zéro,  et  la  lon- 
gueur S  de  l'arc  AB  est  égale  à  l'intégrale  déGnie 

/•A  ^ 

(8)  S=   /     )//'*-^^'t-h'Y^dt. 

La  définition  précédente  s'étend  aussi  au  cas  où  les  dérivées/*, 
f',  tj/'  seraient  discontinues  en  un  nombre  fini  de  points  de  l'arc  AB; 
ce  qui  arriverait  si  la  courbe  présentait  des  points  anguleux.  Il 
suffirait  de  partager  l'arc  AB  en  plusieurs  autres,  pour  chacun 
desquels/',  o',  •]/'  seraient  continues. 

De  la  formule  (8)  on  déduit  que  l'arc  compris  entre  un  point 
fixe  A  et  un  point  variable  M,  correspondant  à  la  valeur  t  du  para- 
mètre, est  une  fonction  de  t  ayant  pour  dérivée 

en  élevant  au  carré  les  deux  membres  et  multipliant  par  dC^^  il 
vient 

(9)  6^S«  =  dx^-^  dy^-¥-  dz^, 

formule  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante.  On 
peut  la  retenir  aisément,  d'après  sa  signification  géométrique;  elle 
exprime  que  c/S  est  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle 
dont  rfx,  dy^  dz  sont  les  trois  arêtes. 

* 

Remarque,  —  En  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  l'in- 
tégrale définie  qui  représente  l'arc  MqMi,  dont  les  extrémités  cor- 
respondent aux  valeurs  /qi  ^i  d"  paramètre  (/|  >  /©),  on  a 

s  =  arc  Mo  Ml  =  (/,  —  t^)  //''(O) -h  ç>'»(,0) -^  ^^'«(6), 
8  étant  compris  dans  l'intervalle  (toy  ti).  On  a  de  même,  en  dési- 
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gnant  par  c  la  corde  MqMi, 

c«=[/(^)-/(^o)P+[p(^i)-?(^o)p-^['K'i)-'K'o)p; 

en  appliquant  la  formule  des  accroissements  fînis  à  chacune  des 
difrérences/(^i)  — /(^o)?  •  •  m  nous  pouvons  écrire 

les  trois  nombres  Ç,  t),  Ç  appartenant  à  l'Intervalle  (^o>  ^i)-  D'après 
le  calcul  fait  plus  haut,  la  différence  des  deux  radicaux  est  infé- 
rieure à  s,  pourvu  que  l'oscillation  des  fonclions/'(^),  ^'{t)^  ^'(0 

soit  inférieure  à  -  dans  l'intervalle  {toi  h)-  On  a  donc 


et  par  suite 


3 

5--c<e(/,— fo), 


.--'< 


Si  l'arc  Mo  M)  devient  infiniment  petit,  t,  —  <o  lend  vers  zéro; 

il  en  est  de  même  de  e  et,  par  suite,  de  i •  Donc  le  rapport  d'un 

arc  infiniment  petit  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité. 

Exemple,  —  Soit  à  trouver  l'arc  d'une  courbe  plane  donnée 
par  son  équation  en  coordonnées  polaires  p  =/((o).  En  prenant  a> 
pour  variable  indépendante,  la  courbe  est  représentée  parles  trois 
équations  j;  =  p  cos co,  j^  =  p  sin  o),  c  =  o,  d'où  Ton  tire 

rf*«=  ctr'H-  a[)^*  =  (cos(i)  dp  —  p  sinto  û?o))'H-(sinci)<ip  -^-  p  cosu)  c?(i))*, 

ou,  en  réduisant, 

ds^  =  rfp*  -+-  p*  û^o)'. 

Prenons,  par  exemple,  la  cardioïde  représentée  par  l'équation 

p  =  R  -H  R  costo. 

La  formule  précédente  donne 

ds^=  R*</co«[sin*(ji)H-(i  H-  cosu))^]  =  4R»cos*-  û?a>*; 

si  nous  faisons  varier  o)  de  o  à  tc  seulement,  on  en  déduit 

ûfe  =  aR  cos—  dm, 
1 
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et  la  longueur  d'un  arc  a  pour  expression 

La  longueur  totale  est  donc  égale  à  8R. 

81.  Cosinus  directeurs.  —  Pour  étudier  les  propriétés  d'une 
courbe,  on  est  souvent  conduit  à  prendre  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante. On  adopte  alors  sur  ta  courbe  considérée  un  sens  de 
parcours  positif,  et  l'on  désigne  par  s  la  longueur  de  l'arc  AM 
compris  entre  un  point  fixe  A  et  un  point  quelconque  M,  affectée 
du  signe  H-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direction  de  A  en  M  est 
la  direction  positive  ou  la  direction  opposée.  En  un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  menons  la  direction  de  la  tangente 
qui  coïncide  avec  la  direction  des  arcs  croissants,  et  soient  a, 
p,  Y  '^s  angles  que  fait  celte  direction  avec  les  directions  positives 
de  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Or,  Os.  On  a 

cosa  _  cosp  __  cosY  _  _,  i  _  ~  '  . 

pour  savoir  le  signe  qui  convient,  supposons  que  la  direction 
positive  de  la  tangente  fasse  un  angle  aigu  avec  Ox]  x  et  s 
croissent  en  même  temps,  on  doit  donc  prendre  le  signe  +.  Si 
l'angle  a  est  obtus,  cosa  est  négatif,  x  diminue  quand  s  augmente, 

•-J-  est  négatif,  il  faut  encore  prendre  le  signe  +.  On  a  donc,  dans 

tous  les  cas, 

.  d.r  o        dy  dz 

(.o)  <=«*«  = -S'        <=''*?=  rfï'        '"'^'<  =  W 

dx^  dy^  dz^  ds  étant  les  différentielles  prises  par  rapport  à  la 
variable  indépendante,  qui  peut  être  quelconque. 

82.  Variation  d'un  segment  de  droite.  —  Soit  MM i  un  segment 
de  droite  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes  G,  Cj.  Sur 
chacune  des  deux  courbes  adoptons  un  point  pour  origine  et  un 
sens  positif  de  parcours. 

Soient  :  s  l'arc  AM,  s^  l'arc  Aj  M<,  ces  deux  arcs  étant  pris  avec 
un  signe,  /la  longueur  MM,,  6  l'angle  de  MM,  avec  la  direction 
positive  de  la  tangente  MT,  0,  l'angle  de  M,  M  avec  la  direction 
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positive  de  la  tangente  MjTi.  Nous  allons  chercher  une  relation 
entre  8,  8j  et  les  différentielles  ds,  ds^^  dl. 

Appelons  x^  y,  s,  ^m^i>  ^i  'es  coordonnées  des  points  M,  M| 


dl 


respectivement,  a,  p,  y  les  angles  de  MT  avec  les  axes,  a^  j3|,  v, 
les  angles  de  Mi  T|  avec  les  axes.  On  a 

on  en  déduit 

idl  =  (x  —  xi){dx  —  dxi)  -h  (7  -yi){dy  —  rf^i)  -^  (^  -  Zi){dz  —  dz^\ 

ce  qui  peut  s'écrire  en  tenant  compte  des  formules  (lo)  et  dés  for- 
mules analogues  pour  C| , 

=  {  — -. — -  côsa-4-  - — j^—  cosPh j —  cosyjds 

[Xy  —  X  Y\ — Y  o  Zx~  z  \    , 

-+-(  — - —  cosa,-+-        j       cospiH -, —  cosYi  l«*i- 

Mais  ^"T^S  '^  "i      y  ^  ""  ^'  sont  les  cosinus  directeurs  de  M,  M,  cl 

le  coefficient  de  ds  est  — cos9.  De  même,  le  coefficient  de  dsy 
est  —  cosOj  et  Ton  obtient  la  relation  cherchée 

(lO)'  rf/ =  — ^5  COSO  —  </5iCOs6i, 

dont  nous  ferons  souvent  des  applications.  Nous  allons  en  indi- 
quer une. 

83.  Théorèmes  de  Graves  et  de  Chasles.  —  Soient  E,  E'  deux  ellipses 
homofocales  ;  d'un  point  M  de  l'ellipse  extérieure  £',  on  mène  les  deux 
tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse  E;  la  différence  MA  -t-  MB  —  arc  ANB  reste 
constante  lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  E', 
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Soient  s  et  s'  lesarcs  OA  et  OB,  a  l*arc  O'M,  /  et  /'  les  longueurs  AM 
et  BM,  0  l'angle  de  MB  avec  la  direction  positive  de  la  tangente  MT; 
d'après  les  propriétés  focales,  l'angle  de  MA  avec  MT  est  égal  aie  —  6. 
En  observant  que  AM  coïncide  avec  la  direction  positive  de  la  tangente 
en  A  et  que  BM  est  opposée  à  la  direction  positive  de  la  tangente  en  B, 
la  formule  (lo)'  donne  successivement 

dl  =  —  ds  -{-(i7  cosO, 

dr  =       ds' —  d7  cos  0, 
et,  en  ajoutant,  il  vient 

dil-hl')  =  d(s'—  s)  =  ^arcANB, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Ce  théorème  est  dû  à  un  géomètre  anglais,  Graves.  On  démontre  de  la 


même  façon  le  théorème  suivant,  découvert  par  Chasies  :  Étant  données 
une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocale  se  rencontrant  en  N,  si  d'un 
point  M,  pris  sur  la  branche  d'hyperbole  qui  passe  au  point  N,  on  mène 
les  deux  tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse,  la  différence  des  arcs  NA  —  NB  est 
égale  à  la  différence  des  tangentes  MA  —  MB. 
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Un  grand  nombre  d'intégrales  définies,  que  l'on  ne  peut  obtenir 
immédiatement^  se  calculent  au  moyen  de  deux  procédés  généraux 
que  nous  allons  faire  connaître. 

84.  Changement  de  variables.  —  Si,  dans  une  intégrale  dé- 

/.* 
finie    /    /{^)  clxj  on  remplace  la  variable  x  par  une  nouvelle  va- 

riable  indopendante  t  au  moyen  de  la  substitution  x  =  ^{t),  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale  définie.  Nous  supposerons  que  la 
fonction  (f{t)  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue  entre  a 
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et  p,  et  que  ^ (/)  varie  toujours  dans  le  même  sens  depuis  a 
jusqu'à  h  lorsque  t  varie  de  a  à  ^. 

L'intervalle  (a,  P)  étant  partagé  en  intervalles  plus  petits  par 
des  valeurs  intermédiaires  a,  ^i,  t^^  ...,  ^«_i,  ^,  soient  a,  X\^ 
x^^  ...,ar«_i,  b  les  valeurs  correspondantes  de  a:  = '^(^).  On  a, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  fmis, 

xt—  Xi-i  ={ti^  t/-i)  «p'(0|), 

Oi  étant  compris  entre  ti_i  et  ^,;  soit  Ç/=:cp(8/)  la  valeur  corres- 
pondante de  Xj  qui  est  comprise  entre  Xi_^  et  xi.  La  somme 

/(;i)(^i  — a)-H/(;î)(^!— ^i)-H...-H/(Ç/*)(6-^«-i) 

a  pour  limite  l'intégrale  définie  considérée.  Mais  cette  somme  peut 
aussi  s'écrire 

/[?(ô.)l?'(0,)(^i- a)  ^-...^-/[o(0,■)]?'(0/)(^— </_!)+..., 

et,  sous  celte  forme,  on  reconnaît  qu'elle  a  pour  limite  la  nouvelle 

intégrale  définie   /    /[^(^)]'f'(i)  dt.  On  a  donc  l'égalité 

(II)  f  /{x)dx=  f  f{^{t)]^'it)dt, 

qui  constitue  la  formule  du  changement  de  variable.  On  voit 
qu'on  obtient  la  nouvelle  différentielle  sous  le  signe  d'intégration 
en  remplaçant,  dans  y(x)c/a:,  x  et  dx  par  leurs  valeurs  ^{t)  et 
rù^{t)dtf  tandis  que  les  nouvelles  limites  sont  les  valeurs  de  t  cor- 
respondant aux  anciennes  limites.  En  choisissant  convenable- 
ment la  fonction  ©(/),  il  peut  se  faire  que  la  nouvelle  intégrale 
soit  plus  facile  à  calculer  que  la  première,  mais  on  ne  saurait 
donner  à  cet  égard  de  règles  bien  précises. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie 


f 


d.r 


y*  f 


en  posant  x  =  ol-\-  P^,  il  vient 

r'  dx  \    r^      dt  I  /  ^  a\ 

X    (^T=-.>-Tp^  =  p  j  ,7:^rt  =  P  (arctang.-i-arctangpj 
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OU,  en  revenant  à  la  variable  or, 


î  /                X  —  a  a\ 

g  f  arc  tang— g h  arc  tangg  j 


Toutes  les  hypothèses  qui  ont  été  faites  pour  établir  la  for- 
mule (i  i)  ne  sont  pas  indispensables.  Ainsi  il  n'est  pas  nécessaire 
que  la  fonction  ^ (^)  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  t 
varie  de  a  à  ^.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  t  croissant  de  a 
à  y(y  <  P)»  'f  (0  ^^"®  ^"  croissant  de  a  à  c(c  >  6),  puis,  que  i 
croissant  de  y  à  p,  (j)(^)  décroisse  de  c  à  6.  Si  la  fonction  /(j?)  est 
continue  dans  Tintervaile  (a,  c),  on  peut  appliquer  la  formule  à 
chacun  des  intervalles  (a,  c),  (c,  i),  ce  qui  donne 


Ja  ^a 


en  ajoutant  ces  deux  égalités,  il  vient 


f  f(x)dx^  f  f[o{t)]%\t)dt. 


Par  contre,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  (p(^)  soit  une  fonc- 
tion bien  déterminée  de  t.  Si  Ton  ne  tient  pas  compte  de  cette 
condition,  on   peut  être   conduit  à  des  résultats  absurdes.  Par 

exemple,  si  à  l'intégrale    /      dx  on  applique  telle  quelle  la  for- 
mule  (i  i)  en  posant  x  =  /',  on  est  conduit  à  écrire 

»3 


/       dx  =  I     -  \J~t  dt^ 


résultat  qui  est  absurde,  puisque  la  seconde  intégrale  est  nulle. 
Pour  appliquer  correctement  la  formule,  il  faut  partager  l'inter- 
valle ( — I,  4-  i)  en  deux  intervalles  ( — i,  o),  (o,  i).  Dans  le 

premier  intervalle,  on  posera  ^  =  — y/^',  et  l'on  fera  varier  / 

de  I  à  o;  dans  le  second  intervalle,  on  posera  x  =  \ft}^  et  l'on  fera 
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varier  /  de  o  à  i.  On  trouve  ainsi  un  résultat  exact 


Remarque,  —  Si  Ton  remplace,  dans  la  formule  (i  i),  les  limites 
supérieures  6  et  ^  par  des  limites  variables  x  et  t^  il  vient 


rf{x)dx=  f  f[o{t)]^'{t)dt', 


ce  qui  montre  qu'une  fonction  F(j;)  dont  la  dérivée  esiy(jc)  se 
change,  quand  on  pose  a:  =  ç(/),  en  une  fonction  ^{t)  dont  la 
dérivée  est/[ç(/)]y'(/).  C'est  aussi  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction. 
Nous  pouvons  donc  écrire,  d'une  manière  générale, 


J Ax)  dx  =  Jf[^{t)y^\t)  dt; 


c'est  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
indéfinies. 

85.  Intégration  par  parties.  —  Soient  u  eii^  deux  fonctions  con- 
tinues, ainsi  que  leurs  dérivées  u'  et  c'y  entre  a  et  b.  On  a 

d{uv)  _       dv  du 

dx  dx  dx 

et,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité, 

r^d{uv)    ,  r^     dv    ,  r^    du    , 

I      _L    _L  ^j.  —.    I     u  -,     dx  -^   I     t»  -,-  dXj 
Ja       dx  j;,        dx  J^        dx 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

(12)  /     udv  =  [us?]%—  I     if  du, 


•'  a 


en  désignant  d'une  façon  générale  par  [F(x)]*  la  différence 

F(6)-F(a). 

Si  l'on  remplace  la  limite  b  par  une  limite  variable  .r,  a  restant 
fixe,  ce  qui  revient  à  considérer  les  intégrales  indéfinies  au  lieu 


igo  CHAPITRE  IV.   —    INTEGHALES  DÉFÎMES. 

des  intégrales  définies,  on  a  de  même 

(i3)  judi^uv —  I  V  du. 

Le  calcul  de  l'intégrale  j  udç  est  ainsi  ramené  au  calcul  de 
l'intégrale    j  vdu^  qui  peut  être  plus  facile.  Soit,  par  exemple, 

à   calculer  l'intégrale   définie    /    x'^logxdx,   [m-]-i^o);    en 

posant  II  =  log.r,  v  =  — ^ —  >  la  formule  ( i  a)  donne 

/     iosx.x'^dx=\ ^^—\ /     x'»dx 

ni  +  i  (A/i-hi)«J^' 

La  formule  ne  s'applique  plus  si  m -f- i  =  o;  on  a,  dans  ce  cas 
particulier, 

La  formule  (12)  peut  être  généralisée.  Désignons  par  u\ 
m",  ...,  2/^"+'\  i^',  ^'",  ...,  (;^"+'J  les  dérivées  successives  des 
deux  fonctions  u  et  v.  L'application  de  la  formule  (12)  aux  inté- 
grales  l  udv^'^\  I  u^dv^""^^,  ...,  conduit  aux  égalités  suivantes 

a  *^  a  ^  n 

J^b  ^b  pb 

'     u'v^^^dx^   /     u' dv^''-^^=^[u'v^''-'^^]%—  j     u'ç^^-i^dx, 


b  ,^b 


En  multipliant  ces  égalités  par  +1  et  — i  alternativement  et 
ajoutant,  il  vient 

(14)  {  ^^  pb 

-t-(— 1)«+*     /      U^^^^^vdx, 
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formule  qui  ramène  le  calcul  de  Flnlégrale   /  ui^^"^^^  dx  au  calcul 

de  riutégrale  j  u^'''^*^v  dx. 

Cette  formule  s'applique  en  particulier  quand  on  a  sous  le  signe 
d'intégration  le  produit  d'un  polynôme  u  de  degré  n  au  plus  par 
la  dérivée  d'ordre  (/i  +  i)  d'une  fonction  connue  <^;  on  a,  en 
effet,  tt^^+^^crro,  et  le  second  membre  ne  renferme  plus  aucun 
signe  d'intégration.  Soit^  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie 


où /{x)  est  un   polynôme  de   degré    n;   on   posera   u=f{x), 


v= :>  et  la  formule  (i4)  donne,  en  mettant  e^^  en  facteur, 

,.5,  jrWw.^=j-[^' - -^^ -■-<-'■ -SI?]!:- 

La  même  méthode,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  suite  d'inté- 
grations par  parties  permet  de  calculer  les  intégrales  défînies 

b  ^b 

cosmxf{x)dT,      I     sïnmx/(x)dx^ 


I. 


o\i/{x)  est  un  polynôme. 

86.  Formule  de  Taylor.  —  Dans  la  formule  (i4)î  remplaçons  u 
par  une  fonction  F(^),  continue  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  /iH-  i ,  entre  a  et  6,  et  posons  i>  =  (b  —  x)".  On  a 

p'=— /i(6— a?)«-S         p'=  n{n—i){b—xy'-*y         ..., 

et  la  formule  devient,  en  remarquant  que  v,  v'.  v"^  . .  . ,  ç;^""*^  s'an- 
nulent pour  x  =  6, 

o  =  (— i)«r/i!F(é^)  — /i!F(a)  — /i!F'(a)(ô  — a) 

_  ^  F'(a)(6  —  a)î. . .—  ¥^''\a){b  -  a)«"| 


^'a 
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On  lire  de  là 


F{b)  =  F(a)  H- F'ia)  -h. . . 


1 

(b  —  a)» 


*-  ri 


le  facteur  (6  —  jc)"  conservant  un  signe  constant  lorsque  x  varie 
Aq  ak  bj  on  peut  appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à  Tintégrale 
du  second  membre,  ce  qui  donne 

Ç   V^n-^^Hx){b'-xYdx=¥'^^'^^\^)  f  {b-^xydx 

/i  -hi  '  ^   ' 

\  étant  compris  entre  a  et  b*  En  substituant  cette  valeur  dans  Téga- 
lité  précédente,  nous  retrouvons  précisément  la  formule  de  Taylor, 
avec  la  forme  du  reste  de  Lagrange. 

87.  Transcendance  de  e.  —  La  formule  (i5)  permet  de  démontrer  un 
théorème  célèbre,  découvert  par  M.  Hermite  :  Le  nombre  e  n*est  racine 
d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  (*). 

Faisons,  dans  la  formule  {i5),  a  =  o,  o)  =  —  i;  il  vient 


I     e-'/ix)dx  =  -[e-'Fix)yi, 

F(x)  =/{x)  -H/'(a;)  H-. .  .H-/(/.>(a:), 
ce  que  nous  pouvons  encore  écrire 

(16)  F{b)  =  e**F{o)  —  eb  j    f{x)e-'dx. 

Cela  posé,  admettons  que  e  soit  racine  d'une  équation  algébrique  à  coef- 
ficients entiers 

Co  -h  Cl  e  -h  Cj  e2  H- . . .  -4-  c,„  e'"  =  o. 

Dans  l'éj^alité  précédenle  (16),  faisons  successivement  6  =  o,  1,2,  ...,  m, 
et  ajoutons  les  formules  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment ])ar  Cq,  Cl,  ...;  C/;,,  il  vient 

i  —  m 

{17)  CoF(o) -H  Cl  F(^i)  H-..  .H- c,;iF(  m)  H- Vc/e'   /   f{x)e-^dx  =  o. 


(*)  Cctle  démonslration  csl  due  à  M.  Duvid   Hilbert,  qui  s'est  inspiré  de  la 
mélliode  suivie  par  M.  Herniile. 
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l'indice  i  ne  prenant  que  les  valeurs  enlières  o,  i,  2,  ...,  /n.  Nous  allons 
montrer  qu'une  telle  relation  est  impossible,  si  le  polynôme  f{x),  qui  est 
resté  arbitraire  jusqu'ici)  est  convenablement  choisi. 
Prenons 

f(x)  = r  xP-^(x  —  i)P(x  —  ^)P  . .  .{x  —  ni)P, 

{p  —  1)! 

p  étant  un  nombre  premier  supérieur  à  m;  ce  polynôme  est  de  degré 
mp  -i-p  —  I ,  et,  si  l'on  calcule  ses  dérivées  successives,  à  partir  de  la  jo'*"*, 
tous  les  coefGcients  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p,  car  le  pro- 
duit de  p  entiers  consécutifs  est  divisible  par/?!  D'ailleurs  /(x)  s'annule, 
ainsi  que  ses  (p  —  i)  premières  dérivées,  pour  x  =  1,  2,  . . .,  /n;  il  s'ensuit 
que  F(i),  F(a),  ...,  F(/n)  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par /?. 
Reste  à  calculer  F(o) 

F(o)  =/(o)  -H/'(o)-f.. .  .^-/(p-»Ho)  -^f^P^io)  -H/(P-4-i)(o)  -4-. . .; 

on  a  d'abord /(o)=/'(o)  =  ...  =  /^/'-«Ko)  =  o,  et /(p)(o),/(p+»^(o),  ... 
sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure.  Pour  avoir /^/'-*^(o),  il  suffit  de  multiplier  par  (p  —  1)!  le  coeffi- 
cient de  xP-^  dans/(ar),  ce  qui  donne  ±(1,2.  ..m)P.  La  somme 

CoF(o)-+-CiF(i)-^.  ..-f-C;„F(/w) 

est  donc  égale  à  un  nombre  entier  divisible  par/?,  augmenté  de 

±  Co(i.2. . .  m)P] 

si  l'on  a  pris  pour/?  un  nombre  premier  supérieur  à  m  et  à  Coy  ce  dernier 
nombre  ne  pourra  être  divisible  par  /?,  et  la  première  partie  de  la 
somme  (17)  sera  un  nombre  entier  différent  de  zéro. 

Nous   allons    montrer  maintenant  qu'en   prenant  pour  p   un   nombre 
premier  assez  grand,  la  somme 


1=0 

peut  être  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Lorsque  x  varie 
de  o  à  i,  chaque  facteur  âe /(x)  est  plus  petit  que  m;  on  a  donc 

Jf   J(x)e-^dx  < î r  m^^P-^-P-^   1    e-^dx< ' .  m'»P^P-^, 

et  par  suite 

f{x)e-:^dx  <  M  - -^  c»  =  o(/>), 

G.  i3 
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M  étanl  une  limite  supérieure  de  |co|  +  |C]  | +. . .+ |c,;i|.  Lorsque  p 
augmente  indéfiniment,  la  fonction  (p(/>)  tend  vers  zéro,  car  c'est  le  terme 
général  d'une  série  convergente,  où  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
tend  vers  zéro.  On  peut  donc  trouver  un  nombre  premier  p  assez  grand 
pour  que  l'égalité  (17)  soit  impossible;  ce  qui  démontre  le  théorème  de 
M.  Hermite. 

88.  Polynômes  de  Legendre.  —  Proposons-nous  de  déterminer  un 
polynôme  de  degré  /i,  P/|(â7),  tel  que  l'intégrale 


OÙ  Q  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  n,  soit  nulle,  quel  que  soit  ce 
polynôme  Q.  On  peut  considérer  ?„  comme  la  dérivée  /i''"**  d'un  poly- 
nôme R  de  degré  2/1,  et  ce  polynôme  R  n'est  pas  complètement  déterminé, 
car  on  peut  lui  ajouter  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n — i,  sans 
changer  la  dérivée  /i'^"*.  Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  l'on  a 

rf«R 
Pfl  =  —T—^i  le  polynôme  R  s'annulant  ainsi  que  ses  (n  — 1)  premières 

dérivées  pour  x  =  a.  D'autre  part,  la  formule  d'intégration  par  parties 
nous  donne 

puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

R(a)  =  o,        R'(a)==o,         ....        Rî»-«K«)  =  o, 

il  faudra  que  l'on  ait  aussi,  pour  que  l'intégrale  soit  nulle, 

Q(6)Rt»-i)(6)-Q'(«>)R<»-»U^)-^---±Q^''"*H^)R(^)  =  o. 

Le  polynôme  Q  de  degré  n  — i  étant  arbitraire,  les  quantités  Q(A), 
Q'(6),  ...,  Qt^-^^ô)  sont  elles-mêmes  arbitraires,  et  il  faudra  que  l'on 

ait  aussi 

R(«>)  =  o,        R'(6)  =  o,        ...,        Rt«-«î(«>)=o. 

Le  polynôme  R(â7)  est  donc  égal,  à  un  facteur  constant  près,  au  pro-> 
duit  {x  —  a)«(a7  — 6)«,  et  le  polynôme  cherché  P/,  est  complètement  dé- 
miné, à  un  facteur  constant  près, 

^n=0-^V<^-aY{x-bYl 

Lorsque  les  limites  a  et  6  sont  — i  et  -H  f,  les  polynômes  P«  sont  les 
polynômes  de  Legendre.  En  choisissant  la  constante  G  comme  Legendre, 
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nous  poserons 

<•«)  ^'-•..4.6!...n£t(^'-')'J- 

Si  Ton  convient  en  outre  de  poser  Xo  =  i,  on  a 


3a?«— I  „        5a?»— 3ar 

. . .  • 


Xq  =  I  »         X|  =î  a?,        Xj  ^  "  j         X3  ^ >         •  •  • 


Xa  est  un  polynôme  de  degré  n,  où  tous  les  exposants  de  x  sont  de  même 
parité  que  n.  La  formule  de  Leibniz,  qui  donne  la  dérivée  n'^™'  d'un  pro- 
duit de  deux  facteurs,  montre  immédiatement  que  Ton  a 

(19)  X„(i)=i,         X„(-I}  =  (-!)«. 

D'après  la  propriété  générale  que  nous  venons  d'établir,  on  a,  ^(x)  dé- 
signant un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  /i, 

(10)  1      \n^{x)da:  =  o; 

en  particulier,  si  m  et  /i  sont  deux  nombres  entiers  différents^  on  a 
toujours 

(21)  I         XfnXndx  =  o. 

Cette  formule  permet  d'établir  très  simplement  une  relation  de  récur- 
rence entre  trois  polynômes  X^  consécutifs.  Observons  d'abord  que  tout 
polynôme  de  degré  n  peut  s'exprimer  comme  fonction  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  au  moyen  de  Xq,  X|,  ..«,  X|».  Nous  pouvons  donc  écrire 

xXn  =  Co X/i+i  -+-  Cl  X»  ■+-  Gj X/j-i  -f-  C3 Xji— f  -H . . . , 

Co)  Cl,  Cs,  ...,  étant  des  coefficients  constants.  Pour  déterminer  Gt,  par 
exemple,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  Xa-s  et  inté- 
grons entre  les  limites  — i  et  +1;  il  reste,  en  vertu  des  formules  (ao) 

et  (ai), 

,+1 


Cs  r     XJ_,cte  =  o, 


et,  par  suite^  C3  =  o.  On  démontrerait  de  même  que  Ton  a  C4  =  o, 
Ci  =  o,  ....  Le  coefficient  Ci  est  nul  aussi,  puisque  le  produit  ^fX^  ne 
renferme  pas  de  terme  en  x'*.  Enfin,  pour  déterminer  Co  et  C],  nous  n'avons 
qu'à  égaler  les  coefficients  de  rr'*+>,  et  à  égaler  les  deux  membres 
pour  x=si.  Nous  obtenons  ainsi  la  relation  de  récurrence 

aa)  (n  -+-  I)X„^.l  —  (a/i  -f-  i)a?X«-4-  /iX„_,  =  o, 

qui  permet  de  calculer  très  simplement  les  polynômes  Xn  de  proche  en 
proche. 
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La  relation  (22)  montre  que  la  suite  des  polynômes 

(23)  Xo,     Xj,     Xj,     ...,     X,|, 

jouit  des  propriétés  d'une  suite  de  Sturm;  x  variant  d'une  manière  con- 
tinue de  —  I  à  -h  I,  le  nombre  des  variations  présentées  par  cette  suite  ne 
peut  changer  que  lorsque  x  passe  par  une  racine  de  X,4=o.  Or,  les  for- 
mules (19)  montrent  que,  pour  x  =  — i,  la  suite  (23)  présente  n  varia- 
tions, et  n'en  présente  aucune  pour  x-=\.  L'équation  Xd  =  o  a  donc 
n  racines  réelles,  comprises  entre  — i  et  -f-i;  ce  qui  résulte  aussi  très 
facilement  du  théorème  de  Rolle. 


IV.  -  EXTENSIONS  DIVERSES  DE  LA  NOTION  D'INTEGRALE. 

INTÉGRALES  CURVILIGNES  (»). 


89.  La  fonction  à  intégrer  devient  infinie.  —  Nous  avons  sup- 
posé jusqu'ici  que  la  fonction  à  intégrer  restait  finie  entre  les 
limites  de  Pintégration.  On  peut,  dans  certains  cas,  étendre  la 
définition  à  des  fonctions  devenant  infinies  entre  les  limites.  Con- 
sidérons d'abord  le  cas  particulier  suivant  •  f{x)  est  continue  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  et  pour  a:  =  b,  mais  elle 
devient  infinie  pour  x  =  a.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées,  a  <ib.  L'intégrale  de  f{x),  prise  entre  les  limites  a  -f-  e 
et  b  (£>>o),  a  une  valeur  finie,  aussi  petit  que  soit  e.  Si  cette 
intégrale  tend  vers  une  limite  lorsque  e  tend  vers  zéro,  on  convient, 
comme  il  est  naturel,  de  représenter  cette  limite  par 

b 
f(x)dx. 


s. 


Lorsqu'on  connaît  une  fonction  primitive  de/(^),  soit  F(x),  on  a 

f  f{x)dx  =  V{b)'-Y(a-\-t) 


'u-i-e 


et  il  suffit  d'examiner  si  F(a  4-  e)  tend  vers  une  limite  lorsque  e 
tend  vers  zéro.  On  a,  par  exemple, 

r^      Mdlr      _  MF  T i_1 


rt-f-î 


('  )  Le  lecteur  peut,  sans  incoQvénient,  lire  le  Chapitre  suivant  avant  les  derniers 
paragraphes  de  ce  Chapitre.  i 
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Si  |JL  >  I ,  le  terme  -— ^  augmente  indéfiniment  lorsque  s  tend 
vers  zéro;  au  contraire,  si  [jl  est  moindre  que  un,  on  peut  écrire 
—^  =  e*~l*,  et  Ton  voit  que  ce  terme  tend  vers  zéro  avec  e.  L'in- 
tégrale définie  tend  donc  vers  une  limite 


/ 


si  ijL  =  I ,  on  a 


£l^--(^) 


et  le  second  membre  augmente  indéfiniment  lorsque  s  tend  vers 
zéro.  En  résumé,  pour  que  l'intégrale  considérée  ait  une  limite,  il 
faut  et  il  suffit  que  ix  soit  moindre  que  un, 
La  courbe  qui  a  pour  équation 

M 


y 


(x  —  a)V- 


admet  la  droites  =  a  pour  asymptote,  si  [jl  est  positif.  Cependant 
Taire  comprise  entre  l'axe  des  x^  une  ordonnée  fixe  x  =  6,  la 
courbe  et  son  asymptote  a  une  valeur  finie,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  pourvu  que  l'on  ait  |jl  <  i. 

Lorsqu'on  ne  connaît  pas  de  fonction  primitive  de  f{x)^  on 
procède  par  comparaison  avec  des  intégrales  connues.  On  prend 
le  plus  souvent  l'intégrale  précédente  comme  terme  de  compa- 
raison, ce  qui  conduit  à  quelques  règles  pratiques,  suffisantes 
dans  beaucoup  de  cas.  Observons  d'abord  que  la  limite  supé- 
rieure b  n'intervient  pas  dans  les  raisonnements,  car  tout  dépend 
de  la  façon  dont  y*(^)  devient  infinie  pour  :r  =:  a.  On  peut  rem- 
placer b  par  un  nombre  quelconque  c  compris  entre  a  et  &,  ce  qui 

revient  à  écrire    /     =  /     +  /    •  ^^  particulier,  si  /(^)  n'a  pas 

une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  a:  =  a,  on  peut  sup- 
poser quey(a:)  conserve  un  signe  constant  entre  a  et  c. 

Nous  établirons  d'abord  le  lemme  suivant  :  Soit  y(^)  une  fonc- 
er 
lion  positive  dans  V intervalle  (a^  6),  telle  que   1     (f(x)dx  ait 

une  limite.  Si  l'on  a  constamment  |/(^)|<f(^     dans  cet 
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intervalle,  V intégrale  définie    1    /{x)dxa  aussi  une  limile. 


a-ht 


Si /(^r)  est  positive,  la  démonslration  est  immédiate.  On  a,  en 
effet,  puisque /(a?)  est  moindre  que  <p(^), 


Jf     f{oc)dx<  I     tf(x)dx; 


d'ailleurs    i     /(x)dx  augmente  lorsque  e  diminue,  puisque  tous 

ses  éléments  sont  positifs.  LMnégalité  précédente  montre  qu'elle 
est  constamment  moindre  que  la  limite  de  la  seconde  intégrale; 
elle  a  donc  elle-même  une  limile.  Si/(:c)  était  négatif  entre  a  et  6, 
on  n'aurait  qu'à  changer  le  signe  de  tous  les  éléments.  Enfin,  si 
la  fonction /(^)  a  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  a:  :=  a, 
nous  pouvons  écrire 

f   Ax)dx=f    [f(x)-^\f{x)\]dx-  f    \f{x)\dx. 

La  seconde  intégrale  du  second  membre  a  une  limite  puisque 
1/(^)1  <  T(^)'  D'autre  part,  la  fonction  f{x)  +  |/(^)|  est  posi- 
tive ou  nulle  entre  a  et  6,  et  sa  valeur  absolue  ne  peut  être  supé- 
rieure à  'i^[x)\  l'intégrale 


b 


a  donc  aussi  une  limite.  On  déduit  de  là  que,  si  une  fonction /(a:) 
ne  tend  vers  aucune  limite  pour  x  =  a^  tout  en  restant  inférieure 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe,  l'intégrale  a  une  limile.  Par 

exemple,  l'intégrale    /    sin-  dx  a  une  valeur  déterminée. 

Règle  pratique,   —  Supposons  que  la  fonction /(^)  puisse  se 
mettre  sous  la  forme 


A^)  = 


{x  —  a)[^ 


la  fonction  ^{x)  restant  finie  lorsque  j;  tend  vers  t^.  Siona  it.<!^i, 
et  si  la  fonction  ^{x)  reste  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  fixe  M,  l'intégrale  a  une  limite.  Si  l'on  a  jjl^  i,  et  si  la 
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valeur  absolue  de  ^(^)  est  supérieure  â  un  nombre  positif  m  y 
l^ intégrale  n'a  pas  de  limite, 

La  première  partie  de  la  proposilion  est  immédiate.  En  efTet,  la 

valeur  absolue  de  J{x)  sera  moindre  que  . — -- — —>  et  rinlégrale 

de  cette  dernière  fonction  a  une  limite,  puisqu'on  suppose  [x  <C  i* 
Pour  démontrer  la  seconde  partie,  observons  d'abord  que  ^(a?), 
restant  supérieur  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  m,  conserve 
un  signe  constant  dans  le  voisinage  dex  =  a.  Supposons  ^ (a;)  ]>  o 
entre  a  et  b\  nous  pouvons  alors  écrire 


/>->£<^' 


rt+e  «^4+4 


)^ 


et  la  seconde  intégrale  augmente  indéfiniment,  lorsque  s  diminue. 
Ces  règles  sufliseot  toutes  les  fois  qu'on  peut  trouver  un  exposant  |ji 
tel  que  le  produit  (x —  a)^f{x)  ait,  pour  a?=:a,  une  limite  K 
différente  de  zéro.  Si  [x  est  inférieur  à  un,  on  peut  prendre  la 
limite  b  assez  voisine  de  a  pour  que  l'on  ait  dans  l'intervalle  (ez,  6), 


(ar  — a)l* 


L  étant  un  nombre  positif,  supérieur  à  |K|.  L'intégrale  a  donc  une 
limite.  Au  contraire  si  [x^i,  on  peut  prendre  b  assez  voisin  de  a 
pour  que  l'on  ait,  dans  l'intervalle  (a,  6), 

1/(^)1  >         ^ 


(a?—  a)}^ 


l  étant  un  nombre   positif  inférieur  à  |K[.  D'ailleurs  la  fonc- 
tion/"(  a:),  étant  continue,  conserve  un  signe  constant  et,  par  suite, 

l'intégrale    /    f{x)dx  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 

P 
Exemples,  —  Soit/(^)  =  ^r  une  fonction  rationnelle;  si  a  est 

une  racine  d'ordre  m  du  dénominateur,  le  produit  {x  —  a)"^f{x) 
tend  vers  une  limite  différente  de  zéro  pour  x^=a.  Gomme  m  est 

au  moins  égal  à  un,  on  voit  que  l'intégrale    /    f{x)dx   croît  au 

dfelà  de  toute  limite  lorsque  e  tend  vers  zéro.  Supposons  au  con- 
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traire 


/(.)=    ''^' 


P  et  R  étant  deux  polynômes  et  R  (x)  étant  premier  avec  sa  dérivée  ; 

i 
a  étant  une  racine  de  R(^),  le  produit  {x  —  ay/(x)  a  une  limite 

pour  X  =  a\  l'intégrale  a  donc  elle-même  une  limite.  Ainsi 


f 


/i  — a?* 


a  pour  limite  -  pour  e  =  o. 


1 
Prenons  encore  l'intégrale    /    \ogxdx]  le  produit  a:*loga:  a 

zéro  pour  limite;  à  partir  d'une  valeur  de  x  assez  petite  on  peut 

donc  écrire  log^<[Mj7   ',  M  étant  un  nombre  positif  choisi  à 
volonté.  L'intégrale  a  donc  une  limite. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  de  la  limite  inférieure  a  peut  être  répété 
sans  modification  pour  la  limite  supérieure  b.  Si  la  fonction  y(^) 

est  infinie  pour  :r  =:  6,  on  définira  l'intégrale    /    /(x)dx  comme 

/{^)  ^'^y  lorsque  e'  tend  vers  zéro.  Si 

a 

/{x)  est  infinie  aux  deux  limites,  on  définira   /    /(x)  dx  comme  la 
limite  de  l'intégrale  /       /(^)  dx^  lorsque  e  et  e'  tendent  vers  zéro, 


'«+£ 


indépendamment  l'un  de  Tautre.  Soit  c  un  nombre  quelconque 
compris  entre  a  et  6;  nous  pouvons  écrire 


f         nx)dx=    l     f{x)dx-^   /        f{x)dx, 

a  4-e.  «/«-i-E  «/ /• 


et  chacune  des  intégrales  qui  sont  au  second  membre  doit  admettre 
une  limite.  Enfin,  s\/(x)  devient  infinie  pour  une  valeur  c  com- 

prise  entre  a  et  è,  on  définit  l'intégrale    /   /(x)dx  comme  la 

•/a 

J^c-5'  b 

f       f{x)dx,   I    f(x)dxy 
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el  l'on  procède  de  la  même  façon  pour  un  nombre  quelconque  de 
discontinuités  comprises  entre  a  et  b. 

Il  est  à  remarquer  que  la  formule  fondamentale  (6),  qui  a  élé 
établie  en  supposant/(a:)  continue  enlre  a  el  6,  s'applique  encore 
si  y(^)  devient  infinie  entre  ces  limites,  pourvu  que  la  fonction 
primitive  F(^)  reste  continue.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que 
la  fonction  fi^oc)  ne  devienne  infinie  que  pour  une  valeur  c  com- 
prise entre  a  et  6.  On  a 

I    /(x)da:  =  \\m    1        f{x)dx-^\\m   l     f{x)dx\ 


si  F(x)  est  une  fonction  primitive  dey*(^),  nous  pouvons  écrire 
ceci  : 

6 

/(ar)  rfa?  =  lira  F(c  —  e')  —  F(a) -+- F(6)  —  lim  F(c -^  s). 
e'=o  e=o 


i 


La  fonction  F(:r)  étant  supposée  continue  pour  j?  =  c,  F(c-i-  s) 
et  F(c  —  e')  ont  la  même  limite  F(c),  et  par  suite  il  reste 

b 
/ix)dx  =  F(b)-F(a), 

Par  exemple 

— t 


/ 


/. 


X^ 


Si  la  fonction  primitive  F(x)  devient  elle-même  infinie  entre  a 
et  6,  la  formule  n'est  plus  applicable,  car  l'intégrale  qui  est  au 
premier  membre  n'a,  du  moins  jusqu'à  présent,  aucune  significa- 
tioo. 

Les  formules  du  changement  de  variable  et  de  l'intégration  par 
parties  s'étendent  de  la  même  façon  aux  nouvelles  intégrales,  en 
les  considérant  comme  limites  d'intégrales  ordinaires. 

90.  L'une  des  limites  devient  infinie.  —  Soit/(:r)  une  fonction 
continue  de  x  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  un  nombre  a. 

L'intégrale    /  /(x)dx,  où  />>  a,  a  une  valeur  finie,  aussi  grand 

que  soit  /;  si  cette  intégrale  tend  vers  une  limite  lorsque  /  augmente 

indéfiniment,  on  représente  cette  lirnite  par   /       f(x)dx. 
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Lorsqu'on  connaît  une  fonction  primitive  de  f{x)^  il  est  facile 
de  voir  si  Tintégrale  a  une  limite.  Ainsi  Ton  a 


i 


'     dx 

=  arc  tang/; 


0     ï  +  ^' 


lorsque   /  augmente   indéfiniment,   le  second    membre    a    pour 
limite  -y  et  nous  pouvons  écrire 

dx  TT 


X 


I  -ha?*        2 


On  a  de  même,  en  supposant  a  positif  et  [x  —  i  différent  de 

zéro, 

Ç^kdx  _      k      /    I i_\ 

si  |JL  est  plus  grand  que  un,  le  second  membre  tend  vers  une  limite 
lorsque  /croît  indéfiniment,  et  Ton  peut  écrire 


/ 


k  dx 


xV-         (iJL  — OaH--» 


Au  contraire,  si  [Ji  est  moindre  que  un,  l'intégrale  augmente  indé- 
finiment avec  /.  Il  en  est  de  même  si  [jl  =  i,  car  Tintégrale 
s'exprime  par  un  logarithme. 

Quand  on  ne  connaît  pas  de  fonction  primitive  de  y(^),  on 
procède  encore  par  comparaison,  en  remarquant  d'abord  qu'on 
peut  prendre  pour  limite  inférieure  a  un  nombre  aussi  grand 
qu'on  le  voudra.  On  s'appuie  sur  le  lemme  suivant  : 

Soit  ^{x)  une  fonction  positive  pour  x  >>  «,  telle  que  lUnté- 

grale    1   (f{x)dx  ait  une  limite;  si  Von  a,  pour  toutes  les  va- 

leurs  de  x  supérieures  à  ay\f{x)\^^{x)^  Ciniégrale  j  f{x)dx 
a  aussi  une  limite, 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  qui  a  été  donnée  plus 
haut.  Lorsque  la  fonction /(x)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-^^     ^  XV- 
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la  fonction  'if{x)  restant  finie  pour  x  infini,  on  a  les  théorèmes 
suivants,  que  je  me  borne  à  énoncer  : 

Si^{a:)  est  inférieur  en  valeur  absolue  à  un  nombre  JixeMj 
et  [L  supérieur  à  un,  l'intégrale  a  une  limite. 

Si  ^{x)  est  plus  grand  en  valeur  absolue  qu^un  nombre 
positif  m,  et  a  inférieur  ou  égal  à  un,  l'intégrale  n'a  pas  de 
limite. 

Par  exemple,  l'intégrale  /  — ^  dx  a  une  limite,  car  on  peut 
écrire 


cosax 

I    /"cosax 

i-hx* 

X^l                 I 

V^x^ 

et  la  fonction  qui  multiplie  — =  est  inférieure  à  un  en  valeur  absolue. 

La  règle  précédente  suffit  lorsqu'on  peut  trouver  un  nombre 
positif  UL  tel  que  le  produit  xV-f(x)  tende  vers  une  limite  diffé- 
rente de  zéro  pour  x  infini.  L'intégrale  a  une  limite  si  |jl  est  plus 
grand  que  un,  et  n'a  pas  de  limite  si  [jl  est  inférieur  ou  égal  à  un. 

Par  exemple,  pour  que  l'intégrale  d'une  fraction  rationnelle  ait 
une  limite,  lorsque  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  augmente 
indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  du  dénominateur  sur- 
passe le  degré  du  numérateur  d'au  moins  deux  unités.  Prenons 
encore 

P^et  R  étant  deux  polynômes  de  degrés  p  Qi  r  respectivement;  le 

r 

produit  x^     f{^)  ^  ""6  limite  différente  de  zéro  pour  x  infini. 
Pour  que  l'intégrale  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 

ait  /?  < I . 

91.  Les  règles  précédentes  ne  suffisent  pas  toujours  pour 
décider  si  une  intégrale  a  une  limite  ou  non.  Prenons  par  exemple 

« 

f{x)  =z ;  le  produit  x^f(x)  a  pour  limite  zéro  lorsque  |jl  est 

moindre  que  un,  et  peut  prendre  des  valeurs  supérieures  à  tout 
nombre  donné  si  |ji  est  plus  grand  que  un.  Ce  produit  oscille 
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entre  -h  i  et  —  i ,  si  |jl  =  i .  Aucune  des  règles  énoncées  ne  s'ap- 
plique; cependant  l'intégrale  a  une  limite.  Considérons  Tintégrale 
un  peu  plus  générale 

// 
SlIliC    ,  ,     ^      X 

la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  change  de  signe  pour  2:  =:/r7w. 
Nous  sommes  conduits  à  étudier  la  série  alternée 

OÙ  Ton  pose 

sinj:    ,  /"'^      ^    sin.r    , 

e-  «^ dx^         ai  =  —   /       e-a^ dx^         . . . , 

'     '^        '  sinjc    , 


*J  ni 


X 


le  terme  général  a,i  peut  encore  s'écrire,  en  changeant  x  en  j*  4-  n  -, 


Il  est  évident  que  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  diminue 
quand  n  augmente,  et,  par  suite,  on  a  cinjf.\<^(in'i  d'ailleurs,  le 

JC^  dv  .  I 

f     -=^>  c'est-à-dire  que  -•  La 
0 

série  précédente  est  donc  convergente,  puisque  les  termes  vont 
en  décroissant  en  valeur  absolue  et  que  le  terme  général  tend 
vers  zéro.  Si  la  limite  supérieure  /  est  comprise  entre  /îit  et 
(n  H-  1)7^,  nous  pouvons  écrire 


i 


e-a*^î_^  dx  =  S„±Oa;„         o<0  <i, 

X 


S„  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (24);  lorsque 
/  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  nombre  entier  /i, 
an  tend  vers  zéro,  et  l'intégrale  a  pour  limite  la  somme  S  de  la 
série  (24). 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  les  intégrales 


f         sinar'ûfa?,       /        cosx^dx, 
0  «/ft 


0  *^o 
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qui  se  présenlenl  dans  la  théorie  de  la  diflTraclion,  ont  une  valeur 
finie.  La  courbe  ^  =  sin a:*,  par  exemple,  a  la  forme  ondulée 
d'une  sinusoïde,  mais  les  ondulations  vont  en  se  resserrant  de 

plus  en  plus,  car  la  différence  \/{n  -\-  i)7r  —  \/mz  de  deux  racines 
consécutives  de  sino;^  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment. 

Remarque.  —  Ce  dernier  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  intéres- 
sante. Lorsque  x  croît  indéfînimcnt,  sinx'  oscille  entre  — •  i  et  -f-i;  l'inté- 
grale peut  donc  avoir  une  limite  sans  que  la  fonction  sous  le  signe  d'inté- 
gration tende  vers  zéro,  autrement  dit,  sans  que  la  courbe  y  —  f{x)  soit 
asymptote  à  Taxe  des  x.  Voici  encore  un  exemple  où  il  en  est  de  môme 
et  où  la  fonction /(a:)  conserve  de  plus  un  signe  constant.  Soit 

/(^^  ~ ^  •  >   ; 

•^  I  -h  x^%\n^x 

cette  fonction  est  constamment  positive  si  x  est  positif,  elle  ne  tend  pas 
vers  zéro,  car  on  a  /(kiz)  =  kiz.  Pour  faire  voir  que  Tintograle  a  une 
limite,  considérons  comme  plus  haut  la  série 


ao  -+-  «I  -f- . . .  -♦-  dit  -+-•••» 


ou 


X  variant  de  mz  à  (n  +i)7r,  x^  est  supérieur  à  fi^tz^^  et  l'on  a 


a«<(/H-l)lT     / 

Une  fonction  primitive  est 


I -h /i*ir*sin»a? 


arc  tang(/i  -h  n'ir*  tangar) 


X  variant  de  mz  à  (/i-hOir,  tangj?  devient  infinie  une  seule  fois  en  pas- 
sant de  -4-  30  à  —  x;  donc  l'intégrale  est  égale  (n°  11)  à  -  et  l'on  a 

/i-f-n»iT« 

(n-f-ï)-»        (nH-i) 

La  série  I.an  étant  convergente,  l'intégrale    /    /{x)  dx  a  une  limite. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que,  sïf{x)  a  une  limite  h  différente  de  zéro 
pour  X  infini,  l'intégrale  ne  peut  avoir  de  limite,  car,  à  partir  d'une  valeur 
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assez  grande  de  x,f{x)  sera  supérieur  en  valeur  absolue  à 


2 


et  gardera 


un  signe  constant. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  offrent  une  grande  analogie  avec  ceux 
que  l'on  emploie  dans  l'étude  des  séries.  Le  lien  intime  qui  existe  entre 
les  deux  questions  a  été  mis  en  évidence  par  un  théorème  de  Gauchy,  qui 
sera  exposé  plus  loin  (Ghap.  VIII);  on  verra  en  même  temps  de  nouveaux 
critères  permettant  de  reconnaître  si  une  intégrale  a  une  limite  ou  non, 
dans  des  cas  plus  étendus  que  ceux  que  nous  avons  traités. 

92.  La  fonction  r(a).  —  L'intégrale  défînie 

(25)  r(a)=   /        x<^-^e'-'dx 

a  une  valeur  déterminée,  pourvu  que  a  soit  positif. 
Gonsidérons  en  effet  les  deux  intégrales 


/    x<^-^  e~'  dx,      I    x^-^  e~*  dx. 


où  £  est  un  nombre  positif  très  petit,  et  /  un  nombre  positif  très  grand. 
La  seconde  intégrale  a  toujours  une  limite,  car  à  partir  d'une  valeur  de  x 

assez  grande  on  a  a?«-*e--^<  — r>  ce  qui  revient  à  écrire  ^>  ar*-»"*.  Quant 

X 

à  la  première  intégrale,  le  produit  x^—^/(x)  a  pour  limite  i  lorsque  x  tend 
vers  zéro;  pour  que  l'intégrale  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffît  que  i  —  a 
soit  inférieur  à  un,  ou  que  a  soit  positif.  Supposons  cette  condition  rem- 
plie; la  somme  des  deux  limites  est  la  fonction  T(a),  appelée  aussi  inté- 
grale Eulérienne  de  seconde  espèce,  Gette  fonction  r(a)  devient  infinie 
lorsque  a  tend  vers  zéro;  elle  a  une  valeur  positive  pour  toute  valeur 
positive  de  a,  et  augmente  indéfiniment  avec  a.  Elle  présente  un  minimum 
pour  X  =  i,46i632i . . .,  et  la  valeur  correspondante  est  o,8856o32.,.. 

Intégrons  par  parties  la  formule  (i5)  et  supposons  a>i;  en  consi- 
dérant e-'  dx  comme  la  différentielle  de  — c-*,  il  vient 

r(a)=— [ar«-*e-*]J*4-(a  — i)   1         ar«-«c-*rfar; 

mais  le  produit  x^-^e-^  est  nul  aux  deux  limites,  puisque  a>i,  et  il 
reste 

(26)  r(a)  =  (a  — i)r(a  — I). 

L'application  répétée  de  cette  formule  permet  de  ramener  le  calcul 
de  r(a)  au  cas  où  l'argument  a  est  compris  entre  o  et  i.  Il  est  facile  d'en 
déduire  la  valeur  de  r(a),  lorsque  a  est  un  nombre  entier.  On  a  d'abord 

r(i)=:  /      c-*ûte= --[e-*]v=i; 
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la   formule  précédente  donne  ensuite  successivement,  en  faisant  a  =  i, 

O  •      •    •   •  •     /ï  f      »    »   m  y 

r(a)=r(i)=:i,      r(3)  =  ar(2)  =  i.2, 

et,  d'une  manière  générale,  si  n  est  un  nombre  entier  positif, 

(27)  r(/i)  =  1.2.3 ...  (/i  —  i). 

93.  Intégrales  currilignes.  —  Soient  AB  un  arc  de  courbe  plane 
continu,  et  P{Xyy)  une  fonction  continue  de  deux  variables  x^y 
le  long  de  AB  (x,  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  AB 
par  rapport  à  deux  axes  situés  dans  son  plan).  Prenons  sur 
Tare  AB  un  certain  nombre  de  points  de  division  m\^  m^,  . .  ., 
nii,  ...,  de  coordonnées  (j:j,yi),  (0:2, >^j ),.-.,  (a:/, j^i),  .•.,et 
sur  chacun  des  arcs  m/_i  />?/  prenons  encore  un  point  /î/ à  volonté, 
de  coordonnées  (Ç,,  7)/).  Considérons  la  somme 

.  gs  (  P(5i,^i)(^i  — «)  +  P(5î.»îj)(-^ï  — -ï^Oi---- 

étendue  à  tous  les  intervalles  partiels;  lorsque  le  nombre  des 
points  de  division  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  chacune 
des  différences  Xi  —  xu^  tende  vers  zéro,  la  somme  précédente 
lend  vers  une  limite  que  l'on  appelle  Vintégrale  curviligne  de 
P(x, ^)  étendue  à  l'arc  AB,  et  que  l'on  représente  par  le  symbole 

f  ^{x,y)dx. 

Pour  démontrer  l'existence  de  cette  limite,  supposons  d'abord 
<|u'une  parallèle  à  Oy  ne  puisse  rencontrer  l'arc  AB  en  plus  d'un 
point.  Soient  a  et  6  les  abscisses  des  points  A  et  B  el  y  ■=  ^{x) 
l'équation  de  l'arc  AB;  ^{x)  est  une  fonction  continue  de  x  dans 
l'intervalle  (a,  6).  Si  Ton  remplace^  par  ^{x)  dans  P(j?,y),  le 
résultat  est  également  une  fonction  continue  ^{x)  =  P[a?,  f  (^)], 
€t  l'on  a 

La  somme  précédente  peut  donc  s'écrire 

♦(îiX^i  —  a) H-  *(îî)(ari— a?,)  -♦-. .  .4-  *($/)(iF,  —  ar/-,)-f-. . .  ; 
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elle  a  donc  pour  limite  l'intégrale  définie  ordinaire 

,b  ^b 


et,  par  suite, 


i 

fv{x,y)dx=   Ç   P[T,o(a:)]rfar. 


Si  une  parallèle  à  Taxe  Oy  peut  rencontrer  l'arc  AB  en  plus 
d'un  point,  on  partagera  cet  arc  en  plusieurs  autres  dont  chacun 
n'est  rencontré  qu'en  un  point  par  une  parallèle  à  O^.  Étant  donné, 
par  exemple,  un  arc  de  courbe  tel  que  ACDB  {Jig*  i4)>  soient  C 

Fig.  i4. 


JD 


et  D  les  points  où  l'abscisse  est  maximum  ou  minimum.  Chacun 
des  arcs  AC,  CD,  DB  satisfait  à  la  condition  précédente,  et  nous 
écrirons 

Ç      P{x,y)dx=  f  P(x,y)dx-h  f  P{Xyy)dx^  f  P{x,y)dx; 


mais  il  est  à  remarquer  que,  pour  calculer  les  trois  intégrales  du 
second  membre,  on  devra  remplacer  y  par  trois  fonctions  diffé- 
rentes de  la  variable  x  dans  P(;r,  y). 

Les  intégrales  curvilignes   /  Q^{x,  y)dy  se  définissent  de  la 

même  façon;  ces  intégrales,  comme  on  le  voit,  se  ramènent  immé- 
diatement aux  intégrales  définies  ordinaires,  mais  leur  introduction 
se  justifie  par  leur  utilité.  Nous  ferons  remarquer  aussi  que  l'arc 
de  courbe  AB  peut  se  composer  de  portions  de  courbes  absolument 
distinctes,  telles  que  droites,  arcs  de  cercle,  etc. 

Un  cas  très  fréquent  dans  les  applications  est  celui  où  les  coor- 
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données  d'un  point  de  l'arc  AB  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
d'un  paramètre  variable 

o(i)  et  ^{t)  étant  des  fonctions  continues  de  /,  ainsi  que  les  déri- 
vées o'(/),  ^'(^);  nous  supposerons  que,  t  variant  de  a  à  ^,  le 
point  (j^,y)  décrit  l'arc  AB  en  marchant  toujours  dans  le  même 
sens.  L'intervalle  (a,  ^)  étant  divisé  en  intervalles  partiels  plus 
petits,  soient  f|_i  et  ti  deux  valeurs  consécutives  de  t  auxquelles 
correspondent  sur  l'arc  AB  deux  points  mi^i  et  m/,  de  coordon- 
nées (xi^i.yui)  et  {xi^yi).  On  a 

9/  étant  compris  entre  /|_<  et  ^i,  et  à  cette  valeur  6/  correspond  un 
poinl  (Ç|,  Tji)  de  l'arc  mi_^  mi.  Nous  pouvons  donc  écrire 

et,  en  passant  à  la  limite, 

«>'ab  «/a 

On  obtiendrait  de  la  même  façon  une  formule  analogue  pour  f  Q^dy 
et,  en  ajoutant  les  deux  formules,  il  vient 

q 

(29)  f  Fdx-^Qdy=:  f    [P^'(t)-i-(i^'{t)]dt; 

c'est  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
curvilignes.  Bien  entendu,  si  l'arc  de  courbe  AB  se  compose  de 
portions  de  courbes  distinctes,  les  fonctions  ?(^)  et  t{/(^)  n'auront 
pas  la  même  expression  tout  le  long  de  AB,  et  l'on  appliquera  la 
formule  à  chacune  des  portions  séparément. 

94.  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Nous  â^vons  défini  plus  haut 
l'aire  de  la  portion  du  plan  limitée  par  un  arc  de  courbe  AMB, 
une  droite  ne  rencontrant  pas  l'arc  AMB  et  les  deux  perpendi- 
culaires AAq,  BBo  abaissées  des  points  A  et  B  sur  cette  droite 
(n***  65,  78,  ^g.  g).  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée 
continue  de  forme  quelconque;  nous  entendons  par  là  le  lieu 
G.  i4 


\ 
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décrit  par  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions 
continues  x=/{t),  yz=o(t)  d'un  paramètre  /,  qui  reprennent 
les  mêmes  valeurs  lorsque  t  croît  de  /o  à  T.  Ces  fonctions /(/) 
et  ^(t)  peuvent  d'ailleurs  avoir  des  expressions  tout  à  fait  diffé- 
rentes entre  les  limites  /o  et  T;  c'est  ce  qui  arrivera  si  le  contour 
fermé  C  se  compose  d'arcs  de  courbes  distinctes.  Considérons  sur 
la  courbe  C  un  certain  nombre  de  points  Mo,  M^,  Mj,  . . .,  M|_|, 
M,-,  . . .,  M/,_i,  Mo  correspondant  à  des  valeurs  ^09  ^i?  ^2»  •  •  •)  du 
paramètre,  croissantes  de  to  à  T.  En  joignant  ces  points  dans 
l'ordre  où  ils  se  succèdent  sur  la  courbe,  on  obtient  un  polygone 
inscrit  dans  cette  courbe;  on  appelle  aire  de  la  courbe  fermée  C 
la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  de  ce  polygone  lorsque  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  chacun  des  côtés 
tende  vers  zéro  (*  ).  Cette  définition  est  bien  d'accord  avec  celle  qui 
a  été  adoptée  dans  le  cas  particulier  rappelé  plus  haut;  car  si  l'on 
décompose  le  polygone  AoAQ^Qa . . .  BBoA©  en  petits  trapèzes 
par  des  parallèles  à  la  droite  AAo,  Taire  de  l'un  de  ces  petits  Ira- 

pèzes  a  pour  expression  {Xi —  xu^  )  "^ — ^^ —    »  ce  qui  peut 

encore  s'écrire  i^xi —  xi^x  )/{^i)^  5«  étant  compris  entre  Xi^^  et  Xi. 

L'aire  polygonale  a  donc  pour  limite  l'intégrale  définie  \  f{x)  dx. 

Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  C  qui  ne  peut 
être  rencontrée  en  plus  de  deux  points  par  une  droite  paral- 
lèle à  une  direction  fixe.  Choisissons  pour  axe  des  y  une  droite 
parallèle  à  cette  direction  et  pour  axe  des  x  une  droite  perpen- 
diculaire, de  telle  façon  que  la  courbe  C  soit  tout  entière  dans 
l'angle  ^Oj^(/^.  i5). 

Les  points  du  contour  C  se  projettent  sur  Ox  suivant  les  points 
d'un  segment  a6,  et  toute  parallèle  à  Oy  menée  par  un  point 
de  ab  rencontre  le  contour  C  en  deux  points  seulement  m\  et  m^. 
Soient  yxz=ifx{x)  et  j/"a  =  <];a(a?)  les  équations  des  deux  arcs  de 
courbe  Am|B  et  A/Tt^B.  Supposons,  pour  plus  de  clarté,  que  les 
points  A  et  B  du  contour  C  qui  se  projettent  en  a  et  6  soient  des 
sommets  de  la  ligne  polygonale.  L'aire  du  polygone  inscrit  dans  le 


(*)  On  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe  considérée  n'a  pas  de  point 
double,  et  que  les  côtés  du  polygone  inscrit  sont  assez  petits  pour  que  le  péri- 
mètre de  ce  polygone  n'ait  pas  lui-même  de  point  double. 
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contour  C  est  égale  à  la  difTérence  des  aires  polygonales  limitées 
par  les  droites  Aa,  a6,  bB  et  les  lignes  brisées  inscrites  dans  les 
arcs  A/naB  et  Ami 6.  En  passant  à  la  limite,  on  en  conclut  que 
l'aire  de  la  courbe  C  est  égale  à  la  différence  des  aires  limitées  par 


Fig.  i5. 


les  deux  contours  Am^BbaA  et  Am|B6aA,  c'est-à-dire  à  la  dif- 
férence des  deux  intégrales 


Les  deux  intégrales  représentent  l'intégrale  curviligne    lydx, 

prise  le  long  de  Am^B  et  le  long  de  Am^  B.  Si  nous  convenons  de 
dire  que  le  contour  C  est  décrit  dans  le  sens  direct  lorsqu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  et  décrivant  ce  contour  laisse  à  sa 
gauche  l'aire  enveloppée  (les  axes  ayant  la  disposition  habituelle, 
comme  dans  le  cas  de  la  figure),  le  résultat  obtenu  peut  s'exprimer 
comme  il  suit  :  L'aire  û  enveloppée  par  le  contour  fermé  C  a  pour 
valeur 


(3o) 


•^IC) 


l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  C  dans 
le  sens  direct.  Cette  intégrale  ne  changeant  pas,  quand  on  déplace 
l'origine  des  coordonnées,  la  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
position  du  contour  C  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.    ^ 
Considérons  maintenant  un  contour  C  de  forme  quelconque. 
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Nous  supposerons  qu'on  peut,  en  menant  des  transversales  joi- 
gnant deux  points  de  C,  obtenir  des  contours  partiels  dont  chacun 
n'est  rencontré  qu'en  deux  points  par  une  droite  parallèle  à  Oy. 
Tel  est  le  cas  de  la  région  limitée  par  le  contour  C  de  X'^Jig,  i6 

Fig.  i6. 


nv 


que  l'on  décompose  au  mojen  des  transversales  aô,  crf,  en  trois 
régions  limitées  respectivement  par  les  contours  amha^  abndcqa^ 
cdpc^  à  chacune  desquelles  on  peut  appliquer  la  formule  précé- 
dente. En  ajoutant  les  résultats  obtenus,  les  intégrales  curvilignes 
provenant  des  lignes  auxiliaires  aô,  cd  se  détruisent,  et  l'aire 

limitée  par  C  est  encore  égale  à  l'intégrale  curviligne  —  1  y  dx, 

prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct. 

On  démontre  de  la  même  façon  que  l'on  a 

(3i)  û=   f  xdy, 

et,  en  combinant  les  deux  formules,  il  vient 
(32)  Q=  ^  j   xdy—ydxy 

les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  sens  direct. 

Par  exemple,  l'aire  de  l'ellipse,  représentée  par  les  formules 

X  =  acostf       y  =1  b  sintj 
a  pour  expression 

I   r^ 

Û=-   I      ab{cos*t-h  sin*t)dl  =  'j:ab. 
^  Jo 

95.  Aire  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires.  —  Soit  à  éva- 
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luer  l'aire  limitée  par  le  contour  O  AMBO  {^g-  17),  formé  des  deux 
droites  OA,  OB  et  de  Tare  AMB,  qui  n'est  rencontré  qu'en  un 
point  au  plus  par  une  droite  issue  de  O.  Prenons  le  point  O  pour 

Fig.  17. 


pôle,  pour  axe  polaire  une  droite  O^,  et  soit  p  =:y(w)  l'équation 
de  l'arc  AMB. 

Inscrivons  une  ligne  polygonale  dans  cet  arc  AMB,  et  soient  M, 
M' deux  sommets  voisins  ;  l'aire  cherchée  est  la  limite  de  la  somme 
des  triangles  OMM'.  Or  l'aire  du  triangle  OMM'  a  pour  expression 

-  p(p  -h  Ap)sinA(o  =  Aa)|  Ë-  -h  ej, 

e  étant  infiniment  petit  avec  Aco.  On  vérifie  aisément  que  toutes 
les  quantités  analogues  à  e  peuvent  être  supposées  moindres  que 
tout  nombre  donné  y^  pourvu  que  tous  les  angles  A(o  soient  assez 
petits.  On  peut  donc  négliger  e  Au  dans  la  recherche  de  la  limite  ; 

l'aire  cherchée  est  la  limite  de  la  somme  ^  ^^»  c'est-à-dire 
l'intégrale  définie 


0)4  et  (i>2  étant  les  angles  que  font  avec  Ox  les  droites  OA  et  OB. 
Une  aire  limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque  est  la 
somme  ou  la  différence  d'un  certain  nombre  d'aires  limitées 
comme  la  précédente.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  évaluer  l'aire 
d'un  contour  fermé  entourant  le  point  O  et  rencontré  en  deux 
points  seulement  par  une  droite  passant  par  le  point  O,  il  suffira 
de  faire  varier  co  de  o  à  211.  L'aire  d'un  contour  fermé  convexe 
laissant  le  point  O  à  l'extérieur  {Jlg'  17)  est  égale  à  la  différence 
des  aires  des  deux  secteurs  OAMBO,  OANBO,  qu'on  calculera 
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comme  on  vient  de  l'expliquer.  Dans  tous  les  cas,  l'aire  est  encore 

représentée  par  l'intégrale  curviligne  -  /  p^rfw,  prise  le  long  de  C 

dans  le  sens  direct.  Cette  formule  ne  diffère  pas  au  fond  de  la 
précédente;  en  effet,  quand  on  passe  des  coordonnées  rectangu- 
laires aux  coordonnées  polaires,  on  a 

dx  =  cosu)  c?p  —  p  sinioei^h),         dy  =  sinto  rfp  -h  p  cosu)  rfo), 

X  dy — y  dx  rr-  p^dta. 

Considérons  encore  un  arc  de  courbe  AMB  représentée  en  coor- 
données obliques  par  l'équation  yz^fi^x).   Pour  évaluer  Taire 

Fig.  i8. 


limitée  par  l'arc  AMB,  l'axe  des  x  et  les  parallèles  AAo,  BBo  à 
l'axe  Oy^  imaginons  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  AMB,  et 
décomposons  l'aire  du  polygone  en  petits  trapèzes  par  des  paral- 
lèles à  Oy,  L'aire  d'un  de  ces  trapèzes  a  pour  expression 

f(Xi^i)-hf(Xi),  .     .     û 

•^^       ^ îLi—Li  (a:/— a?/_i)sin6, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire  (xî — ^/_i)/(Çi)  sinÔ,  Ç/  appartenant 
à  l'intervalle  (^i_i,  Xi),  L'aire  est  donc  égale  à  l'intégrale  définie 

sinO   /     /{x)dx. 

On  en  déduit,  comme  plus  haut,  que  l'aire  limitée  par  un  con- 
tour fermé  quelconque  C  a  pour  expression 

Jf   x  dy — y  dx. 
(Cl 
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Remarque.  —  Étant  donnée  une  courbe  fermée  C  {fig-  x5) 
menons  en  un  point  M  de  cette  courbe  la  direction  de  la  normale 
qui  va  vers  l'extérieur^  et  soient  a,  P  les  angles  que  fait  cette  direc- 
tion avec  les  axes  O^,  Oy^  ces  angles  étant  comptés  de  o  à  tc. 
Le  long  de  Tare  A m^  B,  l'angle  p  est  obtus  et  l'on  adx=  —  ds  cos  P, 
de  sorte  que  l'on  peut  écrire 


/        ydx  =  —  I  y  cos  p  ds. 


Le  long  de  Bm^A,  l'angle  ^  est  aigu,  dans  l'intégrale  curviligne 
le  long  de  B/n2A,  dx  est  négatif,  et  si  l'on  convient  de  regarder  rfj 
comme  toujours  positif,  on  a  encore  dx  =  —  ds  cos  p.  L'aire  de 
la  courbe  fermée  est  donc  représentée  par  l'intégrale 


/ 


y  cos  p  dsy 

l'angle  P  étant  défini  comme  on  l'a  dit,  et  ds  étant  essentiellement 
positif.  La  formule  s'étend  comme  plus  haut  à  un  contour  de 
forme  quelconque,  et  l'on  verrait  de  même  que  l'aire  est  égale 
aussi  à  l'intégrale 

/  X  cosoL  ds. 
Cet  énoncé  est  absolument  indépendant  de  la  disposition  des  axes. 

96.   Valeur  de  Pintégrale  ~  jxdy'-ydx.  —  IJ   est  naturel  de  se 

demander  ce  que  représente  rinlégrale  /  xdy — ydx^  prise  le  long  d'une 

courbe  de  forme  quelconque,  fermée  ou  non. 

Considérons,    par    exemple,    les    deux    courbes    fermées     OAOBO, 
ApB^GrA^B/GuA  (Jlg.  19)  qui  ont  respectivement  un  point  double 


et  trois  points  doubles.  11  est  clair  que  l'on  peut  les  remplacer  l'une  et 
Tauire  par  la  réunion  de  deux  courbes  fermées  sans  point  double.  Ainsi 
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le  contour  fermé  OAOBO  est  équivalent  à  la  suite  des  deux  contours  OAO 
OBO.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  Taire  de  la 
boucle  OAO  diminuée  de  l'aire  de  la  boucle  OBO.  De  môme,  le  second 
contour  peut  être  remplacé  par  les  deux  courbes  fermées  ApBqCrA. 
et  A.sBtCuA.  L'intégrale  est  donc  égale  à  la  somme  des  aires  des 
boucles  A/ïB^A,  BtCqB,  ArCwA,  plus  deux  fois  l'aire  de  la  boucle 
AsBqCuA.  Le  raisonnement  est  général.  Un  contour  fermé,  avec  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles,  détermine  un  certain  nombre  d'aires 
partielles  ^i,  o-j,  ...,  Vp  qu'il  limite  complètement.  L'intégrale,  prise  le 
long  du  contour  total,  est  égale  à  une  somme  de  la  forme 

mi^iH-  mjffj-h. .  .-4-  niptjp, 

niiy  nif,  ...,  nip  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  que  l'on 
détermine  par  la  règle  suivante  :  Étant  données  deux  aires  limitrophes 
(j,  o'  séparées  par  un  arc  ab  du  contour  C,  on  imagine  un  observateur 
debout  sur  le  plan  et  décrivant  le  contour  dans  le  sens  indiqué  par 
les  flèches;  Vaire  laissée  à  gauche  a  un  coefficient  supérieur  d'une 
unité  à  celui  de  l'aire  laissée  à  droite.  On  donne  le  coefficient  o  à  l'aire 
illimitée  extérieure  au  contour,  et  Ton  détermine  les  autres  coefficients 
de  proche  en  proche. 

Si  Ton  a  un  arc  de  courbe  AB  non  fermé,  on  le  transforme  en  une 
courbe  fermée  en  joignant  les  extrémités  A  et  B   à  l'origine,  et  l'on 

applique  la  règle  précédente  à  ce  contour;  car  l'intégrale  /  x dy — ydx, 
prise  le  long  des  rayons  OA  et  OB,  est  évidemment  nulle. 
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97.  Différentiation  tous  le  signe   /.  —  On  a  souvent  à  étudier 

des  intégrales  définies  où  la  fonction  à  intégrer  dépend  non  seu- 
lement de  la  variable  d'intégration,  mais  d'une  ou  plusieurs 
variables  que  l'on  considère  comme  des  paramètres.  Soity(^,  a) 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  a,  continue  lorsque  x  varie 
de  o^o  à  X  et  que  a  varie  entre  certaines  limites  ao,  «i.  L'intégrale 
définie 

F(a)=  Ç  /(a?,  OL)dx, 

où  Ton  suppose  que  a  ait  une  valeur  déterminée  comprise  entre  ao 
et  a,,  et  où  les  limites  Xf^  et  X  sont  indépendantes  de  a,  est  une 
fonction  de  la  variable  a,  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés. 
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Nous  pouvons  écrire 

(33)         F(a-hAa)  — F(a)=    r    [f(x,a-^!i%)^f(x,a)]dx; 

la  fonction  y(^,  a)  étant  continue,  on  peut  prendre  Aa  assez  petit 
pour  que  la  différence  sous  le  signe  d^intégration  soit  moindre  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  donné  à  Favancee.  L'accrois- 
sement AF(a)  sera  donc  moindre  en  valeur  absolue  que  e|X  —  Xq\\ 
ce  qui  prouve  la  continuité. 

Si  la  fonction  y( a;,  a)  a  une  dérivée  par  rapport  à  la  variable  a, 
on  a 

fix,  a-+-Aa)— /(a?,  a)  =  Aa[/a(a:,  a) -h  s], 

e  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Aa.  On  peut  donc  écrire, 
en  divisant  les  deux  membres  de  (33)  par  Aa, 

F(a-hAa)  — F(a)  "^  -** 


=  /    f'oL^sc^  aL)dx -k-  I     tdx\ 


désignons  par  tj  la  limite  supérieure  de  e  en  valeur  absolue,  la 
dernière  intégrale  est  moindre  en  valeur  absolue  que  r, |X  —  j?o| 
et,  en  passant  à  la  limite,  il  vient 

(34)  -^  =  J     f'aiix,  a)dx. 

Pour  que  la  conclusion  soit  absolument  rigoureuse,  il  faut  être 
assuré  que  l'on  peut  prendre  Aa  assez  petit  pour  que  le  nombre  e 
soit  moindre  que  tout  nombre  positif  y^  donné  à  l'avance,  et  cela 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x^  et  X. 
Il  en  est  certainement  ainsi  lorsque  la  dérivée /«(^^  *)  est  elle- 
même  continue.  En  effet,  le  théorème  des  accroissements  finis 
donne 

/(a?,  «-+- Aa)— /(ar,  «)==  Aa/i(iP,  a -h  OAa);         o<6<i, 
on  a,  par  conséquent, 

e=/'a(ar,  a -h  0  Aa)  — /i(a:,  a). 

Si  la  fonction  y^  est  continue,  la  différence  e  sera  moindre  que  t), 
quels  que  soient  x  et  a,  pourvu  que  |  Aa|  soit  inférieur  à  un  nombre 
positif  h  choisi  assez  petit  {voir  plus  loin,  Ghap.  VI). 
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Supposons  maintenant  que  les  limites  X  et  Xq  sont  elles-mêmes 
des  fonctions  de  a.  On  peut  écrire,  en  désignant  par  AX  et  A^o 
les  accroissements  correspondants  à  un  accroissement  Aa, 

F(a-hAx)— F(a):^    /*    [/(a?,  a  H- Aa)  — /(ar,  a)j££a? 

J^  X-»-AX  ^3-0+ Aj-o 

f  /(a?,  a4-Aa)rfar —  /  /(a?,  a -+- Aa)<ir, 

OU,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne  aux  deux  dernières 
intégrales  et  divisant  par  Aa, 

F(a4-A(x)-F(a)  _    /*^/(a-,  a-t>  Aa)^/(ar,  a)  ^^ 


=/ 


Aa  ./  Aa 


H- ^/(X-h  6  AX,  a  H- Aa)— ^/(iPo  H-Ô'Axo,  a-hAa). 

Lorsque  Aa  tend  vers  zéro,  la  première  intégrale  a  la  même 
limite  que  plus  haut,  et  il  vient,  en  passant  à  la  limite, 

(35)  g  =    rV.(*,  «)'^-  ^/(X,  a)-  §/(a^.>  «)• 

C'est  la  formule  générale  de  différentiation  sous  le  signe  1 . 

Toute  intégrale  curviligne  pouvant  se  ramener  à  une  somme 
d'intégrales  définies  ordinaires,  la  formule  s'y  étend  immédia- 
tement. Par  exemple,  soit 

F(a)=   f  P{x,y,a)dx-^q(x,y,a)dy 

une  intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  arc  AB  qui  est  le  même, 
quel  que  soit  a;  on  a 

F'(a)=  f  Paix,  y,  a)dx  -^-q'oiiT,  y^  oL)dy, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  même  courbe.  Au  contraire, 
les  raisonnements  supposent  essentiellement  que  les  limites  sont 
finies  et  que  la  fonction  à  intégrer  ne  devient  pas  infinie  entre  ces 
limites.  Nous  examinerons  plus  loin  les  cas  où  ces  conditions  ne 
sont  pas  satisfaites  (Chap.  VIII). 

La  formule  (35)  est  souvent  employée  pour  obtenir  la  valeur 
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de  certaines  intégrales  définies,  en  les  rattachant  à  d^autres  inté- 
grales plus  faciles  à  calculer.  Par  exemple  on  a,  si  a  est  positif, 


/ 


dx  I  X 

— : =  -7=  arc  lang-  -r» 

0    a?«-f-a       ^a  >Ja 


ety  en  appliquant  la  formule  (34) /i  —  ■  fois  de  suite,  on  en  déduit 

/'        dx  d^-^    /  1  X  \ 

7—i ^  =  ^  „   ,  1  -7-=  ^^^  tang- -  I . 

98.  Exemples  de  discontinuité.  —  Lorsque  les  conditions  supposées  ne 
sont  pas  toujours  remplies  entre  les  limites  de  l'intégration,  il  peut  arriver 
que  l'intégrale  définie  soit  une  fonction  discontinue  du  paramètre.  Consi- 
dérons par  exemple  l'intégrale  définie 

j_j     I  —  2a?cosa -+-a?*' 

cette  intégrale  a  une  valeur  finie,  car  les  racines  du  dénominateur  sont 
imaginaires,  sauf  dans  le  cas  où  a  =  Attt;  mais  il  est  clair  que,  dans  ce  cas, 
on  a  F(a)  =  0.  Supposons  par  conséquent  sina^o;  en  posant 

X  =  cosa-i-  t  sina, 

il  vient,  en  prenant  d'abord  l'intégrale  indéfinie, 

/sinat^^or                 r    dt 
=  /  -T  =  arc  tang/. 
I  — 2iFCOsa-+-a7*      J    i-^t^ 

L'intégrale  définie  F(a)  est  donc  égale  à 

(I  —  cosa\                      /— I  — cosa 
: )  —  arc  tang  (  ■. 
sina     /                   °\        sina 

les  arcs  étant  comptés  de ^  à  -•  Mais  on  a 

I  —  cosa       — I  —  cosa 

: X   ; ^  —  », 

sina  sma 

et  par  conséquent  la  différence  des  arcs  est  égale  à  di  -•  Pour  savoir  le 

signe  qu'on  doit  prendre,  il  suffit  de  remarquer  que  tous  les  éléments  de 

l'intégrale  ont  le  signe  de  sina.  On  a  donc  F(a)  =  =b  -9  suivant  que  sina 

est  positif  ou  négatif;  la  fonction  F(a)  est  discontinue  pour  toutes  les 
valeurs  a  =  kiz.  Ce  résultat  n'est  nullement  en  contradiction  avec  le  rai- 


arc 
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sonnement  fait  au  débul  de  ce  paragraphe.  En  effet,  lorsque  x  varie  de  —  i 

à  -+- 1,  et  a  de  —  e  à  -h  e,  par  exemple,  la  fonction  sous  le  signe  /  devient 

indéterminée   pour  les  systèmes   de  valeurs   a  =  o,  x -=■  —  i,  et   a  =  o, 
â!*  =  -h  I,  qui  font  partie  de  ce  domaine,  quelque  petit  que  soit  e. 

11  serait  facile  de  multiplier  les  exemples.  Prenons  encore  l'intégrale 


/ 


<ix\ 


X 


en  faisant  le  changement  de  variable  mx  =  y^  il  vient 


i-f-« 


le  signe  ±  dépendant  du  signe  de  m,  car  les  limites  de  la  nouvelle  inté- 
grale  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  première  si  m  est  positif,  et  doivent 
être  renversées  si  m  est  négatif.  Nous  avons  vu  (n**  91)  que  l'intégrale  du 
second  membre  est  une  quantité  positive  N.  L'intégrale  considérée  est 
donc  égale  à  =!=  N,  suivant  le  signe  de  m. 
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99.  Généralités.  —  Quand  on  ne  connaît  pas  de  fonction  pri- 
mitive de  f{x),  on  a  recours  à  des  méthodes  d'approximation 

pour  trouver  la  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie   /    /(x)dx. 

Le  théorème  de  la  moyenne  fournit  deux  limites  entre  lesquelles 
est  comprise  cette  intégrale,  et  l'on  peut,  par  un  procédé  analogue, 
en  trouver  une  infinité  d'autres.  Supposons  que,  x  variant  de  a 
à  h(a  <[  6),  on  ait  constamment  <p(^)  <f{x)  -<  \{x)  ;  il  est  évi- 
dent que  l'on  aura  aussi 

Jf     o{x)  dx  <i  j    /(x)dx<.   I     ^(x)dx; 

si  l'on  a  choisi,  pour  les  fonctions  ç(^)  et  <{'(^),  les  dérivées  de 
deux  fonctions  connues,  on  obtiendra  de  cette  façon  deux  limites 
entre  lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de  l'intégrale  considérée. 
Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 


Jr^     dx 


on  peut  écrire  \j \  —  x''=^\J \  —  x'^  \l i-r-  x'-^  et,  x  variant  de  o  à  i , 
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^i-\-  x^  reste  compris  entre   i   et  v/2.  L'intégrale  cherchée  est 
donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 


r'      dx  j_    /**      dx 


c  est-a-dire  entre 


2 


-^  et  -•  On  peut  trouver  deux  limites  plus 


x^ 


rapprochées  en  observant  que  (i  -f-  x^)   *  est  plus  grand  que  i ;- 

comme  le  montre  le  développement  de  (i  -4-  u)  *  par  la  formule 
de  Tajlor,  limitée  aux  deux  premiers  termes.  L'intégrale  I  est 
donc  supérieure  à 

r^      dx  I    r'    x^dx 

la  dernière  intégrale  a  pour  valeur  -  (voir  n°  105)  et,  par  suite, 

4 

1  est  compris  entre  —  et  -• 

Il  est  clair  qu'on  n'obtient  de  celle  façon  que  des  indications 
sur  la  valeur  exacte  de  l'intégrale.  Pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées,  on  partagera  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  plus 
petits  à  chacun  desquels  on  appliquera  la  formule  de  la  moyenne. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  /(x)  aille  constamment  en 
croissant  depuis  a  jusqu'à  b.  Divisons  l'intervalle  (a,  b)  en  n  par- 
ties égales  (6  —  a=znh);  d'après  la  définition  même  de  l'inté- 

grale,   1    /(a?)  dx  est  comprise  entre  les  deux  sommes 

5  =  AJ/(a)  -h/(a-+-A)    -i-...-h/[a-h(n  — i)A]j, 

S  =  h[f{a  -f-  h)  -hf{a  -4-  2  A)  -h. .  .-4- /(a  -+-  nh)]. 

En  prenant  pour  valeur  de  l'intégrale  — ; — >  l'erreur  commise  est 

certainement  inférieure  à  S  —  s= [/(^) — /i^)]'  ^*  ^^" 

leur peut  s'écrire  • 


\  1 


-H  A)       /(a -+- A)-i-/(a -+-aA) 


2 

.    /[g  -t-(/i  -  i)/t]  H- /(g  -+•  nh))  , 
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si  l'on  observe  que  -  î/(a  +  ih)  -\-/[a  -h  (t -+-  i)/i]\  représente 

Taire  du  trapèze  qui  aurait  pour  hauteur  h  et  pour  bases  /{a  H-  ih) 
et  /{a  -\-  ih  -\-  h),  on  voit  que  la  méthode  revient  à  remplacer 
l'aire  de  la  courbe  j^  =/(a:),  comprise  entre  deux  ordonnées  voi- 
sines, par  Taire  du  trapèze  rectiligne  ayant  pour  bases  ces  deux 
ordonnées.  La  méthode  est  pratique,  quand  on  n'a  pas  besoin 
d'une  grande  approximation. 

Prenons,  par  exemple,  Tintégrale  /    1;  si  l'on  prend /i  =  4, 

on  a  pour  valeur  approchée  de  l'intégrale 

et  Terreur  commise  est  moindre  que  -^  =o,o625.  On  en  déduit 

une  valeur  approchée  de  itqui  a  une  décimale  exacte  3,  i3o8. 

Si  la  fonction  /(x)  ne  varie  pas  dans  le  même  sens  lorsque  x 
croît  de  a  à  é,  on  partage  cet  intervalle  en  plusieurs  autres  pour 
lesquels  cette  condition  soit  satisfaite. 

100.  Interpolation.  —  Voici  une  autre  méthode  pour  évaluer 

l'intégrale  /  /(x)dx  :  On  fait  passer  une  courbe  parabolique 
d'ordre  n 

par  (/i  4- 1)  points  Bq,  B| ,  . . . ,  B„  pris  sur  la  courbe  y  =zf(^x)y 
entre  les  deux  points  d'abscisses  a  et  6,  et  Ton  prend  pour 
valeur  approchée  de  Tintégrale  à  évaluer  la  valeur  de  Tintégrale 

définie  /    (f(x)dXf  qu'il  est  facile  de  calculer. 

Soient  (a'o,  jKo))  {xt,  /i),  ...,  (xn^,  yn)  les  coordonnées  des 
(n  -+-  i)  points  Bq,  B,  ,  . . . ,  B„.  Le  polynôme  cp(a?)  est  donné  par 
la  formule  d'interpolation  de  Lagrange 

où  le  coefficient  X,  àe  yi 

y  {x  —  a?o)...(a?  —  x/— i)(x  —  a?/4.i)  . .  .(a? — Xn) 

■"  {xi—  a?o) . . .  (a?/—  x/_,)(iPt  —  a?/H-i) . . .  (a?/—  Xn) 
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est  un  polynôme  de  degré  n  qui  s'annule  pour  les  valeurs 
données  a:©,  ^i ,  •  •  • ,  Xn)  sauf  pour  x  =  j?/,  et  qui  est  égal  à  un 
pour  X  =  Xi.  On  a  donc 


n 


y     ^(ix;)dx=^yi  I    \idx\ 


1  =  0 

or,  nous  pouvons  écrire 

j7(,  =  a -1-60(6  —  a),      a:i  =  a-»-0i(6 — a),       ...,      a7rt  =  «-+-0n(6  —  a), 

Oq,  0|,  ...,  0;2  étant  des  nombres  croissants  de  o  à  i,  et,  en 
faisant  le  changement  de  variable  ;r  =  a  -f-  (6  —  a)/,  la  valeur 
approchée  de  l'intégrale  prend  la  forme 

(36)  (6  —  a)(Ko^o-+-  K,^',  -+-. .  .-h  K„/n), 

où  Ton  a  posé 

•  (  /  -  Bo ) . . .  (  /  -  0/_,  )  (  <  -  6/+,  ) . . .  ( ^  —  e„) 


""'^l  ^ 


Oo) . . .  (ô/—  e/-,)(e/~  6/+.,) . . .  (0/-  e„) 


dt. 


Si,  quelle  que  soit  la  fonction /(j:),  on  décompose  l'intervalle 
(a,  6)  en  intervalles  plus  petits  dans  un  rapport  constant,  les 
nombres  Oo^  ^f»  •••>  ^/i  ^^  P^>*  suite,  les  coefficients  K|  sont 
indépendants  de  f{x).  Ces  coefficients  étant  calculés  une  fois 
pour  toutes,  on  n'a  plus  qu'à  remplacer  ^o>  y  m  ^  •  *•>  yn  par  leurs 
valeurs  correspondantes  dans  la  formule  (36). 

Lorsque  la  courbe  ^=:/(j?),  dont  on  veut  avoir  l'aire,  est 
donnée  graphiquement,  il  est  commode  de  diviser  l'intervalle 
(a,  b)  en  parties  égales,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  mesurer  sur  cette 
courbe  des  ordonnées  équidistantes.  Si  l'on  divise  en  deux  parties 

égales,  on  doit  prendre  6©  =  o,  6|  =  -  j  8a  =  i ,  ce  qui  donne  pour 
valeur  approchée  de  l'intégrale 

On  trouve  de  même,  pour  n  ==  4) 

TL    

l  ^  — jj—  (ro-H  3^1-+-  3^1 -+-73). 
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et,  pour  71  =  5, 

La  méthode  précédente  est  due  à  Côtes.  Celle  de  Simpson  est  un 
peu  différente.  Imaginons  l'intervalle  (a,  b)  divisé  en  2n  parties 
égales,  et  soient j/"o, y  1,^2»  •••ïj^a»  '^s  ordonnées  correspondant 
aux  points  de  division.  Si  Ton  applique  la  première  formule  de 
Côtes  à  l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées  d'indice  pair  consé- 
cutives, telles  quej'o  etj^aj  J^2  etj^^,  . . .,  on  trouve  pour  valeur 
de  l'aire  totale  à  évaluer 

et,  en  réduisant,  on  est  conduit  à  la  formule  de  Simpson 

101.  Méthode  de  Gauss.  —  Dans  la  méthode  de  Gauss,  on  prend 
d'autres  valeurs  pour  les  quantités  6/.  Voici  comment  on  y  est 
conduit  :  Admettons  que  Ton  puisse  trouver  des  polynômes  de 
degrés  croissants,  qui  diffèrent  de  moins  en  moins  de  la  fonction 
à  intégrer/(^),  dans  l'intervalle  (a,  b).  Admettons^  par  exemple, 
que  l'on  ait 

le  reste  R2/i(^)  étant  moindre  qu'un  nombre  fixe  t„  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  (');  nous  ne  connaissons 
pas  en  général  les  coefficients  a/,  mais  ils  n'interviennent  pas, 
comme  on  va  le  voir,  dans  le  calcul.  Soient  maintenant  a:o, 
Xiy  .  - .,  ^«_i  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  et  ^{x)  le 
polynôme  de  degré  n  —  i,  qui  prend  les  mêmes  valeurs  quey(^) 
pour  les  valeurs  Xo,  x^^  x^^  . .  . ,  Xn^\»  La  formule  d'interpolation 
de  Lagrange  montre  que  ce  polynôme  peut  s'écrire 

în  — t 


w=0 


(')  C'est  une  propriété  générale  des  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  b)y 
d'après  un  théorème  de  Weierstrass.  (  Voir  plus  loin,  Chapitre  IX.) 
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^m  et  Wk  étant  des  polynômes  de  degré  n  —  i  au  plus.  Il  est  visible 
que  le  polynôme  (fm{^)  i^e  dépend  que  des  valeurs  choisies  x^^ 
Xi^  .  . .,  Xn-i'  D'autre  part,  ce  polynôme  ©m(^)  doit  prendre  les 
mêmes  valeurs  que  x^  pour  x  =  Xq^  x  =  Xt,  . . . ,  a:  =  ;r„_i  ;  car, 
si  Ton  supposait  tous  les  a/  nuls,  sauf  oLm,  ainsi  que  R2/^(x),  /{x) 
se  réduirait  à  oLmX"^  et  f{x)  à  0Lm^m{^)'  La  différence  x'^ —  ^mi^) 
doit  donc  être  divisible  par  le  produit 

et  l'on  doit  avoir  x'^ —  fm(^)  =  PnQm^ni^)^  Qm-«(^)  étant  un 
polynôme  de  degré  m  —  n,  si  m^n^  et  x'^ — ^m(^x)  =  o,  si  m 

est  ^  n  —  I .  Cela  posé,  l'erreur  commise  en  remplaçant  /  /{x)  dx 
par    /    cp(j:^)rfj;  est  égale  à 


a 
\n—\  .  i  n—\ 


(37)  2""*y   [^"'-?m(x)]dx-^f   Rtn{^)dx—^R^„{xi)f  ^'i{x)dx. 


m=0  /■  =  0 


Les  termes  qui  dépendent  des  coefGcIents  ao,  ai,  . . .,  cLn_i  sont 
identiquement  nuls  et  Ton  voit  que  l'erreur  commise  dépend  uni- 
quement des  coefficients  a^,  a^+n  .  •  •,  «a/i-»  et  du  reste  R2«(^)- 
Or  en  général  ce  reste  Rj/i  est  très  petit  par  rapport  aux  coeffi- 
cients ay,,  a,/^i,  . . . ,  d^n-i',  on  aura  donc  de  grandes  chances  pour 
augmenter  l'approximation,  si  l'on  peut  disposer  de  Xq,  ^r^ ,  .  . ., 
^n-i'i  <le  façon  que  les  termes  qui  dépendent  de  a,,,  a^,^,,  ..., 
a^ii.i  soient  nuls  aussi.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  n  intégrales 

f    P«Qorf^,        f    PnQlCix f    PnQn-ldx 

soient  nulles,  Q/  étant  un  polynôme  de  degré  i.  Nous  avons  vu 
plus  haut  (n^  88)  qu'on  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 

il  suffira  donc  de  prendre  pour  x^^  x^^  . . . ,  Xn-\  les  n  racines  de 

l'équation  P,i  =  o,  racines  qui  sont  bien  comprises  entre  «  et  6. 

G.  i5 
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Lorsque  Pod    a  a=  —  i,  6  =  -|-i,  cas   auquel   on   peut  ra- 
mener tous  les  autres  par  la  substitution  :r  = j ^^~  t.  les 

valeurs  ^To,  X\^  ...,  Xn-\  sont  les  racines  du  polynôme  de  Le- 
gendre  X„  =  o.  On  trouvera  dans  le  Traité  de  Calcul  intégral 
de  M.  Bertrand  (p.  842)  les  valeurs  de  ces  racines,  ainsi  que  des 
coefficients  K/  de  la  formule  (36),  jusqu'à  /i  =  5,  avec  7  et  8  dé- 
cimales. 

L'erreur  commise  dans  la  méthode  de  Gauss  est  égale  à 

b  "~*  b 


1  =  0 


les  fonctions  Wi{x)  ne  dépendent  pas  de  la  fonction  dont  on 
cherche  l'intégrale.  Pour  avoir  une  limite  de  l'erreur  commise,  il 
suffit  donc  de  connaître  une  limite  de  R2n(:r),  c'est-à-dire  de 
savoir  avec  quelle  approximation  la  fonction y(^)  peut  être  repré- 
sentée par  un  polynôme  de  degré  o.n  —  1  dans  l'intervalle  (a,  6), 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  ce  polynôme. 

On  peut  aussi,  pour  calculer  la  valeur  numérique  d'une  inté- 
grale définie,  développer  en  série  la  fonction  f{x)  et  intégrer 
ensuite  terme  à  terme  la  série  obtenue.  Nous  verrons  plus  loin 
(Chap.  VIll)  à  quelles  conditions  cette  opération  est  légitime  et 
quelle  est  l'approximation  qu'elle  donne. 

102.  Planimètre  d'Amsler.  —  On  a  imaginé  un  grand  nombre  d'appa- 
reils pour  mesurer,  par  des  moyens  mécaniques,  Taire  d'une  courbe 
plane  (i).  Un  des  plus  ingénieux  est  le  planimètre  d'Amsler,  dont  la 
théorie  offre  une  application  intéressante  des  intégrales  curvilignes. 

Considérons  une  droite  rigide  mobile  dans  un  plan,  et  les  aires  A],  Jlis 
des  courbes  décrites  par  deux  points  Ai,  A^  de  cette  droite,  lorsque,  dans 
son  mouvement,  elle  revient  à  sa  position  initiale  au  bout  d'un  certain 
temps.  Soient  (ari,>'i),  (^i,  J^s)  les  coordonnées  des  deux  points  Aj,  Aj, 
dans  un  système  d'a\es  rectangulaires,  /  la  distance  des  deux  points,  et  0 
l'angle  que  fait  avec  Ox  la  direction  Ai  A}.  Pour  définir  le  mouvement  de 
la  droite,  il  faut  supposer  que  â7i,  yi  et  0  sont  des  fonctions  périodiques 
d'une  certaine  variable  indépendante  ^,  qui  reprennent  les  mêmes  valeurs 
lorsque   t  augmente   de   T.  On  a   iFj  =  arj-i- ^cosô,  ^1  =  j^iH- ^sin8,  et, 


(*  )  On  en  trouvera  la  description  dans  un  Ouvrage  de  M.  A.bdank-Abaranowics  : 
Les  intégraphes,  la  courbe  intégrale  et  ses  applications.  (  Gauthier-Villars,  1886.) 
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par  suite, 

/(cos6  dyi  —  sinO  c/j-i-f-^iCOsO  d^  -4-^isin6rf6). 


En  désignant  par  &ibi,  JUt  les  aires  des  courbes  décrites  par  les  points  Ai, 
A],  ces  aires  étant  évaluées  avec  la  convention  générale  faite  plus  haut 
(n'^Oô),  on  a 

et,  par  conséquent,  en  intégrant  les  deu^  membres  de  l'égalité, 

cV^sA^iH I  dO -^  -  /  cosOd^i  —  sinO^/j^i-h  /  (2ricos0-h^isin6)rf6, 

toutes  les  intégrales  étant  prises  entre  les   limites  /q  et  /o+T    pour  la 

variable  t.  l\  est  clair  que    /  ^0  =  2Kr,  K  étant  un  nombre  entier  qui 

dépend  du  mouvement  de  la  droite.  D'autre  part,  on  a,  en  intégrant  par 
parties, 

/  OTiCOsO  cH  =       Xi  sinO  —  /  sin6  dxi, 

j  y\  sin  6  d^  =  — yi  cos  9  -t-  /  cos  0  dyi  ; 

orâTi  sin6  et^iCOsO  reprennent  la  même  valeur  lorsque  <  croit  de  t^'a  ^o+T. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

^\,î  =  oA  I  -f-  K t:  /*  H-  M  cos 6  dyt  —  sin  6  dxi  ; 

soient  5  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  A],  compté  positivement  dans  un 
sens  déterminé,  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et  a  l'angle  que  fait  avec 
Ox  la  direction  positive  de  la  tangente,  on  a  encore 

cos6  dyt —  sinOc^j^i  =  (sina  cos6  —  sinO  cosa)^^  =  sin  Vcfj, 

V  étant  l'angle  que  fait  avec  la  direction  choisie  sur  la  droite  la  direction 
positive  de  la  tangente,  compté  positivement  comme  en  Trigonométrie. 
La  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 

(38)  rl.,=  aV,, -h  K <::/»-+-/  f  s\n\  ds. 

Soit  As  un  troisième  point  de  la  droite,  à  une  distance  /'  de  Ai;  on  a  de 
même,  pour  l'aire  de  la  courbe  décrite  par  A3, 

(39)  *     ^U=A.i-^KTJ'*-hr  fs'inVds. 
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Si  entre  ces  deux  formules  on  élimine  l'intégrale  inconnue  /  sinV  els,  il 
vient 

relation  qui  peut  encore  s'écrire 

(4o)  Jlo,(23)  -H  Aoj(3i)  -H  *^3(i2)  -+-  Kit(i2)(23)(3i)=  o, 

en  désignant  par  {ilc)  la  distance  des  deux  points  A/,  ^k{h  A:  =  i,  2,  3) 
affectée  d'un  signe.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  consi- 
dérons une  droite  Ai  At  de  longueur  (a  +  b)  dont  les  extrémités  Ai  et  A{ 
décrivent  une  même  courbe  fermée  convexe  G;  le  point  A3  qui  divise 
Al  As  en  deux  segments  de  longueur  a  et  b  décrit  aussi  une  courbe 
fermée  C  intérieure  à  G.  On  a  ici 

Xî=<.\9i,         (12)  =  a -h  ô,         (23)  =  --^,         (3i)=— a,         K  =  i, 

et  il  vient,  en  divisant  par  a-^  b, 

cA»!  —  e^oi  =  Tz  ab  ; 

or  tA>i  —  cild3  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  G,  G'.  On 
voit  que  cette  aire  est  indépendante  de  la  forme  de  la  courbe  G.  Ge 
théorème  est  dû  à  M.  Holditch. 

Au  lieu  d'éliminer    /  s'in  \  ds  entre  les  formules  (38)  et  (39),  éliminons 
«Hsi,  il  vient 

(40  X3=r.l.j-l-Ku(/'«— /2)_|_  (/'_/)  Ain  Vcf^; 

le  planimètre  d'Amsler  oiïre  une  application  de  cette  dernière  formule. 

Fig.  20. 


9/* 


Soit  A1A2A3  une  tige  rigide  articulée  en  Aj  avec  une  autre  tige  OAj.  Le 
point  O  étant  fixé,  on  fait  décrire  à  l'extrémité  As,  qui  est  munie  d'une 
pointe,  le  contour  de  l'aire  que  l'on  veut  évaluer,  le  yfo'ml  Aj  décrit  un 
arc  de  cercle,  ou  une  circonférence  entière  suivant  la  nature  du  mouve- 
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ment.  Dans  tous  les  cas,  on  connaît  tA>},  K,  /,  l',  et  il  suffira  de  connaître 

l'intégrale   1  s\n\  ds  pour  avoir  l'aire  cherchée  Jlos.  Cette  intégrale  est 

prise  le  long  de  la  courbe  Ci  décrite  par  l'extrémité  Ai.  Cette  extrémité 
porte  un  cylindre  de  révolution  gradué  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe 
même  de  la  tige  Ai  A3,  et  qui  peut  tourner  autour  de  cet  axe. 

Considérons  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  tige,  qui  amène 
AiAsA}  dans  la  position  Aj  A^A^.  Soit  Q  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  Al  At  et  AfA^;  du  point  Q  comme  centre  décrivons  un  arc  de 
cercle  A',  a,  et  du  point  A\  abaissons  la  perpendiculaire  A',  P  sur  Ai  As. 
Pour  amener  la  tige  de  la  première  position  à  la  seconde,  on  peut  imaginer 
qu'elle  glisse  d'abord  sur  elle-même  de  façon  que  Ai  vienne  en  a.  Dans  ce 
mouvement,  le  cylindre  glisse  le  long  de  la  génératrice  de  contact,  et  la  rota- 
tion est  nulle.  Si  l'on  fait  ensuite  tourner  la  tige  autour  de  Q,  de  façon 
que  a  vienne  en  A'i,  la  rotation  du  cylindre  est  mesurée  par  l'arc  aA', .  Or 

les  deux  rapports   .     '  >  r— rr  tendent  respectivement  vers  i  et  sinV 

^'^  AjP    arc  Al  A 1  ^ 

lorsque  l'arc  A 1  Al  tend  vers  zéro.  On  peut  donc  écrire  a  A'i  =  A5(sinV4-  e), 

t  étant  infiniment  petit  avec  ùls,  La  rotation  totale  du  cylindre  est,  par 

suite,  proportionnelle  à  la  limite  de  la  somme  £Às(  sin  V  +  e),  c'est-à-dire 

à  l'intégrale   /  sinV^5.  Il  suffit  donc  de  mesurer  cette  rotation  pour  en 

déduire  Taire  cherchée. 


EXERCICES. 


i.  Démontrer  que  la  somme  — 1 h. .  .h a  pour  limite  loff2, 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

I  On  prouve  que  cette  somme  a  pour  limite  l'intégrale  définie  / •  1 

2.  Trouver  de  même  les  limites  des  sommes 

n  n  n 

h    -r 1    -+- 


I  f  I 

H -      H-  .  .  .  + 


v/n*— i        //i* — a*  //i-  — (/i  — I)* 

en  les  rattachant  à  des  intégrales  définies.  D'une  façon  générale,  la  limite 

n 

de  la  somme ^<p(i,  n)  pour  n  infini  est  égale  à  une  intégrale  définie 
lorsque  9(1,  n)  est  une  fonction  homogène  de  degré  —  1  de  i  et  de  n. 


l3o  CHAPITRE   IV.   —    INTÉGRALRS  DÉFINIES. 


3.  Trouver  la  valeur  de  rintégrale  définie   /     \og{sinx){ix  =  — ^ 
I  On  peut  partir  de  la  formule  connue  de  Trigonométrie 


—  -loga. 


.    TT   .    ait  .   (n  — !)7r  n 

sin-  sin —  •  •  •  siii  — 


n        n  n  '2'*"' 

ou  s'appuyer  sur  les  égalités  presque  évidentes 

TC  1C  IC 

/     log(sîna?)6itr=    /     \og(cosx)  dx  ^  -   f     logf jf/a?.  1 

4.  Déduire  de  la  précédente  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


/     (x jtanga?^^:. 


5.  Démontrer  que  Ton  a  /     —^ —  dx  =    '  log2. 

Jo         ^-^^  ^ 

[On  peut  poser  â7=tang<p  et  partager  l'intégrale  obtenue  en  trois 
parties.] 

*6.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie  1     log(i  —  iolcosx  '\~a')dx. 

*'0 

[Poisson.] 

En  partageant  l'intervalle  de  o  à  ic  en  n  parties  égales  et  appliquant 
une  formule  connue  de  Trigonométrie,  on  est  conduit  à  chercher  la  limite, 
pour  n  infini,  de  l'expression 

si  a  est  compris  entre  —  i  et  +  i,  cette  limite  est  nulle.  Elle  est  égale 
à  irloga*,  si  a'>  i. 

Jr^  s'inxdx 

f       /         ~  ->  011  a  est  positif,  est  égale 


à  2  si  a  est  <  I ,  et  à  -  si  a  est  >  I . 


*8.  Pour  qu'une  fonction /(â?)  soit  intégrable  dans  un  intervalle  (a,  6), 
il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  nombre  positifs  corresponde  une  subdivision 
de  l'intervalle  telle  que  la  différence  S  —  s  des  sommes  correspondantes 
soit  plus  petite  que  e. 

Soient /(x)  et  ^{x)  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  6) 
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et  (a,  Xif  Xif  ...,  b)  une  division  de  cet  intervalle.  Si  l'on  prend  deux 
valeurs  quelconques  ^t,  tu  dans  chaque  intervalle  partiel  (xt-i,  27/),  la 
somme  2/'({/)^(Tj/)(a?/  —  ir/-i)  a  pour  limite  l'intégrale  définie 


/ 


ù 

/(x)o(x)dx. 


10.  Soit/(â?)  une  fonction  continue  et  positive  dans  Tintervalle  {a,  b). 

Le  produit  des  deux  intégrales  définies   /    /{x)axn  j     -jî — r^st  minimum 
lorsque  la  fonction  est  constante. 

rindice  d'une  fonction  (n°  77)  entre  x^  et  27i.  On  a  la  relation 

OÙ  a  =  -i-i,  lorsque /(a?o)  >  0, /(j:|)<o,  e  :^  —  i   lorsque /(x©)  <  o, 
f(Xi)  >  o,  et  Ê  =  o  lorsque  y(jro)  et/(ari)  ont  le  même  signe. 

On  applique  la  dernière  formule  de  la  page  176  aux  deux  fonc- 
tions/(ar),  -^ — -. 

/(^) 

'i2.  Soient  U  et  V  deux  polynômes  de  degrés  n  tt  n  — i  premiers  entre 

V 

eux.  L'indice  de  la  fraction  rationnelle  jzy  entre  les  limites  — x  et  -4-  a: 

de  la  variable,  est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires de  réquation  U  +  i  V  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 

nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif. 

[Hermite,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  VII,  p.  128.] 

'13.  Établir  le  second  théorème  de  la  moyenne  au  moyen  d'une  intégra- 
tion par  parties. 

Soient /(a?)  et  ^{x)  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  b) 
dont  la  première y( 2?)  est  constamment  croissante  ou  constamment  décrois- 
sante et  admet  une  dérivée  continue.  On  a,  en  posant 

4»(ir)  =   /     «p(^)  dx^ 
et  intégrant  par  parties, 

f  f{x)f^{x)dx=f{b)^{b)- f  f'{x)^(x)dx\ 

la  dérivée  f(x)  ayant  un  signe  constant,  il  suffit  maintenant  d^appliquer 
la  première  formule  de  la  moyenne  à  la  nouvelle  intégrale. 


con- 
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14.  Vérifier  que  Tintégrale  définie  /  x  dy — y  dx^  prise  le  long  d'un 

tour  fermé,  se  change  en  une  intégrale  de  même  forme  quand  on  passe 
d'un  système  d'ares  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes  rectangulaires 
de  même  disposition. 


15.  De  la  formule 

h 


s. 


cosTiX dx  =z  ;r-(sinX6  —  sinXa) 


déduire  les  intégrales  définies 

Jf    ar'P-*-*  sin  Xx  dx,      j     x^P  cos  X^  dx. 

16.  Étant  données  deux  courbes  planes  quelconques  G,  G',  on  fait  cor- 
respondre les  points  {x^  y),  (x',  y')  des  deux  courbes  où  les  tangentes 
sont  parallèles.  Le  point  de  coordonnées  Xi  =/>x  -h  qx'j  yx  =^ py  H-  <iy\ 
011  p  et  ^  sont  des  constantes  données,  décrit  une  nouvelle  courbe  Gi  et 
l'on  a,  entre  les  arcs  correspondants  des  trois  courbes,  la  relation 


Si=  :iipsnz  qs  , 

17.  Les  arcs  correspondants  des  deux  courbes 

^  i  x^rf/c 0-/(0 +  ?'(<),       ^,  (  a;'=t/(0-/(0-?'(0, 
1  r=/(0-'?'(0^-?(0.  I  r'=/(0  +  <î'(0-?(') 

ont  la  même  longueur,  quelles  que  soient  les  fonctions /(^),  ^{t). 

18.  Étant  données  dans  un  plan  n  courbes  G^  Gi,  ...,  G»,  on  abaisse 

d'un  point  M  du  même  plan  des  normales  MPi,  . . .,  MP»  à  ces  courbes. 

Soit  //  la  longueur  MP/.  Le  lieu  des  points  M  tels  que  l'on  ait  une  relation 

de  forme  donnée  F(^i,  /j,  ...,  l„)=zo  entre  les  n  longueurs  //est  une 

courbe  F.  Si  l'on  porte  sur  chaque  droite  MP/,  et  dans  un  sens  convenable, 

âF 
une  longueur  proportionnelle  à -rj-»  la  résultante  de  ces  n  segments  donne 

la  direction  de  la  normale  à  la  courbe  F.  Extension  aux  surfaces. 

19.  Soit  G  une  courbe  fermée.  Sur  la  tangente  en  un  point  m  de  G,  on 
prend  deux  points  p^  p'  de  part  et  d'autre  de  /n,  tels  que  mp  =  mp'y  la 
longueur  mp  variant  d'après  une  loi  arbitraire.  Les  aires  des  deux  courbes 
décrites  par  les  points  Pi  p'  sont  égales.  Gas  où  la  longueur  mp  est  con- 
stante. 

20.  L'aire  comprise  entre  une  courbe  fermée  convexe  et  une  courbe 
parallèle,  obtenue  en  portant  sur  les  normales  une  longueur  constante  /, 
est  égale  à  =b  7t/*+  5/,  s  étant  la  longueur  de  la  courbe  fermée. 
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21.  Soit  G  une  courbe  fermée.  Le  lieu  des  points  A  tels  que  l'aire  de  la 
podaire  correspondante  ait  une  valeur  donnée  est  un  cercle  dont  le  centre 
est  fixe. 

On  définit  la  courbe  G  par  son  équation  tangentielle 

xcost  -hysiïït  z=f(t), 

22.  Soient  G  une  courbe  fermée,  Gi  la  podaire  de  cette  courbe  relative- 
ment à  un  point  A,  Gj  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  A  sur  les  normales  à  G.  On  a,  entre  les  aires  de  ces  trois  courbes, 
la  relation  JI0  =  Jloi  —  JI02. 

D'après  les  propriétés  de  la  podaire  (n^  36),  si  p  et  o)  sont  les  coor- 
données polaires  d'un  point  de  Gi,  les  coordonnées  du  point  correspon- 

dant  de  Gi  sont  p'  et  10+  -»  et  celles  du  point  correspondant  de  G 
sont  r  =  v^p*-f-  p'*  et  çp  =  o)  -f-  arc  tang— • 

23.  Lorsqu'une  courbe  G  roule  sans  glisser  sur  une  droite,  tout  point  A 

invariablement  lié  à  la  courbe  G  décrit  une  courbe  appelée  roulette  : 

1*^  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  la  roulette  et  la  base  est  égale  au  double 

de  l'aire  correspondante  de  la  podaire  du  point  A  par  rapport  à  G;  2** l'arc 

de  la  roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 

[Steiner.] 

Pour  démontrer  ces  théorèmes  par  l'analyse,  soient  X,  Y  les  coordonnées 
du  point  A  par  rapport  à  un  système  d'axes  mobiles  formé  par  la  tangente 
et  la  normale  en  un  point  M  de  G,  5  l'arc  OM  compté  à  partir  d'un  point 
fixe  O  de  G,  et  o)  l'angle  des  tangentes  en  O  et  en  M.  On  établit  les  relations 

cfe-t-rfX  =  Yrfui,        dY  -h  Xdi»}  =  o, 

d'où  les  propositions  se  déduisent. 

*24.  L'erreur  commise  dans  la  méthode  de  quadrature  de  Gauss  a  pour 
expression 

1 . 2  ...  2/1  2 

Ç  étant  compris  entre  — 1  et  -hi. 


2       r      1 .2.3. . . n      V 
/1-4-1  Ll.2...(2/l — i)J 


[Mansion,  Comptes  rendus,  1886.] 


CHAPITRE  V. 

INTÉGRALES   INDÉFINIES. 


Nous  allons  passer  en  revue,  dans  ce  Chapitre,  les  catégories 
générales  de  fonctions  élémentaires  dont  Tintégrale  s'exprime  elle- 
même  à  Taide  des  mêmes  symboles.  Nous  entendons  par  fonctions 
élémentaires  les  fonctions  algébriques,  rationnelles  et  irration- 
nelles, la  fonction  exponentielle  et  le  logarithme,  les  fonctions  cir- 
culaires et  les  fonctions  inverses,  et  celles  que  Ton  obtient  par  des 
combinaisons  en  nombre  fini  des  précédentes.  Lorsque  l'intégrale 
indéfinie  d'une  fonction /(j?)  ne  peut  pas  s'exprimer  à  l'aide  de 
ces  symboles,  celte  intégrale  constitue  une  transcendante  nouvelle  ; 
l'étude  des  propriétés  de  ces  transcendantes  et  leur  classification 
sont  un  des  objets  les  plus  importants  du  Calcul  intégral. 


I.  -  INTEGRATION  DES  FONCTIONS  RATIONNELLES. 

103.  Méthode  générale.  —  Toute  fonction  rationnelle /(x)  est 

la  somme  d'une  partie  entière  E(x)  et  d'une  fraction  ^=rT — -',  où 

P(x)  est  premier  avec  Q{jc)  et  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 

Q(x).  Si  l'on  connaît  les  racines,  réelles  et  imaginaires,  de  Téqua- 

tion  Q(j7)  =  o,  cette  fraction  rationnelle  peut  se  décomposer  en 

une  somme  de  fractions   simples,  appartenant  à  Tun  des  deux 

types  suivants 

A  Mx-hN 

(ar  — a/'»'     [(a?— a)»-h  p«J«' 

les  fractions  simples  du  premier  type  provenant  des  racines 
réelles,  et  les  autres  fractions  des  racines  imaginaires  conjuguées. 
L'intégrale  de  la  partie  entière  s'obtient  immédiatement;  si  m  >>  i , 
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on  a 

r    \dx A 

J  (a?  — rtV"  ""       (/?i  — i)(ar  — a;"*-i' 

et,  si  m  =  I , 

/A  dx 
=  Alog(a?  —  a); 
x  —  a 


nous  omettons,  pour  abréger,  la  constante  C  qui  doit  être  ajoutée 
au  second  membre.  Il  n'y  a  donc  plus  à  examiner  que  les  frac- 
tions simples  provenant  des  racines  imaginaires  du  dénominateur. 
Afin  de  simplifier  l'écriture,  posons 

ic  =  a  H-  3  ^,         dx=  ^dt, 
ce  qui  donne 

r         M:r-f-IV  _       I        /-Ma  +  N  +  Mpf 

et  Ton  a  deux  sortes  d'intégrales 

r     idi  r       dt 

J  (n-/*)«'    J  (i+f*r' 

La  première  se  calcule  aisément  en  remarquant  que  tdt  est  la 
moitié  de  la  différentielle  de  i  -f-  /^  ;  on  a  donc,  si  n  >  i , 

r    tdt I p»^*-« 

J  (i-t-/*/*  ~       'i(/i  — !)(!+  /«)«-»  ~       'i{n  -i)[(j?—  a)«-i-pî]'»-»' 
et,  si  /i  =:  r , 

Il  ne  reste  plus  que  les  intégrales 

r      dt 

J  (!-+-<»/*' 

si  /i  =  I  y  on  a  immédiatement  la  valeur  de  cette  intégrale 

J*    dt  X  —  a 

■^-^  =  arc  tangf  =  arc  tang— g— ; 

si  n  est  plus  grand  que  un,  on  emploie  une  formule  de  réduc- 
tion permettant  de  ramener  le  calcul  de  l'intégrale  proposée  au 
calcul  d'une  intégrale  de  même  forme  où  Texposant  de  i  +  V^  est 
diminué  d'une  unité.  Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  I« 
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l'intégrale  en  question, 

intégrons  par  parties   / —— >  en  posant 


-  d  —      ^^^  - ! 


il  vient 


r  r^dt t I  ■      r      dt 

Remplaçons  cette  intégrale  par  sa  valeur  dans  la  relation  précé- 
dente, il  reste 

,        2n—  3  ,  t 


2/1  —  2  2(/l  — l)(H-f*)«-ï 

Changeons  dans  cette  formule  n  en  n  —  i ,  puis  en  n  —  a,  et 
ainsi  de  suite;  nous  serons  ramenés  à  l'intégrale  I|  =  arctang^ 

■ 

En  remontant  ensuite  de  proche  en  proche,  on  a  Analement 

_         (2/1  —  3)(2/i  —  5). ..3.1  ^       ,^,   , 

\n  =  j- 9 ,{ r-  arc  tang^  -t-  R(/), 

{in  —  2)(2/i  —  4)»«.4.îi 

R(^)  étant  une  fonction  rationnelle  de  t  dont  il  serait  facile  d'avoir 
l'expression;  nous  observerons  seulement  que  le  dénominateur 
est  (i  +  r*)""*  et  que  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  à 
an  —  2  (vofVn**  97,  p.  219). 

En  définitive,  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  se  compose 
d'une  partie  qui  est  elle-même  rationnelle  et  de  termes  transcen- 
dants de  l'une  des  formes  suivantes 

log(j:  — a),     log[(x  — «)«■+.  p«],     arclang^^. 

Soit  à  calculer,  par  exemple,  l'intégrale  /  — •  Le  dénomina- 
teur admet  deux  racines  réelles  -f-  1  et  —  1 ,  et  deux  racines  ima- 
ginaires  -H  t  et  —  i.  On  a  donc,  en  décomposant  en  fractions 

simples, 

I  A  B  C^H-D 


X^ — I  X — I  X-Jt-\  \->rX^    ^ 
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pour  déterminer  le  coefficient  Â,  multiplions  les  deux  membres 
par  X  —  I  et  faisons  ensuite  ^  =  i,  il  vient  A  =  ->  et  Ton  trouve 

de  même  B=  —  ->  L'identité  précédente  peut  alors  s'écrire 

1       _  I  /_j i__\  _  Car -h  D 

07* — I        4  \^ — I        a? -h  I  /  ""     14-x* 

ou,  en  réduisant  le  premier  membre, 

-I  Car-hD 

!i(l  -r  X^)   ~'      I  -H  a?*  ' 

on  doit  donc  prendre  C  =  o,  D  =: ,  et  nous  pouvons  écrire 


a?*— I        ^{x  —  i)        4(a^-hi)        2{x^-hi) 

ce  qui  donne 

/dj^           î  ,      /  37  —  I  \     ^  I 
=  -  loff  ( )  — ^  -  arc  tanga;. 

m 

Remarque,  —  La  méthode  précédente,  quoique  absolument 
générale,  n'est  pas  toujours  la  plus  simple.  On  peut  quelquefois 
abréger  le  calcul  par  des  artiQces  convenables.  Prenons,  par 
exemple,  Tinlégrale 


/ 


dx 


(ar*— 1/»' 


si  /i  >  I,  on  pourrait,  soit  décomposer  en  fractions  simples  en  sé- 
parant les  racines  H-  i  et  —  i,  soit  employer  une  formule  de  réduc- 
tion comme  pour  l'intégrale  I/j.  Mais  on  l'obtient  d'une  façon  plus 

élégante  en  faisant  le  changement  de  variable  x=  _  ^»  ce  qui 
donne 

ar»  —  I  =  — i^^  ,  dx  =  — —~-^  y 

11--)*  (»  —  -)* 

J  (a:*  — 7Ï«  ~  4V  -5'* 

En  développant  (i  —  zy"~^  par  la  formule  du  binôme,  on  n'a 
plus  à  intégrer  que  des  monômes  de  la  forme  Az\^,  jjl  pouvant  être 
d'un  signe  quelconque. 


238  CHi^PITRE  Y.    —   INTéGR4LES  INDÉFINIES. 

lOi.  Méthode  de  M.  Hermite.  —  Nous  avons  supposé  jusqu*icî 
la  fraction  à  intégrer  décomposée  en  fraclions  simples,  ce  qui 
exige  que  l'on  connaisse  les  racines  du  dénominateur.  La  méthode 
suivante,  due  à  M.  Hermite,  permet  de  trouver  la  partie  algébrique 
de  l'intégrale  sans  connaître  ces  racines  et  n'exige  que  des  opéra- 
tions élémentaires,  c'est-à-dire  des  additions,  multiplications  et 
divisions  de  polynômes. 

Soit  ^ — -  la  fraction  rationnelle  à  intégrer,  dont  nous  pouvons 

supposer  les  deux  termes  premiers  entre  eux.  La  théorie  des 
racines  égales  permet  de  meltre  le  polynôme  F(jr)  sous  la  forme 

X|,  Xo,  .  .  .,  X^  étant  des  polynômes  qui  n'ont  que  des  facteurs 
linéaires  simples  et  qui  n'ont  deux  à  deux  aucun  facteur  commun. 
On  peut  ensuite  décomposer  la  fonction  proposée  en  fractions 
simples  ayant  pour  dénominateurs  X|,  X^,  - .  *,  X^, 

F(:r)-X,  "^Xr^  *■         X?' 

A/  étant  un  poly^nome  premier  avec  X/.  On  sait  en  eflet,  d'après 
la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  qu'étant  donnés  deux 
polynômes  premiers  entre  eux  X  et  Y,  et  un  polynôme  quel- 
conque Z,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  polynômes  A  et  B 
donnant  lieu  à  l'identité 

BX-hAV  =  Z. 

Prenons  X  =  X|,  Y  =  X^, . . .  X^,  Z  =:/(^x);  l'identité  précé- 
dente devient 

BX,-+-AX3  ...XJ=/(:r), 

ou,  en  divisant  par  F(:r), 

F(x)     X,      X|...x/;' 

et  il  est  clair,  d'après  l'identité  précédente,  que,  si  /(-v)  est 
premier  avec  F(^),  A  est  premier  avec  X,  et  B  est  premier 
avec  X2...X^.  En  recommençant  les  mêmes  opérations  sur  la 
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fraction 

B 


^ ^  ■     •    •    •    ^»  af 


f(x) 
et  ainsi  de  suite,  on  mettra  ^n — {  sous  la  forme  annoncée. 

'  F(J7) 

Il  nous  suffît  donc  de  montrer  comment  on  peut  trouver  la 
partie  rationnelle  d'une  intégrale  telle  que 

J     ^"^ 

où  <f{x)  est  un  poljnome  premier  avec  sa  dérivée.  D'après  le  théo- 
rème déjà  rappelé,  on  peut  alors  trouver  deux  autres  polynômes  B 
et  C  donnant  lieu  à  l'identité 

B<p(j:)H-C<p'(a:)=  A 

et  nous  pouvons  écrire  l'intégrale  précédente 

j    ?'*     j      <?'•  J  ?'*-»    J      ?'» 

Si  n  est  supérieur  à  un,  intégrons  par  parties  la  dernière  intégrale 
en  posant 

Il  —  G,        r  =  " 


il  vient 

et,  en  portant  dans  la  relation  précédente,  on  a 

Ai  dx 


rXdx G  rXidx 


A|  désignant  un  nouveau  polynôme.  Si  /?  >•  2,  on  peut  appliquer 
le  même  procédé  de  réduction  à  la  nouvelle  intégrale,  et  ainsi  de 
suite;  on  ne  sera  arrêté  que  lorsque  l'exposant  de  (p  au  dénomina- 
teur sera  égal  à  un  et  l'on  obtiendra  alors  une  relation  de  la  forme 


f^  '  -«'.-/i^ 


^  dx 
—  > 


R(j:)  étant  une  fonction  rationnelle  de  .r  et  ^  un  polynôme  que 
l'on  peut  toujours  supposer  de  degré  inférieur  à  celui  de  ç,  mais 
qui  n'est  pas  nécessairement  premier  avec  y.  Pour  calculer  cette 
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dernière  intégrale,   il  faudrait  connaître  les  racines  de  (p,  mais 
rintégration   n^introdu irait  aucun    terme  rationnel.   En  effet,  la 

fraction  -j  décomposée  en  fractions  simples,  ne  donnera  que  des 

termes  tels  que 


A  M:r-t-N 

—  —  » 


X—  a       (a:  —  a)*-H  p* 

et  l'intégrale  de  chacun  d'eux  est  une  fonction  transcendante. 

La  mélhode  permet  en  particulier  de  reconnaître  si  l'intégrale 
d'une  fonction  rationnelle  est  elle-même  une  fonction  rationnelle. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'après  avoir  poussé  la 
réduction  aussi  loin  que  possible  tous  les  polynômes  tels  que  df 
soient  nuls. 

Oq  remarquera  que  la  méthode  qui  a  été  suivie  plus  haut  pour  réduire 
riatégrale  I^  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  la  méthode  précédente. 
Prenons  encore  l'intégrale  plus  générale 

{  TT—. ^ 7^^'         A^o,         B«— AG^o; 

on  a  l'identité 

A(Aa:2-T-2Bar-h  C)  —  (  Ax -r  B)*  =  AG  —  B«, 

ce  qui  permet  d'écrire 

dx^ _         A  r  dx 

(Aa7*-h  •2Ba7H-G)«  ~"  AG  — B*J   ( A a?^ -f- xB a;  +  G)«-i 

I  r.  .  p .        (Aa;-t-B)^jr 

ÂG^F^J  (A^-^«)^A.a;'--+-2Ba:-l-G)«' 

En  intégrant  par  parties  la  dernière  intégrale,  on  a 


/ 


/A       .    D\  Aa7  4-B  Aa^H-B 


(Aa:^  4- 2  Bar  H-  G)'*  tAi/i  — 1)(  Aar^-^  2Bar -h  G)«-> 

A_    r dx 

"^  in^^ij  '(Aa;2  4-aBar-i-G)«-i  ' 

et  la  relation  précédente  nous  donne 

r dx _  __^ Aar  -+-  B 

J  (Aa-^-f-'iBa-^- C)«  ~  2(/i-    i)(  AC  — ~B»)(Aar2_^  aBar -h  G)«-» 

in  —  3         A  r  dx 

"^  'ïa—^i  ÂG~  BV  r-V^-H^TBa7-+-  G )'*->' 
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En  continuant  de  la  sorte,  on  sera  ramené  à  l'intégrale 


/ 


dx 


qui  s'exprime  par  un  logarithme  si  B* — AG  >  o,  et  par  un  arc  tang  si 
B«— AC<o. 
Prenons  encore  l'intégrale 


/; 


5x'-h3a7  —  I     , 

dx\ 


i^x^-\-  Zx  -\-  if 
on  a  l'identité 

Sa?» -4-  Sjt  —  I  =  6a?(a?*4-  i)  —  (a?' H-  3a?  h-  i), 
ce  qui  permet  d'écrire 

(j?M^3a?-hi;3        ~J  (r8-h3.rH-i)»    ^     J   (a?3-h  3^7 -4- 1)« 
En  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  on  a 

/6{a?*-+-i)r/jr    _  — ar  /*  dx 

^(2:5-h3a?-4-ij»  ""  (a?3-h3ar-M)«    V   (:f»-I- 3^ -h  i)«' 

il  reste,  par  conséquent, 


/ 


5a?» -+-3  a:  —  I     ,  — T 

-    c/a?  = 


(x»H- 3j?-h  i)»  (a?» -4- 3a: -M)» 

Remarque,  —  Dans  l'application  de  la  méthode  de  M.  Hermite,  on  a  à 
résoudre  le  problème  suivant  :  Étant  donnés  trois  polynômes  A,^,  G, 
de  degrés  m,  n,  p  respectivement^  K  et  B  étant  premiers  entre  eux, 
trouver  deux  autres  polynômes  u  et  v  tels  que  Von  ait  identique- 
ment A  u  H-  B  p  =  G. 

Pour  trouver  les  polynômes  a  et  c  du  plus  petit  degré  possible  répon- 
dant à  la  question,  supposons  d'abord  que/?  est  au  plus  égal  à  m  h-  /i  —  i. 
On  peut  alors  prendre  pour  a  et  t^  des  polynômes  de  degré  n  —  i  et  m  —  i 
respectivement.  Les  m  +  n  coefficients  inconnus  sont  déterminés  par  un 
système  de  m  +  n  équations  linéaires  non  homogènes,  dont  le  déiermi- 
nant  ne  peut  être  nul;  autrement  on  pourrait  trouver  deux  polynômes  u 
et  V  de  degrés  n  —  i  et  m  —  i  au  plus  donnant  lieu  à  l'identité  A  u  H-  B  p  =  o, 
ce  qui  exigerait  que  A  et  B  eussent  un  facteur  commun. 

Si  le  polynôme  G  est  de  degré  m  +  n  ou  de  degré  supérieur,  divisons 
G  par  AB  de  façon  à  avoir  un  reste  G'  de  degré  m-r-n  —  i  au  plus; 
G  =  ABQ-+-G'.  La  relation  Aa  -h  Bp  =  G  devient,  en  posant  u  —  BQ  =  i/i, 

AaiH-Bp  =  G', 

et  l'on  est  ramené  au  cas  précédent. 

G.  i6 
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105.  Des  intégrales  fR{xy  y^A^c^-f- 28x4- C)  dx.  —  Après 

les  intégrales  des  fonclioDs  rationnelles,  il  est  naturel  d'étudier  les 
intégrales  des  fonctions  irrationnelles.  Nous  commencerons  par  le 
cas  où  la  fonction  à  intégrer  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  second  degré.  Dans  ce  cas, 
il  suffit  d'un  simple  changement  de  variable  pour  faire  disparaître 
le  radical,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent.  Ce  changement  de 
variable  est  évident,  si  le  polynôme  sous  le  radical  se  réduit  à  un 
binôme  du  premier  degré  ax  -i-  b]i\  suffira  de  poser  ax  -^  b  =  t'^, 
ce  qui  donne 

1^(0:,  \Jax-^  b)dx=  f^i-^—t  t\- , 

et  la  nouvelle  fonction  à  intégrer  est  rationnelle. 

Si  ie  polynôme  sous  le  radical  est  du  second  degré  et  a  deux 
racines  réelles  a  et  6,  on  peut  écrire 


et  il  SU  tlira  encore  de  poser  4/ A —^     =/,ou:c=    __^    _  pour 

faire  disparaître  le  radical. 

Lorsque  le  polynôme  sous  le  radical  a  ses  racines  imaginaires, 
ce  procédé  introduirait  des  symboles  imaginaires.  Pour  serrer  la 
question  de  plus  près,  remarquons  que,  si  Ton  représente  par^  le 

radical  \/Xx^-\-  à^x  -\-Qt,x  et ^  sont  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

(1)  ^«  =  Ax'H- uBa?4- G, 

et  le  problème  revient  à  exprimer  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  conique  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre.  Il 
est  évident  géométriquement  que  cela  est  possible;  en  efiel,  si, 
par  un  point  quelconque  (a,  P)  de  celte  conique,  on  mène  une 

sécante  variable 

j— 3  =  /(a?  — a), 

11  est  clair  que  les  coordonnées  du  second  point  d'intersection  de 
cette  sécante  avec  la  conique  s'obtiennent  par  des  équations  du 
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premier  degré,  et  sont  par  suite  des  fonctions  rationnelles  de  t. 
Cela  posé,  lorsque  le  trinôme  Ax^  -\-  2Bx  -\-C  a  ses  racines 
imaginaires,  le  coefficient  A  doit  être  positif,  car  autrement  ce 
trinôme  serait  négatif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  La 
conique  (i)  est  alors  une  hyperbole,  et  en  coupant  cette  hyper- 
bole par  une  droite  parallèle  à  Tune  des  asymptotes 

on  obtient,  pour  les  coordonnées  du  point  d'intersection, 

G  —  /*  ,—      G  —  /2 


^~a^/Â  — 2B  '^  '"2//Â  — iB 

Lorsque  A  <C  o,  la  conique  est  une  ellipse  et  le  trinôme 

\x^  -+-  aBa?  -+•  G 

doit  avoir  deux  racines  réelles  a  et  6,  sans  quoi  ce  trinôme 
serait  négatif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Le  changement 
de  variables  indiqué  tout  à  l'heure  est  précisément  celui  que 
Ton  obtiendrait  en  coupant  la  conique  par  une  sécante  mobile 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale 

dx 


I  (x^ 


La  conique  auxiliaire  y^  =  x^  -h  /c  est  une  hyperbole  et,  en  cou- 
pant par  une  droite  parallèle  à  l'asymptote  x  -\-y  =  t^  on  a,  pour 
les  coordonnées  du  point  d'intersection, 

et  ensuite 

4  /  dt  x 


^-'ic^y  i^'U 


En  revenant  à  la  variable  x^  il  vient 

dx  X  —  /jr*  -H  A:  .r  i 


/ 


{x^-^ky  Ar  /j:«  h-  k  k^x^^k       ^ 

le  second  membre  n'étant  déterminé  qu'à  une  consianle  près. 
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D'une  façon  générale,  si  AC  —  B*  n'est  pas  nul,  on  a 

dx  I  A  ar  -4-  B 


/ 


(Ax»4->Bar-HG)^       AC-BVAx«  +  aBx  +  C 


Dans  certains  cas,  il  est  plus  facile  de  trouver  l'intégrale  direc- 
tement, sans  faire  disparaître  l'irrationalité.  Nous  prendrons  pour 
exemple  l'intégrale 


dx 


Si  le  coefficient  A  est  positif,  on  peut  l'écrire 

/a  dx 


r        y/Hdx    ^  r 

J    v/A«a:»H-2ABar-h  AG  ~  J    \/Çlîx 


-+-B)«-|-AG  — B« 
et,  en  posant  Ax  H-  B  =  /,  elle  devient 

~   f~, "^^ =-^log(^-}-v/^«4-AG-B0. 

/A  J   /^î-t-AG  — B«       v^A 

En  revenant  à  la  variable  x^  il  vient  donc 

f-  ^  —  =  -7^  \oz{kx  -^  B  -h  /Â  v/Âârî-4-2Bar-t-C). 

J    v/A:c*4-2Bar-hG       /A 

Lorsque  le  coefficient  de  x^  est  négatif,  on  peut  écrire  l'intégrale 

/dx                       r  JXdx 

,  —  =  /     , -r^=^  -;        A>o, 

/— Ar«-f-2B:r-i-G      J    /aG -f- B«  — (Aa?  —  B)« 

la  quantité  AC  -h  B*  est  forcément  positive  et  en  posant 

Aa7  —  B  =  f  v/ÂG  -t-  B», 
on  est  conduit  à  l'intégrale 


£_  r__dt_ 


Par  suite,  l'on  a 


=  — =rarc  sin/. 


/ 


rfar  I  A  a:  —  B 

=  — —  arcsin 


/— Aa:»-i-2Ba:-hG       /A  /AG-t-B»' 


il  est  facile  de  vérifier  que,  lorsque  x  varie  entre  les  deux  racines 
du  trinôme,  la  fonction  sous  le  signe  arc  sin  varie  entre  —  i  et  -h  i . 
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Dans  le  cas  intermédiaire  où  A  =  o^  sans  que  B  soit  nul,  Tinté- 
grale  est  algébrique 


h 


dx 


dx 


=  -^VaBjr-+-C. 


Les  intégrales    / se  ramènent  aux  pré- 

°  J  (a?  — a)v/Aic»-H2Bar-+-C  ^ 

cédentes  en  posant  x  ^  a  H-  -;  on  trouve,  en  effet, 

dx  r  dy 


dx _  _    r 

(a?  — a)v/Aa7«-h2Bar-i-G  ~      J    /A^r* 


4-  2B|j^  -f-  C| 

où 

Ai  =  Aa«-i- 2Ba-+-G,        B,  =  AaH-B,        Ci  =  A. 

II  convient  de  remarquer  que  l'intégrale  est  algébrique  si  a  est 
racine  du  trinôme  sous  le  radical,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Considérons  encore  l'intégrale   /  y/jc--[- Arfjr.  Une  intégration 
par  parties  donne 

/•    /pî  dx 

Jx'^  -^  Xdx  =  X  >Jx^  -h  A  —  /     ^  ; 

J   v^a:»-hA 

d'autre  part,  on  peut  écrire 

Ç  ^'!^  =  Ç^l^r^Kdx^  ÇJ'J^^ 

J   yjx^^k      J  J    yj^^k 

—  I  )/x^  -^  \  dx  —  A  log(jr  H-  /j?'  -+-  a), 

et  l'on  tire  de  ces  deux  relations 

(a)  /  \/x^  -\-  Xdx  =  -  /a?*  -h  A  H \o%{x -\-  /a7*-h  A), 

x^  dx  X 


(3) 


/x^  dx  X   /—- 7-        A  ,      /  /— r\ 

-7—-    r     =  -/a72-i-A--Iog(r-h/a?«-+-A). 
/ar*  -H  A  ^  ^ 


On  établirait  de  même  les  deux  formules 

(4)  /  ^«*  —  x^dx  =  -  v^a*  —  37*  H arcsin  — 9 

^  '^i  2  a 


/x^  dx               X   y— a' 
-  = i/^a*  —  ar*  H 
/a«  -  x^            a                         2 


(5)  /  =  —  ~/^*  —  ar*  4- -;7- arc  sin -  • 


106.  Aire  de  l'hyperbole.  —  On  rencontre  les  intégrales  qui  précè- 
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dent  quand  on  cherche  à  évaluer  l'aire  d*un  secteur  d'ellipse  ou  d'hyper- 
bole. Prenons  l'hyperbole 

et  proposons-nous  d'évaluer  Taire  du  segment  AMP  limité  par  l'arc  AM, 
l'axe  des  x  et  l'ordonnée  MF.  Cette  aire  est  égale  à  l'intégrale  définie 


/ 


b   I 1^ 

a 


c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (a),  à 

ï   ^r      y 7         .1      /ar-+-  v/ar«— a«\1 

--^^,/5nr^_aMog(^ a jj- 


..   1    b 


Or    on   a  MF  =y  =  —  ^x^ —  a*,  et  le  produit x^x* —  a*  repré- 


a 


7,  a 


sente  précisément  l'aire  du  triangle  OMP;  on  en  conclut  que  l'aire  S  du 


secteur  OAM  compris  entre  l'arc  AM,  le  rayon  OA  et  le  rayon  OM  a  pour 
expression 

s.;^,»,(£±:fH2).i,Mo,(->|). 

Cette  formule  permet  d'exprimer  les  coordonnées  â;  et^  d'un  point  M 
de  l'hyperbole  au  moyen  de  l'aire  S.  On  tire,  en  effet,  de  la  relation  pré- 
cédente et  de  l'équation  de  l'hyperbole 


a 


_  -L    —  A     ah 

a       b"^       ' 


et,  par  suite, 


/! 


y 


=  -(c«^— c  "y. 
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Les  fonctions  qui  figurent  au  second  membre  ont  été  appelées  cosinus 
et  sinus  hyperboliques 

coshypj?  =  ■ j         sinhypa7=  > 

et  nous  pouvons  écrire 

x  =  a  coshyp  ^,        y^h  sinhyp  ^. 

Les  fonctions  hyperboliques  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des 
fonctions  trigonométriques  (*);  ainsi  Ton  a 

cos*  hyp  X  —  sin*  hy  p  a?  =  i , 

coshyp(a7H-^)  =  coshypa?  coshyp^ -h  sinhyp  a?  sinhyp^, 
sinhyp(a:-i-j)=  sin hyp rr  coshyp^  H-  sinhyp^  coshyp 07. 

On  trouverait  de  même  que  les  coordonnées  d'un  point  d'une  ellipse, 
exprimées  au  moyen  de  l'aire  du  secteur,  sont  données  par  les  formules 

2S  -    .    2S 

a'  =  acos— r»         v  =  6sin— r- 

ab  '^  ab 

Dans  le  cas  du  cercle  de  rayon  un  et  dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère, 
de  demi-axe  égal  à  un,  ces  formules  deviennent  respectivement 

jr  =  cos2S,  ^srsinaS; 

^=ïCOshypaS,        ^rssinhypaS; 

les  fonctions  hyperboliques  jouent  le  même  rôle  pour  l'hyperbole  équila- 
tère  que  les  fonctions  trigonométriques  pour  le  cercle. 

107.  Rectification  de  la  parabole.  —  Proposons-nous  de  trouver  la 
longueur  de  l'arc  de  la  parabole  ipy  =  x*j  compris  entre  le  sommet  O  et 
un  point  M;  on  a 


ou,  en  appliquant  la  formule  (2)1 


X  ^x^  H-  /?*       j9,      (x-\-yji 


arcOM^-^^"^  ^ "-    -h-^^log'  ""^^'^ 


"jiPlX 


ip  21  \  p 

Le  terme  algébrique  du  second  membre  représente  précisément  la  Ion- 

(*)  On  trouvera,  dans  le  Recueil  des  formules  numériques  de  Houëi,  une 
Table  donnant  les  logarithmes  de  ces  fonctions  pour  des  valeurs  positives  de 
l'argument. 
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gueur  MT  de  la  tangente  ;  on  sait  en  effet  que  OT  =  --;  on  a  donc 


MT»  =  y'*' 


4 


47*  "^T  ~"  ÏP* 


Joignons  le  point  T  au  foyer  F;  Tangle  MTF  est  droit  et  Ton  a 


"=i/f^=> 


H- 37'. 


On  déduit  de  là  une  propriété  curieuse  de  la  parabole. 

Imaginons  que  la  parabole  roule  sans  glisser  sur  l'axe  Oj:  et  cherchons 
le  lieu  décrit  par  le  foyer,  supposé   invariablement  lié  à  la  parabole. 


Fig.  22. 


Quand  la  parabole  est  tangente  en  M'  à  l'axe  Oat,  on  a  OM'  =  arc  OM;  le 
point  T  est  venu  au  point  T',  tel  que  M'T'=  MT  et  le  foyer  F  est  venu 
au  point  F'  obtenu  en  portant  une  longueur  T'F'=TF  sur  la  paral- 
lèle à  O^.  Les  coordonnées  X,  Y  du  point  F'  ont  les  valeurs  suivantes  : 

X  =  arcOM-MT=|log(^-^^^'-^^-!), 
Y  =  TF=  i  //?«-+- x», 

et  l'on  obtiendra  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  foyer  en  éliminant  x  entre 
ces  deux  relations.  De  la  première  on  tire 

îX 


X  H-  ^x^  -h  p*  =zpeP  , 


et  l'on  peut  joindre  à  cette  équation 


IX 


X  —  /x^H-/)*  = — pe    P, 
car  le  produit  des  premiers  membres  est  égal  à  — p-.  En  les  retranchant, 
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il  vient 

0/ —       -— \ 


et  réquation  cherchée  est 

Y=  ^[ep'-he    PJ—  ^coshyp 

Il  est  facile  de  construire  cette  courbe,  qui  porte  le  nom  de  chaînette; 
elle  a  une  forme  analogue  à  celle  de  la  parabole. 

108.  Courbes  unicursales.  —    Considérons  maintenant  d'une 
façon  générale  les  intégrales  de  fonctions  algébriques.  Soient 

(6)  F(a7,j^)=o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique,  et  R(^,  y)  une  fonction 
rationnelle  de  a:  et  de  j^;  imaginons  que  dans  K(x^y)  on  rem- 
place j^  par  une  des  racines  de  l'équation  (6);  le  résultat  est 
fonction  de  la  seule  variable  x  et  l'intégrale 


/ 


K{x,y)dx 

est  une  intégrale  abélienne  attachée  à  la  courbe  (6).  Lorsque  la 
courbe  donnée  et  la  fonction  R(x,  y)  sont  quelconques,  ces  inté- 
grales sont  des  fonctions  transcendantes.  Mais,  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  courbe  est  unicursale,  c'est-à-dire  où  les  coordonnées 
^  et  ^  d'un  point  de  cette  courbe  peuvent  s'exprimer  par  des 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  variable  /,  les  intégrales 
abéliennes  attachées  à  cette  courbe  se  ramènent  immédiatement  à 
des  intégrales  de  fonctions  rationnelles.  Soient  en  effet 

les  expressions  des  coordonnées  x  eX,  y  tn  fonction  de  t]  en  pre- 
nant t  pour  nouvelle  variable  indépendante,  on  a 

jK{x,y)dx^jK[f{t),  ^(t)]f'{t)dt, 

et  la  nouvelle  fonction  à  intégrer  est  évidemment  rationnelle. 
On  démontre  dans  les  Cours  de  Géométrie  analytique  {*)  que 


(  *  )  Voir  par  exemple  Niewenolowski,  Cours  de  Géométrie  analytique,  t.  II, 
p.  99-114. 
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toute  courbe  unicursale  de  degré  n  possède —- points 

doubles,  et  que  réciproquement  toute  courbe  de  degré  n  possédant 
ce  nombre  de  points  doubles  est  unicursale.  Je  rappellerai  seule- 
ment comment  on  peut  obtenir  les  expressions  des  coordonnées 
en  fonction  du  paramètre  auxiliaire.  Étant  donnée  une  courbe  i.l„ 

de  degré  n,  possédant  5  = — points  doubles,  par  ces 

8  points  doubles  et  /?  — 3  points  simples  de  C^i  faisons  passer  un 
faisceau  de  courbes  de  degré  n  —  a;  ces  points  déterminent  bien 
un  faisceau  de  courbes  de  degré  n  —  2,  car 

{n  —  \){n^i)  (/i— 2)(/i-f-0 

H-  /l  —  j  = —  I 

1  1 

et  il  faut  ^ — — — — points  pour  déterminer  une  courbe  de 

degré  n  —  2.  Soit  P(^,  y)  4-  ^Q(^j>')=  o  l'équation  des  courbes 
de  ce  faisceau,  /  désignant  un  paramètre  arbitraire;  chaque  courbe 
du  faisceau  rencontre  la  courbe  C»  en  n{n  —  2)  points,  dont  un 
certain  nombre  sont  indépendants  de  /,  les  n  —  3  points  simples 
choisis  et  les  8  points  doubles  dont  chacun  compte  pour  deux 
points  dMntersection.  Mais  on  a 

n  —  3  -1-20  =  n  —  3H-(n  —  i)(/i  —  2)  =  /i(/i  —  9.)  — 1; 

il  reste  donc  un  seul  point  d'intersection  variable  avec  t.  Les 
coordonnées  de  ce  point  sont  données  par  des  équations  du  pre- 
mier degré  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  t\ 
ces  coordonnées  sont  donc  elles-mêmes  des  fonctions  rationnelles 
de  t.  On  pourrait  aussi  employer  un  faisceau  de  courbes  de  degré 

n  —  I   passant  par  les  - — II— ii_ZI — i  points  doubles  et   2//  —  3 

points  simples  pris  à  volonté  sur  C/«. 

Si  // =  2,   on   a^ =0;  toute   courbe    du   second 

'  2  ' 

degré  est  donc  unicursale,  comme  on  Ta  déjà  observé.  Si  /t  =  3, 

on   a  ^^ — H— ^r^i;    les   courbes    unicursales    du   troisième 

degré  sont  donc  celles  qui  ont  un  point  double.  Le  point  double 
étant  pris  pour  origine,  Téquation  de  la  cubique  est  de  la  forme 

?3(^,r)-+-?i(^».r)  =  o, 
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?2  et  (fi  étant  des  poljnomes  homogènes  d^un  degré  marqué  par 
leur  indice.  Une  sécante  j^'  =  tx  passant  par  le  point  double  ren- 
contre la  cubique  en  un  seul  point  variable  avec  /,  dont  les  coor- 
données sont 

Une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  possède  trois  points 
doubles.  Pour  avoir  les  coordonnées  d'un  point,  on  formera 
Téqualion  d'un  faisceau  de  coniques  passant  par  les  trois  points 
doubles  et  par  un  autre  point  simple  pris  à  volonté  sur  la  courbe. 
Chaque  conique  de  ce  faisceau  rencontre  la  quartique  en  un  seul 
point  variable  avec  le  paramètre;  si  Ton  forme,  par  exemple, 
l'équation  aux  abscisses  des  points  d'intersection,  cette  équation, 
débarrassée  des  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  connues, 
se  réduira  au  premier  degré  et  donnera  a:  en  fonction  rationnelle 
du  paramètre.  On  opérera  de  même  pour  j^. 

Prenons  par  exemple  la  lemniscate 

qui  a  un  point  double  à  l'origine  et  qui  admet  en  outre  pour 
points  doubles  les  points  circulaires  à  l'infini.  Un  cercle  passant 
par  l'origine  et  tangent  en  ce  point  à  une  des  branches  de  la  lem- 
niscate 

rencontre  cette  courbe  en  un  seul  point  variable  avec  t.  Une  com- 
binaison facile  de  ces  deux  équations  donne 

et,  en  divisant  par  or  — y,  il  reste 

cette  dernière  équation  représente  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, qui  coupe  le  cercle  en  un  point  différent  de  l'origine,  dont 
les  coordonnées  sont 
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On  arrive  encore  plus  vite  à  ces  formules  par  la  méthode  suivante 
qui  est  applicable  à  toute  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre 
dont  on  connaît  un  point  double.  Coupons  la  lemniscate  par  la 
sécante  j^  =  Xa:;  elle  rencontre  la  courbe  en  deux  points  de  coor- 
données 

±ia\/\  —  X*  . 

I  -h  X«  -^ 

Le  polynôme  sous  le  radical  est  du  second  degré  et^  pour  faire 

disparaître  l'irrationalité,  il  suffira  (n°  lOo)  de  poser ^  =  (  -  J  , 

ce  qui  conduit  bien  aux  formules  précédentes. 

Remarque >  —  Lorsqu'une  courbe  plane  admet  des  points  sin- 
guliers d'espèce  supérieure,  on  démontre  que  chacun  d'eux  est 
équivalent  à  un  certain  nombre  de  points  doubles  distincts.  Pour 
qu'une  courbe  soit  unicursale,  il  suffit  que  ses  points  singuliers 

soient  équivalents  à — points  doubles.  Par  exemple, 

une  courbe  de  degré  n  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i  est 
unicursale,  car  une  sécante  issue  du  point  multiple  la  rencontre 
en  un  seul  point  variable. 

109.  Intégrales  de  différentielles  binômes.  —  Parmi  les  autres 
intégrales  d'où  l'on  peut  faire  disparaître  l'irrationalité  facile- 
ment, citons  encore  les  suivantes 

/  R[a:,  (ar-h  6)^J  c?ir,      /  R(a;,  ^ax  -h  6,  ^cx  -h  d)dx^ 

fRix*,  a?*',  a?*',  .,.)dx, 

R  étant  une  fonction  rationnelle  et  les  exposants  a,  a',  o?^  ... 
étant  commensurables.  Dans  la  première  intégrale,  il  suffit  de 
poser  ax  -\-  b  :=  fi  \  û  l'on  pose  de  même,  dans  la  seconde, 

ax  -\-  b  =  r*, 

on  n'aura  plus  qu'un  radical  carte  portant  sur  un  polynôme  du 
second  degré,  et  un  nouveau  changement  de  variable  fera  dispa- 
raître ce  radical.  Enfin,  dans  la  troisième  intégrale,  on  peut  poser 
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X  =  /^,  le  nombre  entier  D  étant  choisi  de  façon  que  les  pro- 
duits Da,  Dor/,  Da'',  . . .  soient  entiers. 

A  ce  dernier  exemple  on  peut  rattacher  une  catégorie  de  diffé- 
rentielles de  la  forme 

a:'"(aa7'»H-  b)P  dx, 

appelées  différentielles  binômes.  Supposons  les  trois  expo- 
sants m^  n,  p  commensurables ;  si  p  est  entier,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir  à  l'instant,  on  peut  rendre  cette  différentielle  ration- 
nelle par  un  changement  de  variable  tel  que  x  =  t^.  Pour  trouver 
de    nouveaux  cas   d'intégrabilité,   essayons    du    changement  de 

variable 

ax'*  -h  b  =  t] 

il  vient 

\     a    /  na  \     a     / 


m  -f.  1  _ 


j  X*" {ax'* -^  b)P  dx  =  —  /  tr>( ^  j  dt] 

la  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  et  l'expo- 
sant qui  remplace /7  est  ici 1;  on  pourra  donc  achever 

l'intégration  si est  un  nombre  entier. 

D'autre  part,  l'intégrale  peut  s'écrire 


/  ir'»-*-'»/*(a  ■+-  bx-'^)P  dxy 

et    l'on   voit  qu'on    a   un    nouveau    cas    d'intégrabilité    lorsque 
= hP  est  un  nombre  entier.  En  résume,  on 

peut  effectuer  l'intégration  lorsque  Vun  des  trois  nombres  p^ 

m-4-im-f-i.  ^       ^.        /-,       ,.  ^,  ,       »n»» 

—   —  > \-  p  est  entier,  Les  trois  cas  sont  les  seuls  ou  linlé- 

grale  s'exprime  au  moyen  d'un  nombre  fini  de  symboles  élémen- 
taires lorsque  m,  n^p  sont  commensurables. 

Pour  effectuer  l'intégration  lorsqu'elle  est  possible,  il  est  com- 
mode de  ramener  d'abord  l'intégrale  à  une  forme  plus  simple  où 
ne  figurent  que  deux  exposants.  Posons  pour  cela  aa;"  -^  bt;  il 
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vient 

1  1 

.=(-)..,    rf-  =  „(-)<-  dt. 

En  faisant  abstraction  du  (acteur  constant  et  posant 

m  -h  1 
'  n 


on  est  conduit  à  l'intégrale 


ft^{\-^      t)Pdty 


et  les  cas  d'intégrabilité  sont  les  suivants  :  Vun  des  trois  nombres 
/?,  q^  p  -\-q  doit  être  un  nombre  entier. 

Si  p  est  entier  et  ^  =  ->  on  posera  /=  //*;  si  q  est  entier  et 
^  =  - ,  on  posera  de  même  i  -f-  ^  =  u^.  Enfin,  si  p  -^  q  est  entier, 

s 

on  peut  écrire  l'intégrale 


jt,.,(\±iYdt 


et  Ton  n'a  qu'à  poser  i  -|-  /  =  tu\  en  supposant  p  r=  -,  pour  faire 

disparaître  Tirrationalilé. 

Prenons  par  exemple  l'intégrale 


/,■/ 


I  -f-  x^  dx  ; 


I     m-\-  \ 


on  a  m  ^r  I,  /i  =  3,  />  =  ;r, 1-^>  =  i.  On  est  donc  dans  un 

cas  d'intégrabilité.  En  posant  d'abord  .r^=  /,  on  est  conduit  à  la 
nouvelle  intégrale 

et  il  suffira  du  nouveau  changement  de  variable  i  -f-  ^  =  tu^^  pour 
faire  disparaître  le  radical. 
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110.  Réduction  des  intégrales.   —   Soit  P{x)  un   polynôme 
eiilier  de  dégrève?,  premier  avec  sa  dérivf^e.  Une  inlégrale 


yR[ar,  ^P{x)]dx, 


où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  du  radical^  =  y/P(x), 
ne  peut  pas  en  général  s'exprimer  au  moj^en  des  fonctions  élémen- 
taires, lorsque  le  degré  de  P{x)  est  supérieur  à  2.  Ces  intégrales, 
qui  sont  des  cas  particuliers  des  intégrales  abéliennes  les  plus 
générales,  se  décomposent  en  une  partie  algébrique  et  logarith- 
mique, et  en  un  certain  nombre  d'intégrales  spéciales  qui  consti- 
tuent des  transcendantes  nouvelles  qu'on  ne  peut  exprimer  au 
moyen  d'un  nombre  iini  de  symboles  élémentaires.  Nous  allons 
exposer  cette  réduction. 

La  fonction  rationnelle  R(a:,  j^)  est  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  x  et  en  y;  en  remplaçant  une  puissance  paire 
de^,  telle  que  ^^^,  par  [P(^)]^,  et  une  puissance  impaire,  telle 
que^^^+*,  1>^T y[P(x)]f,  on  voit  qu'on  peut  supposer  les  deux 
termes  de  la  fraction  du  premier  degré  en  j', 

A,  B,  C,  D  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  En  multipliant  les 

deux  termes  par  C  —  Dy  et  remplaçant  de  nouveau  ^^  par  P(^), 

on  peut  encore  écrire 

F-f-Gr 


R(^,r)  = 


K 


et  l'intégrale  considérée  se  partage  en  deux  autres^  dont  l'une 
— =T-est  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  et  dont  la  seconde 

/  -~  dx^  qui  peut  aussi  s'écrire 

Mdx 


s 


/. 


M  et  N  étant  deux   polynômes  entiers  en  x^  doit  seule  nous 
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occuper.  La  fraction  rationnelle  -^  peut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  E(j:)  et  en  une  somme  de  termes  fractionnaires 

chaque  polynôme  X/  étant  premier  avec  sa  dérivée.  On  n'a  donc 
à  considérer  que  deux  sortes  d'intégrales 

__        ar"»  d.r  „  /*     A  dx 

m 


/xf»dT^  __    r     Xdx 


Les  intégrales  Y  m  s'expriment  toutes  au  moyen  des  p  —  i  pre- 
mières Yo,  Y<,  . . . ,  Yp_2,  et  de  quantités  algébriques,  si  ^{x) 
est  de  degré  p. 
Soit,  en  effet, 

P(ar)=  aoxP  -h  UixP-^  -+- 

On  a 

d  /       ■  ,^, — \                  ,   /ST-^       xf*^V'(x) 
-f\x"^yJV{x))  =  mx»^-^yJP{x)'\ -^ — 

"^  2  ^P(X) 

imx"^-^P(T)->r  x^^P'ir  ) 
i^PIx) 

le  numérateur  est  un  polynôme  de  degré  m  -{-p  —  i  dont  le  terme 
de  degré  le  plus  élevé  est  (2m  '^p)aoX'^'^P~* .  Il  vient,  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'égalité  précédente, 

^x'»  ^P (x)  =  (^m  -^ p)aoY m+p-i  -^ '  " 

les  termes  non  écrits  contenant  les  intégrales  Y  d'indice  infé- 
rieur à  m-^p  —  I.  Faisons  successivement  dans  cette  for- 
mule m  =  o,  I,  2,  ...,  nous  pourrons  calculer  de  proche  en 
proche  Yp_<,  Y^,  .  . .,  au  moyen  d'un  terme  algébrique  et  des 
p  —  I  intégrales  Yo,  Y,,  ...,Yj,_2. 

Relativement  aux  intégrales  de  la  seconde  forme,  il  y  a  deux 
cas  à  distinguer,  suivant  que  X  est  premier  ou  non  avec  P(^). 

I**  Si  X  est  premier  avec  P(^),  l'intégrale  Z/,  se  ramène  à 
un  terme  algébrique,  à  une  somme  d'intégrales  Ya,  et  à  une 
nouvelle  intégrale 


f 


Bdx 


X)/P{x) 
où  B  est  un  polynôme  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X. 
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Puisque  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X'  et  avec  P(x),  X'*  est 
premier  avec  le  produit  PX'.  On  peut  donc  trouver  deux  poly- 
nômes X  et  [JL  tels  que  Ton  ait  identiquement  XX"  -h  [xX'P  =  A  et 
l'intégrale  se  partage  en  deux  autres 

J  \nyjV{x)"J   y/?{x)      J       X«      '^■ 

La  première  partie  est  une  somme  d'intégrales  Y;  si  /i^>i,  on 
peut  intégrer  par  parties  la  seconde  intégrale  en  posant 

^  (/i  — i)X«-' 

ce  qui  donne 

J  \n  -(,t_i)X«-t  /l-I  J    2X«-lv/P(F) 

La  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  sauf 
que  Texposant  de  X  est  diminué  d'une  unité.  En  continuant  la 
réduction  autant  de  fois  que  possible,  c'est-à-dire  tant  que  l'expo- 
sant de  X  est  supérieur  à  un,  on  arrivera  à  un  résultat  de  la  forme 

Adx  rBdx         rCdx       D/P 


/'     Adx       _    rBdx         rÇ^ 

J  xVpT^    j  x7P  '^J  V^ 


X«  -1  ' 


B,  C,  D  étant  trois  polynômes,  et  l'on  peut  toujours  supposer  le 
premier  B  de  degré  inférieur  à  celui  de  X. 

2°  Supposons  que  X  et  P  aient  un  diviseur  commun  D,  de 
façon  que  X  =  YD,  P  =  SD,  les  polynômes  D,  S,  Y  étant  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux.  On  peut  trouver  deux  polynômes  X, 
jx,  tels  que  A  =  'kD"  4-  [x  Y"  et,  par  suite,  on  peut  écrire 


/Kdx  __    r  \dx         r  \kdx 
X«v/P      J  V^/P  ^  J  D«/P 


La  première  intégrale  est  de  la  forme  de  celles  dont  on  vient  de 
s'occuper;  quant  à  ^intégrale 


f 


[idx 


où  D  est  un  diviseur  de  P,  elle  se  ramène  à  un  terme  algé- 
brique et  aux  intégrales  Y. 

G.  17 
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En  effet,  D"  étant  premier  avec  le  produit  D'S,  soient  ).|  et  {JL| 
deux  polynômes  tels  que  Ton  ait  X,  D"  -f-  uii  D'S  —  |jl;  Tintégrale 
considérée  peut  s'écrire 

Ecrivons   la  seconde  de  ces  deux   intégrales,   en  remplaçant    P 
par  SD, 


/ 


[i,  v/S  --       -y   dXy 


D""i 


et  intégrons  par  parties  en  posant 


M  ^  [Al  V'b,         r  = , 


il  vient 


"->"-» 


C'est  encore  une  formule  de  réduction,  mais  ici,  à  cause  de  l'expo- 
sant fractionnaire  n  —  -7  on  peut  pousser  la  réduction  jusqu'au 

terme  où  D  ne  figure  plus  qu'à  la  première  puissance  au  dénomi- 
nateur, et  l'on  arrive  à  un  résultat  de  la  forme 


H  et  K  étant  deux  pol^^nomes. 

En  définitive,  toute  intégrale    /  — r^-  se  ramène  à  une  parti 

algébrique  et  à  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 


/.rf^dx         rXif/x 
"7p"'   J  x/p" 

où  m  est  au  plus  égal  k  p  —  2,  où  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X' 
et  avec  P  et  où  X|  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X.  Cette 
réduction  n'exige  que  des  additions,  multiplications  et  diçi- 
sions  de  polynômes. 
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Si  Ton  coDuaît  les  racines  de  Téquation  X  ==  o,  on  peut  décom- 
poser chacune  des  fractions  rationnelles  -^  d  une  somme  de  frac- 
tions simples  de  la  forme 

A  Ba?-f-C 

a;— a'     (a?  —  a)*-f- fJ*' 

A,  B,  C  étant  des  constantes,  de  sorte  qu'on  est  conduit  à  deux 
nouveaux  types  d'intégrales 

/dv  r  (hx-^Odx 

{T  —  a))/Pl^)'       J     [(j:_a)2^J5l]/p(F)' 

<|u'on  peut  ramener  à  un  seul,  le  premier  des  deux,  en  convenant 
d'admeltre  pour  le  paramètre  a  des  valeurs  imaginaires.  Les  inté- 
içrales  de  cette  forme  sont  appelées  intégrales  de  troisième  espèce. 
On  appelle  intégrales  de  première  espèce  les  intégrales  Y;,,,  où  m 

est  inférieur  à  -  —  i;  les  intégrales  Y,«,  où  m  est  égal  ou  supé- 

rieur  à  ^  —  i,  sont  les  intégrales  de  deuxième  espèce.  Les  inté- 

grales  de  première  espèce  possèdent  une  propriété  caractéristique  : 
elles  conservent  une  valeur  finie  lorsque  la  limite  supérieure  de 
l'intégrale  croît  indéfiniment  ou  devient  égale  à  une  racine  de 
P(:r)  (n°*  89-90).  Mais  la  distinction  actuelle  entre  les  intégrales  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce  ne  doit  être  acceptée  qu'à  titre 
provisoire.  La  véritable  distinction  sera  faite  plus  tard. 

Remarque,  —  Nous  n'avons  rien  supposé  jusqu'ici  sur  le 
<legré/?  du  polynôme  P(^).  Si  ce  polynôme  est  de  degré  impair, 
on  peut  toujours  augmenter  le  degré  d'une  unité.  Soit  en  effet 
P(.r)  un  polynôme  de  degré  2<7  —  i 

posons  X  ^=^  a  -\ — >  a  n'étant  pas  racine  de  ^{x).  Il  vient 

V(x)  =  P(a)-h  via)  -  -f-.  ..H -p  — — -  =  — - — , 

P,(j^)  désignant  un  polynôme  de  degré  2,q,  On  a  par  suite 


y'' 
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et  toute  intégrale  qui  contient  rationnellement  x  et  \l^{^x)  se 
change   en   une^iintégrale   d'une   fonction    rationnelle    de  y   et 

dev/P7(7). 

Inversement,  si  Ton  a  sous  le  radical  un  polynôme  P(^)  de 
degré  pair  29,  on  peut  abaisser  d'une  unité  le  degré  de  ce  poly- 
nôme, pourvu  qu^on  en  connaisse  une  racine.  Soit  en  effet  a 

une  racine  de  l'équation  P(^)  =  o  ;  en  posant  j?  ^^  a  -\ —  »  il  vient 
P,(^)  étant  de  degré  2.q  —  i,  et  on  a  par  suite 

La  nouvelle   intégrale    ne   contiendra   d'autre   irrationalité   que 
y/Pi  (y)  sous  le  signe  d'intégration. 

ili.  Cas  d'intégration  algébrique. —  Étant  donnée  une  intégrale  de  la 
forme 


/■ 


nous  venons  de  voir  qu'on  peut  toujours,  par  des  calculs  élémentaires,  la 
ramener  à  l'intégrale  d'une  fraction  rationnelle,  à  un  terme  algébrique  de 

G  sfPTx) 
la  forme  —  -  et  à  une  somme  d'intégrales  de  première,  de  deuxième 

et  de  troisième  espèce.  Comme  on  peut  aussi  trouver,  par  des  opérations 
élémentaires,  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale  d*une  fraction  rationnelle, 
on  voit  qu'on  peut,  toujours  mettre  l'intégrale  proposée  sous  la  forme 

f^[x,  ^?(x)]dx=^  ¥[x,  /P(aô]-+-T, 

F  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  /P(a?),  et  T  étant  égal  à  une 

somme  d'intégrales  des  trois  espèces  et  d'une  intégrale    /  ~  dx^  où  X  est 

premier  avec  sa  dérivée  et  où  Xj  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X. 
Liouville  a  démontré  que,  si  l'intégrale  proposée  est  algébrique,  elle  est 

égale  à  F  [a;,  v/P(ir)],  de  sorte  qu'on  doit  avoir  identiquement 

R[^,  /PTi)]=  ^  JF[a-,  /P(F)]}, 
et  par  suite  T  =  o. 

On  peut  donc  reconnaitre,  par  des  multiplications  et  divisions  de 
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polynômes,  si  l'intégrale  proposée  est  algébrique  et  trouver,  dans  ce 
cas,  la  valeur  de  cette  intégrale. 

112.  Intégrales  elliptiques.  —  Lorsque  le  polynôme  P(^)  est 
du  second  degré,  la  méthode  de  réduction  générale  qui  vient  d'être 
exposée  permet  de  ramener  l'intégration  d'une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  de  \/P{x)  au  calcul  des  intégrales 

dx  r  dx 


/dx  r  dx 


que  l'on  a  appris  à  calculer  directement  (n®  lOo). 

Le  cas  le  plus  simple  après  celui-là  est  celui  des  intégrales  ellip- 
tiques, où  P(^)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré;  les  deux 
cas  se  ramènent  d'ailleurs  l'un  à  l'autre,  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Soit  donc  P(^)  un  polynôme  du  quatrième  degré,  n'ayant 
que  des  facteurs  linéaires  simples,  et  à  coefficients  réels;  nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours,  par  une  substitution 
linéaire  réelle,  le  ramener  à  un  polynôme  n'ayant  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Soient  a,  b^  c,  d  les  quatre  racines  de  P(^)  =  o.  Il  existe  une 
relation  d'involution 

(  7  )  hx'x'  -4-  M  (ar'  -f-  a:')  H-  N  =  o, 

qui  est  vérifiée  par  x'  =^  a,  x''=  b  et  par  ocf  =  c,  x^  =z  rf.  On  a, 
pour  déterminer  les  coefficients  L,  M,  N,  les  deux  relations 

Laô-4-M(a-H6)-f-  N  =  o, 
hcd  H-  M ( c  -h  û?)  -4-  N  =  o, 

et  l'on  voit  qu'on  peut  prendre 

L  =  a-^b  —  c  —  d,        M  —  crf  —  ab^        ^  =  ab(c  -hd)  —  cd{a  -\-  b). 

Appelons  a  et  ^  les  points  doubles  de  l'involulion  précédente, 
c'esl-à-dire  les  racines  de  l'équation 

L  a*  -h  2  M  a  -T-  N  =  o  ; 

la  condition  de  réalité  de  ces  racines 

{cd  —  ab)^  —  (a  -h  b  —  c  —  d)[ab(c  -i-d)  —  cd{a  ■+■  b)]  >  o 


a6'2  CHAPITRE   V.    —   INTÉGRALES   INDÉFINIES. 

peut  s'écrire,  comme  le  prouve  un  calcul  facile, 

(8)  {a  —  c){a  —  d){b  —  c){b  —  d)'::,^o. 

On  peut  toujours  s'arranger  de  façon  que  cette  condition  soit  véri- 
fiée. Si  les  quatre  racines  a,  t,  c,  d  sont  réelles,  il  suffira  de 
prendre  pour  a  et  6  les  deux  plus  grandes;  les  quatre  facteurs 
de  (8)  sont  alors  positifs.  Si  l'équation  V{x)^rzz  o  a  deux  racines 
réelles  seulement,  on  prendra  pour  a  et  6  ces  deux  racines  réelles 
et  pour  c  el  d  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées;  les  fac- 
teurs a  —  c  et  a  —  rfsont  alors  des  imaginaires  conjuguées,  ainsi 
que  b  —  c  et  6  —  d.  Enfin,  si  les  quatre  racines  sont  imaginaires, 
on  prendra  pour  a  el  b  deux  racines  conjuguées,  et  pour  c  et  rf  les 
deux  autres  racines  conjuguées.  Les  quatre  facteurs  de  (8)  sont 
encore  conjugués  deux  à  deux.  D'ailleurs  les  valeurs  correspon- 
dantes de  L,  M,  jN  sont  réelles. 

Gela  posé,  observons  que  la  relation  (/j)  peut  s'écrire 


x"  —  a 


SI  nous  posons  -      ^  =  r,  ou  :r  =  ^-^ >  il  vient 

^  ar  —  p        "  y  —  ^ 

Pi{y)  étant  un  nouveau  polynôme  du  quatrième  degré  à  coeffi- 
cients réels  dont  les  racines  sont 

a — a       b  —  a       r  —a       d — a 

D'après  la  formule  (9),  ces  quatre  racines  vérifient  par  couples  la 
relation  j'' -H j'"=  o;  le  polynôme  P|  (y)  n'a  donc  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Si  les  quatre  racines  a,b,c^  rf  vérifient  la  relation  a  -\-  b  ^=  c  -h  dy 
on  a  L  =  o,  et  l'un  des  points  doubles  de  l'involution  s'en  va  à 

l'infini.  En  posant  a  ^^  —  ^»  l'équation  (7)  peut  s'écrire 


x'  —  OL-^  x"  -  -  a  --  O, 


et  il   suffira   de   poser  ^  =  a  4-j^,    pour   obtenir    un    polynôme 
n'ayant  que  des  termes  de  degré  pair. 
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Nous  pouvons  donc  supposer  P(^)  ramené  à  la  forme  cano- 
nique 

P(:r)=  Aoa-*-- A,a:«-r-A.:; 

toute  intégrale  elliptique  se  ramène  alors,  abstraction  faite  d'un 
terme  algébrique  et  de  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle,  aux 
intégrales 

X*  dx 


/dx  r  xdx  r 

v/Aox*H-A|ar*-i-A,       ,/  /Â^ÏM^TÂT^H-Aj       J   /ÏJ 


a7*-+-Aia?*-+-Aj 


et  à  des  intégrales  de  la  forme 

dx 


/, 


L'intégrale 


{x  —  rt)V' Ao^-^H-  Aiir*-+-  At 
/••*  dx 

a   r-r:     I  —  -  -- 

J,.     \/Âoa7*-h  Aja-» -T- As 

est  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  si  l'on  considère 
inversement  x  comme  fonction  de  w,  on  a  une  fonction  ellip- 
tique. La  seconde  intégrale  se  ramène  à  une  intégrale  élémentaire 
en  posant  x-  r=  a.  La  troisième  intégrale 


/ 


x^  dx 


V^Ao  a:*  -f-  At  a?*  -f-  Aj 


est  rintégrale  de  seconde   espèce  de  Legendre.   Enfin  on    peut 
écrire 

dx  _    r  xdx  r  dx 

{x  —  a)^¥{x)      j  (.rî  — rt^j/PV^'j  J  (x^--a^) 


)^Pix) 


l'intégrale 


/ 


dx 


(a7*H- /i)v/AoX^-i   \iX^-T-Ai 


est  l'intégrale  de  troisième  espèce  de  Legendre. 

Les  intégrales  elliptiques  ont  été  appelées  ainsi,  parce  qu'on 

les  a  d'abord  rencontrées  dans  le  problème  de  la  rectification  de 

Tellipse.  Soient 

ar  — acoscp,        ^*  =  6sincp 

les  coordonnées  d'un  point  d'une  ellipse;  on  a 

ds"-  =  dx'  -h  dy^  —  (a*sin^çp  ~r-  6*  cos*cp)t/çp^. 
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ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  posant  a^ —  b^=z=e^a^^ 

et  rinlégrale  qui  représente  un  arc  d'ellipse  devient,  en  posant 

COS'f  r^  /, 

/v^i  — <?*<«  ,  r         I  —  «V*  , 

— ==-  at  —  a  I  —  dt  : 

un  arc  d'ellipse  s'exprime,  comme  Ton  voit,  par  la  somme  d'une 
intégrale  de  première  espèce  et  d'une  intégrale  de  seconde 
espèce. 

Prenons  encore  la  lemniscate  représentée  par  les  équations 

on  trouve,  en  faisant  le  calcul,  que  Ton  a 

ds^  ^  dx^  -h  dy^  =    ,^^    ,  dt^. 

L'arc  de  la  lemniscate  s'exprime  donc  par  une  intégrale  elliptique 
de  première  espèce  (*). 

113.  Intégrales  pseudo-elliptiques.  —  11  arrive  quelquefois  qu'une  inté- 

j,'rale    /  F  [a?,  ^ï^{x)\dx,  où  P(iF)  est  un  polynôme  du  troisième  ou  du 

quatrième  degré,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  fonction  algébrique  cl 
d'une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  algébriques,  en  nombre  fini;  de 
pareilles  intégrales  sont  dites  pseudo-elliptiques.  Voici  un  cas  assez 
étendu  où  il  en  est  ainsi  :  Soit 

(lo)  Lx'x'-^  M(:r'-+-  ar')-^  N  =-  o 

une  relation  d^involution  faisant  correspondre  deux  à  deur  les 
quatre  racines  de  V équation  du  quatrième  degré  ^{x)—o\  si  la 
fonction  rationnelle  f{x)  est  telle  que  Von  ait  identiquement 

/fix)  dx 
— est  pseudo-elliptique. 
/P(ar) 

Soient  a,   ^  les  points  doubles  de  l'inYolution;  la   relation  (lo)  peut 

(*)  Celte  propriélé  appartienl  à  toute  une  classe  de  courbes  découvertes  par 
Serrel  {Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II,  p.  26^). 
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s*écnre,  comme  on  Ta  déjà  remarqué, 


X  —  a       x'  —  a 


X  —^       X  —  p 

X  —  a 
Cela  étant,  faisons  dans  l'intégrale  la  substitution ^  =~J'*  *!  vient 


(I— J^)2  (I— /)^ 

et  par  suite 


Pi (J^)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  qui  ne  renferme  que  les 
puissances  paires  de^  (n*  112).  Quant  à  la  fraction  rationnelle  /(a?),  elle 
se  change  en  une  fraction  rationnelle  <p(^),  telle  que  l'on  ait  identique- 
ment o(^)-i-o( — ^)~o;  car,  si  deux  valeurs  de  x  sont  liées  par  la  rela- 
tion (r/),  les  valeurs  correspondantes  y\  y"  à^  y  vérifient  la  relation 
y^-^y"  m  o.  On  voit  donc  que  la  fonction  tp(^)  est  de  la  forme  y^(y^)j 
^  étant  une  fonction  rationnelle  de  y^\  l'intégrale  proposée  devient  par 
conséquent 

y^{y^)dy 


f 


» 


>/Ao7*-h  At^»-h-A, 


et  il  suffit  de  poser  ^-  =  z  pour  être  ramené  à  une  intégrale  élémentaire. 
La  proposition  est  donc  établie,  et  Ton  a  de  plus  le  moyen  d^effectuer  la 
réduction. 

Le  théorème  est  encore  vrai,  si  le  polynôme  P(ar)  est  du  troisième 
degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  de  ce  polynôme  comme 
infinie.  La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

Par  exemple,  si  l'équation  P(x)  =  o  est  une  équation  réciproque,  une  des 

relations  d'involution  qui  permutent  les  racines  deux  à  deux  est  x'x"  =  i. 

Par  suite,  si  une  fonction  rationnelle /(o?)  est  telle  que  l'on  ait  identique- 

/  I  \                                  /*  f( x)  dx 
ment /(>)-+-/(  -  )  —  o,  l'intégrale    1   '     _i est  pseudo-elliptique,  et  il 

X  —  I 

suffit  de  poser  successivement — —  —yy  puis  >^*  —  z,  pour  être  ramené 

X   ~T~   I 

à  une  intégrale  élémentaire. 

Supposons  encore  que  P(ar)  soit  un  polynôme  du  troisième  degré 

P(.r)^:r(:r-i)f:r-^); 

nous  poserons  a  —  ac,  6  .-  o,  c  —  i,  rf  --  — .  Il  existe  trois  relations  d'invo- 
lution  permutant  ces  racines  deux  à  deux 


1  ,_    i  —  k^x"  ,_     i  —  x" 
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si  donc  une  fonction  rationnelle /(a:)  satisfait  à  Tune  des  relations 


l'intégrale 


J 


f{x)dx 


est  pseudo-elliptique.  De  celles-là  on  peut  en  déduire  de  nouvelles.  Par 
exemple,  en  posant  x  =  5*,  l'intégrale  précédente  devient 


/ 


2/(  5«  )  dx 


v/(i— z»)ô— A-»^*) 


et  l'on  en  conclut  que  cette  nouvelle  intégrale  est  aussi  pseudo-elliptique, 
si  /(>5-)  satisfait  à  l'une  des  relations 

le  premier  cas  avait  di'jà  été  remarqué  par  Ëuler  (*). 
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114.  Intégration  des  fonctions  rationnelles  de  si  nj;  et  de  ces  x. 
—   On  sait   que  sino:   et  cosa;   s'expriment   rationnellement  au 

moyen  de  lang-  =  /  et  ce   changement  de   variable    permet  de 

ramener  le  calcul  d'une  intégrale  de  la  forme 


/  R(sinar,  ç.o^x)dx^ 


à  rintégration  d'une  fonction  rationnelle  de  t.  On  a  en  effet 

,          idt  .  it  I  — /* 

ar  — -2  arc  taner/,         dx  ^rz ,         sinj?=- — -1         cos  j?  —  -      — 


(  ')  Voir  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermiie,  '1"  édition,  pages  25-38. 
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et  l'intégrale  proposée  devient 

<>(/)  désignant  une  l'onction  rationnelle.  On  a,  par  exemple, 

J    sino?       ,/     f  ^ 

et  par  suite 

/—  —  =:log(tang  -  ). 

se  ramène  à  la  précédente  en  posant  x  =   -  — y^ 

ce  qui  donne 

La  méthode  précédente  a  l'avantage  d'être  générale,  mais  on 
peut  souvent  trouver  des  changements  de  variable  conduisant 
plus  rapidement  au  but.  Ainsi,  lorsque  la  fonction  /(sinx,  cosx) 
admet  la  période  77,  elle  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de 
tang  jTy  F  (  langx ),  et,  en  prenant  tango:  =  t  pour  nouvelle  variable, 
il  vient 

J  h  (  tanga:)  dx  =  J  -^fi  ' 
Par  exemple,  soit  à  calculer  l'intégrale  indéfinie 


/ 


dx 


A  cos*J7  -H  B  sin.r  cosa:  -r-  G  siii*wC  -1-  D 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  quelconques.  La  fonction  sous  le 
signe   d*intégration  admet  bien  la   période  t<\  on  a,   en   posant 

tang^  ::rz  /, 

cos'o?  — ,         s\nx  QO%x  =  J         sin'a?  =  -> 

I  -r-  ^*  \-^  t^  I  -h  /* 

et  l'intégrale  proposée  devient 

La    forme  de  l'intégrale  dépendra  de  la  nature  des  racines  du 


dt 
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dénominateur.  Si  Ton  suppose  nuls  trois  des  coefficients,  on  trouve 
les  formules 

/dx  r      dx  .     ,  ^ 


f 


dx 
- .— r—  =  —  cotanga?, 
sin'ar 


Lorsque  la  fonction  à  intégrer  est  de  la  forme  R(  sina:)cosx, 
ou  de  la  forme  R(cosa:)sina:,  le  changement  de  variable  est  tout 
indiqué  ;  on  posera  sina:  =r  t  dans  le  premier  cas  et  coso;  =  /  dans 
le  second  cas. 

Il  est  quelquefois  avantageux  de  faire  un  premier  changement 
de  variable  pour  simplifier  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration, 
avant  d'appliquer  la  méthode  générale.  Soit,  par  exemple,  l'inté- 


grale 


/: 


dx 


a  cosa:  -t-  b  %\nx  -h  c 

a,    b,   c   étant    trois   constantes   quelconques.    Déterminons   un 
nombre  positif  p  et  un  angle  cp  par  les  relations 

a  =  p  coso,         b  =  p  sino, 
d'où  l'on  tire 

p  =  ^a*  -H  6*t         coscp  =  I         sino  = 


v/a*  -t-  b^  *        v/û*  -+-  ^* 

l'intégrale  proposée  peut  s'écrire 

/dx  _    r       dy 

pcos(a;  —  o)-^c      J  p  cosy -t- c^ 

en  posant  x  —  ©  .-^y.  Si  l'on  applique  maintenant  la  méthode 
générale  en  posant  tang—  =^  /,  l'intégrale  devient 


u 


2dt 


p-hc-+-(c  —  p)f*' 

le  calcul  s'achève  sans  difficulté  et  l'on  obtient  deux  formes  diffé- 
rentes pour  l'intégrale,  suivant  le  signe  de 
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On  ramène  à  la  précédente  l'intégrale 


/ 


m  cosT  -^  n  siuT  -h  p    . 

i : aJ?. 

a  cosjc  -t-  à  %\nx  -f-  c 


Soit,    pour    abréger,    u-^  acofyX -\- b  s\nx -\- c\    déterminons 
trois  constantes  X,  jjl,  v,  de  façon  que  Ton  ait  identiquement 

^  du 

m  cosa?  -I-  n  sinar  H-/?  —  A  a  -h  fji  -^ — i-  v. 

Nous  avons  pour  cela  à  résoudre  les  trois  équations 

m  =  \a-\-\xbj        n  —  Xb  —  jjia,        />=:Xc-^v, 

dont  les  deux  premières  donnent  X  et  p.;  ces  constantes  étant 
choisies  de  cette  façon,  Tintégrale  proposée  peut  s'écrire 

^  du 

^  ^  dx  ,        ^  ,  r  d.r 

dx  --  Ax  -^  [JL  loga  -f-  V  I  — 


u  J  a  cosx -\- bsïnx -^  c 

Exemple,     -  Soit  à  calculer  l'intégrale  définie 

"^        dx 


s. 


^      \-\-  e  cos  a: 


où        \e\  <  I. 


Considérons  d'abord  l'intégrale  indéfinie;  on  trouve  successivement 

Ç       dx         _      r  dj^ _  _  1 r    du 

J  i  T-  e  cosa?  ~    ^/n-c-i-(i—  e)/*~    J~i~—  ë'^J   n-  w*' 


X  .  ^   /i  -+-  « 


en  posant  d'abord  tang-  =  t^  puis  /  =  wl  / •  L'intégrale  indéfinie 

est  donc  égale  à 

---^  arc  tang(  I /lJZ_^  tang- V 

/  \  -     e  X 

Lorsque  x  varie  de  »  à  ic,  4  / tang-  croît  de  o  à  h-  »,  et  l'arc  lang 

varie  de  o  à  -•  L'intégrale  définie  cherchée  est  donc  égale  à    _ 

'>'  /i—  e« 

115.  Formules  de  réduction.  —  Pour  certaines  catégories 
d'intégrales,  on  peut  appliquer  aussi  des  formules  de  réduction. 
Par  exemple,  la  formule  qui  donne  la  dérivée  de  tang''"*:^  peut 
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s'écrire 


el  l'on  en  déduit 

L'exposant  de  tango:  sous  le  signe  d'intégration  est  diminué  de 
deux  unités.  En  continuant  de  la  sorte,  on  sera  ramené  à  l'une 
des  deux  intégrales 

/  dx  —  37,  /  ian^xdx  =  — log(cosa:'). 

Il  existe  une  formule  de  réduction  analogue  pour  ]es  intégrales 

/  cof^'^r  dx, 

/,              cot«-»a7         r  „      , 

coV^xdx  =  — —  I  coV^~^x  dx. 
n  -  I         ,7 

D'une  façon  plus  générale,  considérons  l'intégrale 

/  S\X\"^XC09>"X  dXy 

où  m  et  /i  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  né- 
gatifs. Lorsque  l'un  de  ces  nombres  est  impair,  il  y  a  avantage  à 
employer  un  des  changements  de  variable  indiqués  plus  haut.  Si, 
par  exemple,  /i  --  2/?  4-  i ,  on  posera  sin  j:  =  ^  et  l'on  sera  ramené 

au  calcul  de  l'intégrale   /  /"'(i  —  t^)P  dt. 

Bornons-nous  au  cas  où  m  et  n  sont  pairs  tous  les  deux,  c'est- 
à-dire  aux  intégrales 


ï       =  /  s\n***^x  cos^^^x  dx. 


On  peut  écrire  cette  intégrale 


ï       =  /  sin2"»-ïa?cos*'»a?sina?  rfa? 


et  intégrer  par  parties,  en  considérant  cos*"^sinjc<ate  comme  la 
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difTërentielle  de cos^^+'x,  ce  qui  donne 

2/1  —  I  7  1 

Icos*'*"*"*  X      '1  m I    /* 
/«,»                              'in-r-i         in-^ij 


formule  que  l'on  peut  encore  écrire 


sipsm-i  .7.  cos*»-»-»  X  a  /W  —  I 


(A)  I        = — 1 ^1 


■m,n 


•2(m-Hn)  2(m-t-/i)  l,;,-i,/»* 


cette  formule  permet  de  diminuer  Texposanl  m,  sans  changer  le 
second  exposant.  Si  m  est  négatif,  on  aura  une  formule  analogue 

obtenue  en  résolvant  la  relation  (A)  par  rapport  à  ï  et  rem- 

plaçant m  par  i  —  m, 


,B)  I  ^— '• I 

l.«»  »  j  —  im  i  —  2  m        1 


On  a  des  formules  toutes  pareilles  pour  réduire  l'exposant  de 
cosj:. 


(  C  )  I        ^  ; ^ i I 

X  ».  »  il  ni-^  n)  'li  m  -t-  n)  M., 


^  T  sin*'»-^-*a7C0S*-*'»a:        2(m-4-i — n) -r 

D)  I  = -H ^— -î 

J.«,  _»  I--2/1  1  —  2/1  M., 


En  appliquant  ces  formules  de  réduction  autant  de  fois  qu'il  est 
nécessaire,  on  ramènera  chacun  des  nombres  m  et  n  k  être  nul. 
On  ne  pourrait  être  arrêté  dans  le  courant  du  calcul  que  si  l'on 
arrivait  à  une  intégrale  im,n  où  m  -j-  /i  =  o,  c'est-à-dire  à  une  des 
intégrales  pour  lesquelles  on  a  établi  une  formule  de  réduction  au 
début  de  ce  paragraphe. 

116.  Fomiule  de  Wallis.  —  11  existe  aussi  des  formules  de  réduction, 
quelle  que  soit  la  parité  des  exposants  m  et  n. 

Proposons-nous,  par  exemple^  de  calculer  l'intégrale  définie 


l,„  =    /     sin"^x  dxy 


où  m  est  un  nombre  entier  positif.  Nous  pouvons  écrire,  en  intégrant  par 
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parties 

sin^f^-^xsinx  dx=-. — [cosj?  sin"«-ia?]*-i-(/n— -  i)   /     sin'"-*cos*a7rfx, 
ou  encore,  en  remarquant  que  cosa?  sin'»-*a:  s'annule  aux  deux  limites, 

I/M  =(m-  I)   /     sin"«-ïar(i  — sin«ar)û?d?  =  (m  —  i)(1m-j— !«), 
ce  qui  conduit  à  la  formule  de  récurrence 

(li)  Jw^^        *WI— î- 

m 
En  continuant  de  la  sorte,  on  sera  ramené  soit  à  Tintégrale  1^=  ->   si 

2 

m  est  pair,  soit  à  l'intégrale  Ii  =  i,  si  m  est  impair.  Prenons  le  premier 
cas,  m  ^  ip]  en  remplaçant  successivement  m  par  a,  4)  ^^  . .  .2j9  dans  la 
formule  (  i3),  il  vient 

I         '  r  I     -  ^  I  I     _  2/^  —  »  f 

2  4  '  2/>  '^ 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  toutes  ces  égalités,  il  reste 

1.3.5. ..(2jt>  —  i)ic 

2 .  4  .  6 .  •  .  2  jt>  V». 

On  trouve  de  môme 

2.4*6. . .  2  JD 


U/>+i  ~ 


1.3.5. . .  (2/?  -h  i) 


On  peut  déduire  de  là  une  formule  curieuse  due  à  Wallis.  Il  est  clair 
que  l'intégrale  Im  diminue  quand  m  augmente,  car  sin'^-*-^^;  est  plus  petit 
que  sin"*â?,  et  nous  pouvons  écrire 

remplaçons  Up-^-i,  Iip,  Isp-i  par  les  valeurs  précédentes,  nous  trouvons  les 
deux  nouvelles  inégalités 

lip  >   -    >  H^  ■ y 

^  2  '^  2/?  -i-  I 

en  posant,  pour  abréger, 

„  2      2      4      4  2/>— 2  2/> 

'^         I      3      3      D  7.p  —  i      ip  —  \ 


Le  rapport  -7-.—  a  donc  pour  limite  l'unité  lorsque  p  augmente  indéfini- 
2  xl  0 


TZ 

ment,  c'est-à-dire  que  -  est  la  limite  du  produit  Hp  lorsque  le  nombre 
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des  factears  augmente  indéfiniment.  La  loi  de  succession  des  facteurs  de 
ce  produit  est  d'ailleurs  évidente. 

117.   Des  intégprales    /  cos(ax  -4-  b)  cos{a'x  -+-  6') . .  .  dx.    — 

Considérons  un  produit  d\m  nombre  quelconque  de  facteurs  de 
la  forme  cos(a^  +  6),  a  et  b  étant  des  constantes,  et  un  même 
facteur  pouvant  figurer  plusieurs  fois  dans  le  produit.  La  formule 

cos(u-\-  v)       cos(u  —  v) 

COSU  COSC  = H 

remplace  un  produit  de  deux  facteurs  de  cette  espèce  par  une 
somme  de  deux  cosinus  de  fonctions  linéaires  de  x^  et  un  produit 
de  n  facteurs  par  la  somme  de  deux  produits  de  (/i  —  i)  facteurs. 
En  appliquant  la  même  formule  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire, 
on  arrivera  à  remplacer  le  produit  considéré  par  une  somme  telle 
que  SHcos(Aj:-i-B),  dont  chaque  terme  s'intègre  immédiate- 
ment; si  Â  n'est  pas  nul,  on  a 


/ 


,.           „.    ,          sin(Aa?-f-B)       ^ 
cos(Aa?  -f-  B)  rfa?  =  — ^^ — r H-  G, 


et,  dans  le  cas  particulier  où  A  zzz  o,  /  cosB  dx  =  x  cosB  +  C. 
Cette  transformation  s'applique  en  particulier  aux  produits 

cos'"a?sîn«a7, 
que  l'on  peut  écrire 

lorsque  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  positifs;  en  appliquant 
le  procédé  précédent,  on  remplace  ce  produit  par  une  somme  de 
sinus  et  de  cosinus  de  multiples  de  l'arc,  et  l'intégration  est 
immédiate. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'aire  de  la  courbe 


(^hd)'"-. 


nous  pouvons  poser  x  =  a  cos'  0,  j/*  =  b  sin'  8,  et  nous  obtiendrons 
toute  la  courbe  en  faisant  varier  0  de  o  à  2ic. 

G.  i8 
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La  formule  qui  donne  Paire  d'une  courbe  fermée 


jlo  r=  -    /    a:  dy  — y  dx, 

^  JlC.\ 


devient  ici 


'(C) 


mais  on  a 


X=    r     -^sin»6cos«erfe; 


(sîn6  cosO)'=  -  sin*2  0  =  5(1  —  cos40), 
et  Faire  cherchée  a  pour  valeur 

•^=="i(rl.^--4^J„  =-8-- 

Citons  encore  les  intég^rales 

/.   ^      ,           r\  —  co%ix  j         X       sinaa:       ^ 
sin*a?  dx  =  I  dx  = h  G, 
J           1                     24 

/.   ,       ,           /"Ssina:  —  sin  Sa?    ,              3cosa?        cos3a?        - 
sin'j:  dx  =  I  ; dx  = ; 1 h  C, 
J               4                                   4                12 

/.          ,           r3  —  4  ^os 2 a? -h  cos 4 a:   ,         Sa?       sin2a?       sin4a7       ^ 
sm  xdx  -J «^-^=-8- 4-"^~3^"^^' 

/-              /*  ï  -^  COSIX     ,             X          510237  ^ 

cos^x  dx  =  / dx  = 1 h  G, 
J           '2                    '^           i 

/,          /s  cosa?  H- cosSa?    ,         3sina?        sin3a?       ^ 
cos'a:  dx  =  I , dx  = ; —  H h  C, 
./                4                                4                12 

/,          /"S -I- 4  cos2a7 -f- cos4a7    ,          3ar       sin2a;        siniar        _ 
cos*a?  dx  =  / dx  = 1 4- —  -f-  G» 
J                      8                                  8              4                32  * 

•  •.••*«•* .• >....■••• < ••• .*>• 

On  peut  remarquer  sur  ces  formules  uue  loi  qui  est  générale. 

Les  intégrales  F (^)=  /    sin^^rf^  et  4>(^)=   /     cos"xrf:csont 

périodiques  et  admettent  la  période  2iz  lorsque  n  est  impair, 
tandis  que,  si  n  est  pair,  ces  intégrales  augmentent  d'une  quan- 
tité constante  positive  lorsque  x  augmente  de  air.  Cette  propriété 
était  évidente  a  priori;  on  a  en  effet 


S1Ï  r%  31C4-X 


f      sia^xdx-^  I  sin^xdxy 

0  ^iit 
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OU  encore,  à  cause  de  la  périodicité  de  s'inx, 
F(a?-h2r)—    /      sin'* a:  dx -^  j     %\n^x  dx  =  ¥(^x)-{-  j      sîn'^xdx. 

f      s\n"xdx 

0 

est  une  quantité  positive,  tandis  que  cette  intégrale  est  nulle,  si  n 
est  impair,  comme  il  résulte  de  la  relation  sin(a;4-ic)==  —  sina;. 

liemargue.  —  A.  cause  de  la  grande  variété  de  transformations 
auxquelles  se  prêtent  les  fonctions  circulaires,  il  est  souvent 
commode  de  les  introduire  pour  le  calcul  de  certaines  intégrales. 

/dx 
^  ;  si  Ton  y  pose  x=  tangcp, 

elle  se  change  en  /  cos<p  rf«p  =  sin  <p  -i-  C,  et  l'on  en  déduit,  en  reve- 
nant à  la  variable  x, 


/; 


dx  X  p 


v/i 


(i  +  a?»)«       vi-+-^^ 
comme  on  Ta  déjà  obtenu  directement  (n®  105). 

118.  Les  intégrales  /  R{x)e*^dx.  —  Considérons  maintenant 

les  intégrales  de  la  forme   /  K(x)e^^dx,  où  R(^)  est  une  fonction 

rationnelle  de  x.  Supposons  que  l'on  décompose  la  fonction  R(x), 
comme  on  Ta  déjà  fait  plusieurs  fois, 

E(^),  A|,  A2,  .    .,  A^,  Xi,  ...,  X^  étant  des  polynômes,  et 
le  polynôme  X/  étant  premier  avec  sa  dérivée.  L'intégrale  pro- 

posée  est  alors  égale  à  l'intégrale   /  E(x)e^^dx,  que  l'on  a  appris 

à  calculer  (n**  85)  par  une  suite  d'intégrations  par  parties,  aug- 
mentée d'une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

A  c<^*  dx 


f 


X« 

Si  n  est  plus  grand  que  l'unité,  on  peut  appliquer  une  formule 


276  CHAPITRE  V.   —  INTÉGRALES  INDÉFINIES. 

de  réduction.  En  effet,  le  polynôme  X  élanl  premier  avec  sa 
dérivée,  déterminons  deux  polynômes  X  et  jx  tels  que  Ton  ait  iden- 
tiquement A  =  XX  +  [jlX';  il  vient  alors 

Une  intégration  par  parties  donne  ensuite 

et,  en  réunissant  les  deux  formules,  on  voit  que  le  calcul  de  l'inté- 
grale considérée  est  ramené  au  calcul  d'une  intégrale  de  même 
espèce  où  l'exposant  n  est  diminué  d'une  unité.  En  continuant  de 
la  sorte  on  est  conduit  à  une  intégrale 


/ 


OÙ  l'on  peut  toujours  supposer  le  polynôme  B  premier  avec  X  et 
de  degré  inférieur  à  celui  de  X.  On  ne  peut  plus  appliquer  à  celte 
intégrale  le  procédé  de  réduction;  mais,  si  l'on  connaît  les  racines 
de  X  =  o,  on  peut  ramener  cette  intégrale  à  une  seule  transcen- 
dante nouvelle.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  toutes  les  racines 
réelles;  l'intégrale  se  décompose  en  plusieurs  intégrales  de  la 
forme 


/ 


dx, 

X  —  a 


que  l'on  peut  ramener  à  Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes,  en 

posant  a;  =::  a  H- —  >  w  =  e^,  et  faisant  abstraction  d'un  facteur 

constant, 

/eïdy  'Ç  du 

Cette  dernière  intégrale    /  | est  une  fonction  transcendante 

qu'on  appelle  logarithme  intégral. 

119.  Intégrales  diverses.  —  Considérons  encore  les  intégrales 

/  c«^/(sinrF,  cosa:)  dx, 

OÙ/  est  une  fonction  entière  de  sîna:  et  de  cosx.  Un  terme  quel- 
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conque  de  celte  iatégrale  est  de  la  forme 


/  ««•*  sin'Wd?  cos'»a?  dx, 

metn  étant  des  nombres  entiers  et  positifs.  D'après  une  remarque 
déjà  faîte,  le  produit  sin^^^cos^o:  peut  être  remplacé  par  une 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus  de  multiples  de  x,  et  Ton  n'a  en 
définitive  que  deux  types  d'intégrales  à  étudier 

I  e^^cosbxdx,  1  e^^slnbxdx. 

En  intégrant  par  parties  chacune  de  ces  intégrales,  il  vient 

/,       ,              e^^sinbx       a   T         ... 
e^'cosox  dx  =^       T Vf  e^^  siROx  dx, 

/.    ,       ,              e^'cosbx       a   C  ,       , 

e**^  sm b X  dx  = r ^ ->    1  e^'cosbxdx, 

et  Ton  tire  de  ces  relations 

/,       ,         e^'(a  cosbx -h  b  s\nbx) 
e^^cosbx  dx  =  ^^ ^ -9 

e^^(asinbx  —  bcosbx) 


I 


c«*  f>\ïibx  dx  = 


a* +6* 


Parmi  les  intégrales  que  l'on  peut  ramener  aux  précédentes, 
citons  encore  les  types  suivants  : 

I  f(logx)x'ndx,  //(arc  sina?)  rfjf, 

j  /(x)  ^rcs'inx  dxj  //(a?)  arc  tanga?rfj?, 

où  /  désigne  une  fonction  entière.  Dans  les  deux  premières,  on 
prendra  pour  nouvelle  variable  logj;  ou  arcsin^;  dans  les  deux 
dernières,  on  appliquera  d'abord  une  intégration  par  parties  en 
considérant /(^)<ia:  comme  la  différentielle  d'un  polynôme  F(j7), 
ce  qui  conduira  à  des  types  déjà  étudiés. 
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EXERCICES. 


i.  Calculer  les  intégrales  indéfinies  des  fondions  suivantes 


x^  —  x^  —  3 :c'  —  X       I -f-  }/\-\-x 

-  »      ■ : — i-  . : , >      ■ .— —  > 


(ar*-^i)*       x{x^-i-if  (ar*-f-i)3  i  —  )/x 


3, 


1/  r      '       i»  i/T»  _1_    1/   1"  _i_  I   ■  i  ■   t/T»/  »»•      I  ,   1  \  COS    X 


X  -\-  ^  i  -i-  x^       I  —  v^i-f-j?       v^a:  -h  ^^x  -h  IH-  s/xi^x  -4-  i  ) 


a"e-*^cosa:,     —  — »     ri^tangj^, 

yja  -i-  x'^  ^- 

où  LL  est  un  nombre  fractionnaire  —  • 

H 

2.  Trouver  l*aire  de  la  boucle  du  foiiuin  de  Descartes 

x^ -^ y"^ —  ^cLxy  —-  o. 

3.  Calculer  l'intégrale    I  y  dx,  x  cly  étant  liés  par  Tune  des  relali 

{x^  —  a^y —  ciy^{'i-y  -4-  3a)  —  o,        ^>'*(a  —  x)  —  x"^, 

y{oo^-^y^)  =  a{y''—x'^). 

4.  Établir  les  formules 

/-               sin«ir  cos/ia?       ^ 
sin^-^a:  cos(/i -I- i):r  ajc  = h  G, 

/•    »    1        •    /            X     ^               sin"a7sin/iJ^         -, 
sin'ï-ïa?  sin  (/i -T- i)a:ajF  = -+- C, 

/,               cos"  a:  sin/ia:        ^ 
cos'»-*^?  cos(  n -4-i)a7aar  — -H  C, 
/i 

/  COS**-*  ar  sin  (  n  -r  1  ) a?  é/a:  = 


ons 


COS"  a;  COS  71  ar        -, 

-f- C 

n 


(EULER.) 


5.  Calculer  les  intégrales  pseudo-elIiptiques 

{i-^x^)dx  r      (i  ~  x^)dx 


r (i-^x^)dx__  r (I— a7»)( 

J    (i-a7S)/r^^'     J    (H-a7«)/r 


ar* 
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6.  Ramener  aux  intégrales  elliptiques  les  intégrales 

ï{(x)dx 


f 


v/a(i  -4- J78)  -h  bx{i  -^  x^)-h  car*(i-4-a7*)  -f-  cLc^ 

R(a?)  dx 


J    /«(i' 


(i  -f-  x^)  -H  6x*(i  -1-37^)-+-  car* 

où  R(2r)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

*7.  Soient  a,  6,  c,  <i  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré 
P(^)  =  o.  11  existe  trois  relations  d'involution 

^  =  —  i— ^?-— TT  (e  =  I,a,   3), 

laiX  -H  M/ 

permutant  ces  racines  deux  à  deux.  Si  une  fonction  rationnelle /(^r)  est 
telle  que  l'on  ait  identiquement 


3 

1=1 


^^—^— est  pseudo-elliptique  (voir  Bulletin  de  la  Société 

/P(x) 

mathématique^  t.  XV,  p.  106). 

8.  La   rectification  des   courbes  y  —  kx\f-  conduit  à  des  intégrales  de 
(liflférentielles  binômes.  Cas  d'intégrabilité. 

9.  On  a,  en  supposant  a  >  i, 

dx  7t 


L 


j     (a  —  ^)/i  —  ^*        v^«-  —  1 
Kn  déduire  les  intégrales  défînies 


/ 


"^*  x^^dx         1.3. 5.. .(2/1 — i) 


/_      yji  —  x^  2.4.6...9.n 

10.  On  a,  en  supposant  AC  —  B*  >  o, 

"^*  ûTa?  i.3.5...(';i/i  — 3)  A'»-» 


j[ 


(Aa:«-T-2Bir-HGl'»        2.4.6...(u/i  — 2)   '  -+* 

(AG-B2)     2 


On  applique  la  formule  de  réduction  du  n*^  10>i. 

/^  i  n  ^  37  ^mI7 
—  . 
I -H  2acosa7-t- a* 


àSo  BXKRCfCES. 

12.  Etablir  les  formules 


/ 


43.  On  a,  en  désignant  par  m  et  n  deux  entiers  positifs  (m  <  /i), 


I 


^  n  sin 

/i 

On  emploie  la  décomposition  en  fractions  rationnelles. 
14.  Déduire  de  la  formule  qui  précède  la  relation 


I 


iH-a:         sinaTT 


(o<a<i). 


15.  On  a,  en  posant  lp,q=  1  t*i{t  -\~i)Pdty  les  formules  de  réduction 

et  deux,  formules  analogues  pour  réduire  l'exposant  q. 

16.  Établir  des  formules  de  réduction  pour  le  calcul  des  intégrales 

x^dx  „  r  dx 


)"»  v/Aa7*-+-îiBar-i-  G 


*17.    Établir  une    formule  de    néduction    pour  les    intégrales    défmies 

J/»  1    g*K  dx 
[  En  déduire   une  formule  analogue  à  celle  de  Wallis  pour 

/i  —  a?* 
0 

0 

18.  L'intégrale  défînie    /        ,    .  ,     a-t-elle  une  valeur  finie? 

J^        i-Har^sin*a: 

19.  L'aire  d'un  secteur  elliptique  compris  entre  Taxe  focal  et  un  rayon 
vecteur  issu  du  foyer  a  pour  expression 


2    Jo       (l-+- 


diù 


e  costo)* 
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p  désignant  le  paramètre  —  et  e  l'excentricité.  En  posant  suivant  la  mé- 


ouve 


ihode  générale  tang  -  ~  f,  puis,  t  —  4  / m,  on  tr 

A, -- a6f  arc  lang  M  — e  -       ~^y 

Démontrer  que  cette  expression  peut  aussi  s'écrire 

.        ah  ,  .      ^ 

cV,  =  —  (  o  —  csino), 

o  désignant  l'anomalie  excentrique. 

20.  Trouver  les  courbes  telles  que  la  longueur  NT  ou  l'aire  du  triangle 

MNT  soit  constante  (voir^î^.  3,  p.  36).  On  construira  les  deux  branches 

de  la  courbe. 

\Liccnce  :  Paris,  i88o;  Toulouse,  i88-2.] 

a.î/i-^1  ri 

•21.  SoitA,=  ^  g----J^    (i-z*)'>cosTzdz. 

Démontrer  la  loi  de  récurrence 

ar 
On  déduit  de  là  les  formules 

Ajp  —  Uip  sinar  -i-  \\p  cosar, 
A-s/j-hi  =  Uî/»-f-i  sina?  -h  Vj^+j  cos.r, 

où  Uiy,,  \tpi  ^ip^ij  ^ip-^i  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  Utp^ 
Usp+t  ne  renfermant  que  les  puissances  paires  de  x.  On  vérifie  que  la  loi 
est  vraie  pour  /i  =  i,  et  l'on  en  déduit  qu'elle  est  générale  au  moyen  de  la 
formule  de  récurrence. 
Cette  expression  de  X^p  permet  de  démontrer  que  i:*  est  incommensu- 

rable.  Si  l'on  avait  ~  =  — ,  en  remplaçant  a?  par  -  dans  Aj;,,  on  aurait 

une  relation  de  la  forme 

y   a  2. 4. G...  4/?,/^  2 

Ht  étant  un  nombre  entier.  Une  telle  égalité  est  impossible,  car  le  second 
membre  tend  vers  zéro  lorsque  ;d  augmente  indéfiniment. 


CHAPITRE  VI. 

INTÉGRALES    DOUBLES. 


L  -  INTÉGRALES  DOUBLES.  —  PROCÉDÉS  DE  CALCUL. 

FORMULE  DE  GREEN. 

120.  Fonctions  continues  de  deux  variables.  —  Soh  z=^/Çx,y) 
une  fonction  continue  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y, 
à  rintérieur  d'une  portion  du  plan  A  limitée  par  un  contour 
fermé  C,  et  sur  ce  contour  lui-même.  On  peut  établir  pour  cettP 
fonction  une  série  de  propositions  analogues  à  celles  qui  ont  éti* 
démontrées  pour  les  fonctions  continues  d'une  seule  variable 
(n"  70).  Ainsi,  étant  donné  un  nombre  positif  s,  on  peut  dé- 
composer la  portion  A  du  plan  en  parties  plus  petites  de  telle 
façon  que  la.  différence  des  valeurs  de  z  pour  deux  points 
(x^y),  (^',  jk')  d'une  même  partie  soit  toujours  moindre  que  s. 

Nous  procéderons  toujours  par  subdivisions  successives,  de  la 
façon  suivante.  Imaginons  la  portion  A  du  plan  décomposée  par 
des  parallèles  à  l'axe  des  :r  et  à  l'axe  des  y^  la  distance  de  deux 
parallèles  voisines  étant  égale  à  S;  de  ces  portions  de  A,  les  unes 
sont  des  carrés  de  côté  8  situés  tout  entiers  à  l'intérieur  de  C,  les 
autres  des  portions  de  carrés  limitées  en  partie  par  des  arcs  du 
contour  C.  Cela  posé,  si  la  proposition  énoncée  n'était  pas  exacte 
pour  la  portion  A,  il  en  serait  de  même  pour  une  au  moins  des 
nouvelles  portions  du  plan  Ai  ;  en  subdivisant  de  la  même  façon 
la  portion  Aj  et  ainsi  de  suite,  on  formerait  une  suite  de  carrés 
ou  de  portions  de  carrés 

■^î   '^Ij    •••»   ^fli    •••» 

pour  lesquels  la  proposition  énoncée  serait  inexacte.  La  por- 
tion An  est  tout  entière  comprise  entre  deux  parallèles  ^  =  a«, 
X  ^=  bn  à  l'axe  des  y  et  entre  deux  parallèles  y  =  c„,  y  ^:=  d,,  à 
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l'axe  des  x.  Lorsque  n  augmente  indéliniment,  a^  cl  b„  oni  une 
limite  commune  À;  c„  el  d„  oni  de  même  une  limite  commune  [A. 
Car  les  a„,  par  exemple,  ne  vont  jamais  en  décroi:ii-aiU  cl  soni 


tous  plus  p«tiis  qu'un  nombre  fixe.  Tnn$  les  points  de  A„  tendent 
vers  un  point  limite  M,  de  coordonnées  (\,  jjl),  situé  à  l'intérieur 
du  contour  C  on  swr  ce  conlonr  lui-même.  Le  raisonnement 
s'achève  comme  plus  haut  {a."  70);  si  le  théorème  énoncé  était 
inexuct,  la  fonction  _/'{j:,_j')  ne  pourrait  être  continue  pour  x  ^=\, 
y  =  ^,  contrairement  à  l'ii^potlièse. 

Corollaire.  —  Supposons  qu'on  ait  pris  les  parallèles  assez 
rapprochées  pour  que  la  différence  des  valeurs  de  3  pour  deux 
points  appartenant  à  une  même  partie  soit  moindre  en  valeur 
absolue  que  p.  el  soit  ti  la  distance  de  deux  parallèles  voisines. 
Soient  {x,y),  (x',  y)  deui  points  pris  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  C,  dont  la  distance  est  inTérienre  à  t].  Ces  deux  points 
appartiennent  à  une  même  portion  de  A  ou  à  deux  portions  a^ant 
un  sommet  commun  ;  dans  les  deux  cas,  la  différence 

ne  peut  être  supérieure  en  valeur  absolue  à  2  -  =  e.  Donc,  à  tout 
nombre  positif  &  on  peut  faire  correspondre  tin  autre  nombre 
positif  T^  tel  que  l'on  ait 

pourvu  que  ta  dislance  des  deux  points  'M{x,y)  et  M'(.r',  y'). 
pris  dans  A  ou  sur  le  contour  C,  soit  moindre  que  ï,.  En  d'autres 
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termes,  toute  fonction  continue  dans  A  est  uniformément  con- 
tinue. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit,  comme  plus  haut 
(n°  70),  que  toute  fonction  continue  dans  A  est  nécessairement 
finie  dans  A.  Soit  M  la  limite  supérieure  et  m  la  limite  infé- 
rieure 5  la  différence  A  =  M  —  m  s'appelle  encore  Voscillation. 
La  méthode  des  subdivisions  successives  permet  de  démontrer 
que  la  fonction  z  atteint  au  moins  une  fois  chacune  des  valeurs  M 
et  m  pour  des  points  à  l'intérieur  de  C  ou  sur  ce  contour  lui- 
même.  Soient  a  un  point  pour  lequel  on  a  5  :=  /n,  et  6  un  point 
pour  lequel  ^  =  M.  Joignons  a  et  è  par  une  ligne  polygonale 
tout  entière  intérieure  à  C.  Lorsque  le  point  {x^y)  décrit  cette 
ligne,  z  est  une  fonction  continue  de  la  distance  du  point  {x^y) 
au  point  a;  elle  passe  donc  au  moins  une  fois  par  toute  valeur  p. 
comprise  entre  m  et  M  (n®  70).  Comme  on  peut  joindre  a  ei  b 
par  une  infinité  de  lignes  polygonales,  on  voit  que  la  fonc- 
tion /{x^y)  prend  une  valeur  ix  comprise  entre  m  et  M  pour 
une  infinité  de  points  intérieurs  au  contour  C. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'une  portion  finie  du  plan  A  est 
inférieure  à  /  dans  toutes  ses  dimensions,  s'il  est  possible  de 
trouver  un  cercle  de  diamètre  /  renfermant  A  à  l'intérieur.  Une 
portion  variable  du  plan  sera  dite  infiniment  petite  dans  toutes 
ses  dimensions,  s'il  est  possible  de  trouver  un  cercle  de  rayon 
aussi  petit  qu'on  le  voudra  renfermant  cette  portion  du  plan  à 
l'intérieur.  Par  exemple,  un  carré  dont  le  côté  tend  vers  zéro  bu 
une  ellipse  dont  les  deux  axes  tendent  vers  zéro  sont  infiniment 
petits  dans  toutes  leurs  dimensions.  Au  contraire,  un  rectangle 
dont  un  seul  côté  tend  vers  zéro,  ou  une  ellipse  dont  un  seul  axe 
tend  vers  zéro,  ne  sont  pas  infiniment  petits  dans  toutes  leurs 
dimensions. 

121.  Intégprales  doubles.  —  La  portion  A  du  plan  étant  divisée 
en  parties  plus  petites  <7i,  ^2,  <••,  On  d'une  façon  arbitraire, 
soient  w/  l'aire  de  la  portion  a/,  M/  et  m/  les  limites  de  /{x,y) 
dans  cette  portion  a/.  Considérons  les  deux  sommes 

n  n 

S  =:^  Vw/M/,        5  =  Vwf/w/; 

I - i  1=1 
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à  chaque  subdivision  de  A  correspond  ainsi  une  somme  supé- 
rieure S  et  une  somme  inférieure  s.  Toutes  les  sommes  S  sont 
évidemment  supérieures  à  mÛ,  en  désignant  par  Q  l^aire  de  la 
portion  du  plan  A;  elles  ont  donc  une  limite  inférieure  I.  De 
même,  toutes  les  sommes  s  sont  inférieures  à  MQ;  elles  ont  donc 
une  limite  supérieure  l'.  D'ailleurs,  une  somme  supérieure  quel- 
conque est  plus  grande  qu'une  autre  somme  inférieure  également 
quelconque  (on  )e  démontre  comme  au  n°  71).  On  a  donc 

i>r. 

Si  la  fonction  /(^-ly)  est  continue,  les  sommes  S  et  5  ont  un«^ 
limite  commune  lorsque  les  aires  partielles  diminuent  indéfini- 
ment dans  toutes  leurs  dimensions.  Supposons  en  efifet  que  l'on 
ait  pris  un  nombre  positif  7)  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction 
soit  moindre  que  s  dans  toute  portion  de  A  dont  toutes  les  dimen- 
sions sont  inférieures  à  y|.  Si  toutes  les  portions  «4,  «2,  . .  . ,  a„ 
sont  de  dimensions  inférieures  à  vj,  chacune  des  différences  M/  —  mi 
sera  inférieure  à  e  et  la  différence  S  —  s  sera  elle-même  moindre 
que  eQ,  en  désignant  par  Q  l'aire  totale  de  la  portion  A  du  plan. 
Mais  on  a 

• 

et  aucun  des  nombres  S  —  f,  I  —  F,  F  —  s  ne  peut  être  négatif. 
On  a  donc  en  particulier  I  —  !'<  eu;  et,  comme  e  est  un  nombre 
positif  arbitraire,  il  faut  que  l'on  ait  l'=  I.  Les  différences  S  —  I, 
I  —  s  peuvent  elles-mêmes  être  rendues  plus  petites  que  tout 
nombre  donné  à  l'avance,  en  prenant  e  assez  petit.  Les  sommes  S 
et  s  ont  donc  une  limite  commune  I,  que  l'on  appelle  Yintégrale 
double  de  la  fonction /(x,  y)  étendue  à  l'aire  A.  On  la  représente 
par  la  notation 

I  =  /  /  f{x,y)dxdy, 

et  la  portion  A  du  plan  est  le  champ  (Tinté  g  ration. 

Soit  (îi,  Y||)  un  point  quelconque  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour 
de  la  portion  a,-;  il  est  clair  que  la  somme  Sy(Ç/,  7)/)(0|  est  com- 
prise entre  les  deux  sommes  S  et  5;  elle  a  donc  aussi  pour  limite 
l'intégrale  double,  quelle  que  soit  la  façon  dont  on  choisit  le 
point  ($1,  Trji). 
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Le  premier  théorème  de  Ja  moyenne  s'étend  sans  difFiculté  aux 
intégrales  doubles.  Soienty*(:r,  y),  <p(^,  J^)  deux  fonctions  conti- 
nues dont  Tune  ç(^,  y)  garde  un  signe  constant  dans  A;  nous 
supposerons,  par  exemple,  ç(x,  y)  !>  o.  Si  M  et  m  sont  les  limites 
de  /(^^y)  dans  A,  il  est  clair  que  Ton  a 

M<p{$/-,  rii)wi>f{^i,  Tr)/)?p(?/,  Ti/)io/>  m<p({|-,  r,/)w/; 

en  ajoutant  toutes  ces  inégalités,  et  passant  à  la  limite,  on  en 
conclut  que  Ton  a 

[JL  étant  compris  entre  M  et  m.  La  fonction  y(;r,j^)  étant  continue 
prend  la  valeur  a  pour  un  point  (Ç,  tj)  intérieur  au  contour  C  et 
l'on  peut  encore  écrire 

c'est  la  formule  de  la  moyenne  pour  les  intégrales  doubles.  Si  par 

exemple  p(^,  JK)  =  i?  l'intégrale   /  /  dxdy^  étendue  à  la  portion 

du  plan  A,  est  évidemment  égale  à  Taire  Q  de  cette  portion  du  plan, 
et  la  formule  (i)  devient 

il)  f  f  f{x.  y)  dx  dy  =  Qfil  tj). 

122.  Volumes.  ---  A  la  notion  analytique  de  l'intégrale  double 
se  rattache  une  notion  géométrique  importante,  celle  du  volume. 
Soit  y(^,  y)  une  fonction  continue  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé  C,  et  sur  ce  contour  lui-même;  nous  supposerons  de  plus, 
pour  fixer  les  idées,  cette  fonction  constamment  positive.  Soit  S 
la  surface  représentée  par  l'équation  z  ^=/{x^  y),  et  limitée  par 
une  courbe  F  qui  se  projette  orthogonalement  suivant  le  con- 
tour G  sur  le  plan  des  xy;  nous  appellerons  E  la  portion  de 
l'espace  limitée  par  le  plan  des  xy,  la  surface*  S  et  le  cylindre  qui 
a  C  pour  section  droite.  La  portion  A  du  plan  des  xy,  intérieure 
au  contour  C,  étant  divisée  en  portions  plus  petites  d*une  façon 
arbitraire,  soit  a/  l'une  de  ces  portions  limitée  par  un  contour  <r/ 
et  (0/  Taire  de  cette  portion.  Le  cylindre  qui  a  pour  section  droite 
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la  courbe  ci  découpe  sur  S  une  porliou  de  surface  si  limitée  par 
une  courbe  y/-  Soient/?/  et  P|  les  points  de  si  dont  la  distance  au 
plan  2=0  est  minimum  ou  maximum  ;  si  par  ces  points  on  mène 
deux  plans  parallèles  au  plan  z  --  o,  on  forme  deux  cylindres 
droits  ajant  même  base  w/  et  pour  hauteurs  respectives  les  limites 
nii  et  M/  de  f{x,  y)  à  l'intérieur  du  contour  c/.  Les  volumes  V, 
et  Vi  de  ces  deux  c)'lindre6  sont  respectivement  (* )  w/  M/  et  o)/  nii. 
Les  sommes  S  et  5  considérées  précédemment  représentent  donc 
respectivement  les  sommes  SV/  et  ^vi  de  ces  deux  espèces  de 
cylindres.  Nous  appellerons  volume  de  la  portion  E  de  l'espace  la 
limite  commune  vers  laquelle  tendent  ces  deux  sommes.  On  peul 
remarquer,  comme  on  l'a  déjà  fait  à  propos  de  l'aire  (n"  78),  que 
celte  définition  est  bien  d'accord  avec  l'idée  commune  que  l'on  a 
d'un  volume. 

Si  la  surface  S  était  en  partie  au-dessous  du  plan  des  xy^ 
l'intégrale  double  représenterait  encore  un  volume,  à  la  condition 
d'affecter  du  signe  —  les  volumes  des  portions  de  l'espace  situées 
au-dessous  du  plan  des  xy.  Op.  voit  que  toute  intégrale  double 
représente  une  somme  algébrique  de  volumes,  comme  une  inté- 
grale simple  représente  une  somme  algébrique  d'aires.  Les  limites 
de  l'intégrale  simple  sont  remplacées  par  le  contour  qui  limite  le 
champ  d'intégration. 

123.  Calcul  d'une  intégrale  double.  —  Le  calcul  d'une  intégrale 
double  se  ramène  au  calcul  de  deux  intégrales  simples  prises  suc- 
cessivement. Prenons  d'abord  le  cas  où  le  champ  d'intégration 
est  un  rectangle  R,  limité  par  les  droites  x  ^^  .To,  x^=^^  y  =  jKo» 
^  =  Y,  011  Xq  <^  X,  j^o  <  Y.  imaginons  ce  rectangle  décomposé 
en  rectangles  plus  petits  par  des  parallèles  aux  deux  axes  de  coor- 
données x-^^  Xi^  y  ^=y/c(^i=  i,  a,  .  .  . ,  n;  A*  =  i,  2,  . .  . ,  m). 
L'aire  du  rectangle  élémentaire  R/a,  limité  par  les  droites  x  ^^  Xi_\ , 
X  =  X,-,  y  —  yA_,,  j/-  =yA  a  pour  expression 

(  Xi  —  Xi^i  )  (xk  —  yk^i  ), 


(')  Nous  appelons  volume  d'un  cylindre  droit  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
volume  d'un  prisme  droit  de  même  hauteur  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit 
dans  la  section  droite  de  ce  cylindre,  lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
augmente  indéfiniment. 
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el  IMnlégrale  double  cherchée  est  la  limite  de  la  somme 


n       m 


(3) 


S  -^^^Ah'k,  riu-)ix/    -a:/_i)(7A--^*-i), 


1=1 k—i 


OÙ  (^ikj  fiik)  sont  les  coordonnées  d^un  point  quelconque  pris  à 
rinlérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  R/Jt, 

Nous  allons  profiter  de  rindclermination  de  ces  points  (Ç|>,  t|i>) 


Fig.  24. 
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pour  simplifier  le  calcul.  Remarquons  pour  cela  que,  si  une  fonc- 
tion f{x)  est  continue  dans  un  intervalle  (a,  i),  el  si  Ton  subdi- 
vise (a,  6)  en  intervalles  partiels  d'une  façon  arbitraire  par  des 
points  de  division  ^i,  ^r^,  .  -  . ,  Xn-\ ,  on  peut  choisir  dans  chaque 
intervalle  (a7_i,  Xi)  une  valeur  Ç,-  de  telle  façon  que  l'on  ait 

(4)    f  /(^)«^^-/(5i)(a:i-a)-t-/(Ç,)(^2-^i)-^-..--H/(î«)(^-^«-i); 

il  suffit,  en  effet,  d'appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à  chacun 
des  intervalles  (a,  x^  ),  {x^ ,  x^)^  . . . ,  {xn^\ ,  b). 

Cela  étant,  la  portion  de  la  somme  S  qui  provient  de  la  file  de 
rectangles  comprise  e.ntre  les  deux  droites  a:  =  ^/_i,  x=:Xi^  a 
pour  expression 

Nous  prendrons  Ç/i  =  Ç/^  = . . .  =  l^ifn  =  Xi_i,  et  nous  choisirons  7|/| , 
7)/2,  .  .  . ,  de  telle  façon  que  la  somme 
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/.Y 

soit  égale  à  Tintégrale    /    /(^/«i,  y)dyi  rintégrale  étant  prise 

en  regardant  Xi_x  comme  constant.  Si  nous  opérons  de  même  avec 
toutes  les  files  de  rectangles  comprises  entre  deux  parallèles  voi- 
sines à  Oy,  nous  pouvons  écrire 

(5)  S  =  *(a-o)(^i— ^o)-H*(a:,)(j7j— a?!  )-^. . . -h*(jr/_i)(a:t-— ar/_i)-+-. . ., 
en  posant,  pour  abréger, 

Cette  fonction  ^(a:),  représentée  par  une  intégrale  définie,  où  x 
est  considéré  comme  un  paramètre,  est  une  fonction  continue 
de  x\  lorsque  tous  les  intervalles  xi — Xi_x  tendent  vers  zéro,  la 
formule  (5)  montre  que  S  a  pour  limite  l'intégrale  définie 

X 


C    *(a:) 


dx. 


On  a  donc  pour  Tintégrale  double  cherchée 

pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  double,  on  doit  d'abord  inté- 
grer/{x,  y)  entre  les  limites  y ^  etY^  ^ny  regardant  x  comme 
constant  et  y  comme  variable  :  le  résultat  est  une /onction  de 
la  seule  variable  Xy  que  l'on  doit  intégrer  de  nouveau  entre 
les  limites  XoCt^. 

En  opérant  dans  l'ordre  inverse,  c'est-à-dire  en  évaluait  d'abord 
ia  portion  de  S  provenant  d'une  file  de  rectangles  comprise  entre 
deux  parallèles  à  O^,  on  trouverait  de  même 

/  /  f{x^y)dxdy=  f  <iy  f  A^yy)^f 

*^  *^(R)  «-Vo  *^-«'« 

et  le  rapprochement  de  ces  deux  formules  permet  d'écrire 
f     dx  I    f{x,y)dy=   l     dy  l    f{x,y)dx\ 

le  théorème  exprimé  par  cette  formule  s'appelle  le  théorème 
dUntégration  sous  le  signe  j  .  La  démonstration  suppose  essen- 

G.  19 


ago 
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tiellement  que  les  limites  Xq,  X,  y^,  Y  sont  des  constantes  et  que 
la  fonction  y( a:,  ^)  est  continue  dans  le  champ  d'intégration. 

Exemple.  —  Soit  z=  — •  La  formule  générale  nous  donne 

^   *^{R)  ^x.  ^y^      ** 


f     ^ 


(Y«-j^J)c3^--^(X«-^î)(Y*-^J). 


D'une  façon  générale,  lorsque  la  fonction  f{Xy  y)  est  le  produit 
d'une  fonction  de  la  seule  variable  x  par  une  fonction  de  la  seule 
variable  y,  on  a 

les  deux  intégrales  du  second  membre  sont  absolument  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre. 

124.  Passons  maintenant  au  cas  oCi  le  champ  d'intégration  est 
limité  par  un  contour  de  forme  quelconque.  Mous  supposerons 
d'abord  que  ce  contour  n'est  rencontré  qu'en  deux  points  par  une 


Fi  g.  25. 
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parallèle  à  Oy»  On  peut  alors  le  supposer  formé  par  deux  droites 
x  =  a,  X  =  b(a<ib)y  deux  arcs  de  courbe  APB,  A'QB'  repré- 
sentés par  les  deux  équations^!  =  Çi  (j?),  y2^^^  02(^)9  l^s  fonc- 
tions '^1  et  (f2  étant  continues  entre  a  et  6;  il  pourrait  d'ailleurs  se 
faire  que  les  points  A  et  A'  se  confondent,  ainsi  que  B  et  B';  c'est 
ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  le  contour  était  une  courbe 
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convexe,  analogue  à  une  ellipse.  Décomposons  encore  le  champ 
d'intégration  R  en  parties  plus  petites  par  des  parallèles  aux  axes; 
nous  aurons  d'abord  des  parties  régulières,  qui  seront  des  rec- 
tangles intérieurs  au  contour,  et  en  oulre  des  parties  irrégulières, 
c'est-à-dire  des  portions  de  rectangle,  limitées  en  partie  par  des 
arcs  du  contour.  Nous  avons  encore  à  chercher  la  limite  de  la 
somme 

8  =  2/(5,  r,)a), 

M  étant  l'aire  d'un  quelconque  de  ces  éléments,  et  (Ç,  t))  un  point 
pris  dans  cet  élément. 

Évaluons  d'abord  la  portion  de  S  provenant  d'une  (île  d'élé- 
ments compris  entre  les  deux  parallèles  voisines  x  =  ^i_i ,  x  ==  Xi. 
On  a  d'abord  entre  ces  droites  des  rectangles  allant  du  sommet 

d'ordonnée  jk'î=^i  au  sommet  d'ordonnée  ^2 £^a>  puis  des  parties 
irrégulières.  En  prenant  convenablement  le  point  (Ç,  Tj).dans 
chaque  rectangle,  on  verra  comme  tout  à  l'heure  que  la  portion 
de  S  provenant  de  ces  rectangles  peut  s'écrire 


Supposons  que  l'oscillation  des  deux  fonctions  cpi  et  ^3  dans 
chacun  des  intervalles  (X|„4,  xi)  soit  moindre  que  5,  ainsi  que 
toutes  les  différences  {y/(  —  yk-\)'  L'aire  des  parties  irrégulières 
comprises  entre  x^=^Xi_x  cl  x^=^Xi  est  alors,  comme  on  le  voit 
aisément,  inférieure  à  4  8(^/ —  ^/-i  )?  et  la  portion  de  S  provenant 
de  ces  parties  est  moindre  en  valeur  absolue  que  4  H  8 (a:/ —  Xi_\  ), 
H  étant  la  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  f{x^  y)  dans 
le  champ  d'intégration.  D'autre  part,  on  peut  écrire 

/i^i-iyy)dy  =  I     A^i-uy)dy-h  I      -\-  f     , 
VI  «Oi  *^y\        ^y% 

et  comme  \y^  — y\  \  et  \y^  "-.X2 1  ^^^^  inférieurs  à  2  0,  on  a 

I     f(,Xi-uy)dy=  j     f{xi^x,y)dy-^\li\^y        — i<X<-m. 
La  portion  de  S  qui  provient  de  la  flie  d'éléments  considérée  peut 
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donc  s'écrire 

6/  étant  compris  entre  —  i  et  H-  i .  La  somme  8 H  oSO/(a;/ —  Xi^i  ) 
est  moindre  en  valeur  absolue  que  8 H  5(6  —  a)  et  tend  vers  zéro 
puisque  l'on  peut  supposer  8  aussi  petit  qu'on  le  veut.  L'inté- 
grale double  est  donc  la  limite  de  la  somme 

*(a)(a7i — a) -h.,  .-f- 4>(a:/_i)(jri  —  a7,_i)-î-.  . . 

en  posant 

on  a,  par  conséquent, 

(7)  1   f  A^yy)dxdy=  1    dx  l     f{x,y)dy. 

La  première  intégration  doit  encore  être  effectuée  en  regardant  x 
comme  constant,  mais  les  limites  y^  et  y^  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  x^  et  non  des  constantes. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  Fintégrale  double  de  la  foaction  —  à  l'in- 
térieur d'un  quart  de  cercle  limité  par  les  axes  et  la  circonférence 

Les  limites  pour  x  sont  o  et  R,  et,  x  restant  constant,  y  peut  varier  de  o 
à  /R* — a:'.  L'intégrale  a  donc  pour  expression 


R* 

cette  intégrale  s'obtient  aisément  et  a  pour  valeur  ^r— • 

^  Sa 

Lorsque  le  champ  d'intégration  est  limité  par  un  contour  de 
forme  quelconque,  on  le  décomposera  en  plusieurs  parties,  de 
façon  que  le  contour  de  chacune  d'elles  ne  soit  rencontré  qu'en 
deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  Oy,  On  pourrait  aussi  le 
décomposer  en  parties  telles  que  le  contour  de  chacune  d'elles  ne 
soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Ox,  et  com- 
mencer par  une  intégration  relative  à  la  variable  x.  Prenons,  par 
exemple,  une  courbe  fermée  convexe  comprise  à  l'intérieur  du 


i 
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rectangle  x=^a^x  =  b^  y^=^c^  y^=dj  dont  les  côtés  passent  par 
les  quatre  points  A,  B,  C,  D  pour  lesquels  :r  ou  y  est  maximum 
ou  minimum.  Soient  ( *  )^4  =  ©,  (^r),  ^2  =  Ça (^)  les  équations  des 
deux  arcs  de  courbe  ACB,  ADB;  soient  de  même  x\  =  i^^{y), 
X2=^^2{y)  les  équations  des  deux  arcs  de  courbe  CAD,  CBD; 
Çi  (x)  et  f  2(^)  sont  continues  entre  a  et  6,  i^^  {y)  et  ^/^{y)  sont 
continues  lorsque  y  varie  de  c  à  ^f.  On  peut  calculer  l'intégrale 
double  d'une  fonction  f{x,  y)^  continue  à  l'intérieur  de  ce  con- 
tour, de  deux  façons  différentes  et,  en  égalant  les  deux  expres- 
sions obtenues,  il  vient 

f     rf^  /     f{^iy)ày^  I     dy  f     f{x,y)dx\ 

on  voit  que  les  limites  sont  tout  à  fait  différentes  dans  les  deux 
intégrales.  Tout  contour  convexe  fournit  une  formule  de  cette 
nature.  Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  champ  d'intégration  le 
triangle  limité  par  les  droites  y  =  o,  x  =  a,  ^  =  :r,  on  parvient 
à  une  formule  donnée  par  Lejeune-Dirichlet, 

\    dx  f    f{x,y)dyr=f     dyf    /{x,y)dx, 

1^.  Analogies  avec  les  Intégrales  simples. —  L'intégrale    /    f(t)dt, 

considérée  comme  fonction  de  x,  a  pour  dérivée  y( a?).  Il  existe  un  théo- 
rème analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Soit/(:r,^)  une  fonction  con- 
tinue à  l'intérieur  d'un  rectangle  limité  par  les  droites  âr  =  a,  â7  =  Â, 
y  =  6,  j^  =  B,  (a  <  A,  6  <  B).  L'intégrale  double  de  /(a:,  y),  étendue  à 
l'aire  du  rectangle  limité  par  les  droites  a?  =  a,  ar  =  X,  j^  =  6,  ^  =  Y, 
(a<X<A,  6<Y<B),  est  une  fonction  des  coordonnées  X,  Y  du 
sommet  variable,  que  l'on  peut  écrire 


F(X,  Y)  =  y   dxj  f{x,y)dy. 


Soit  4»(a:)=   /    f{Xy  y)dy\  une  première  différentiation  par  rapport 


à  X  nous  donne 

d¥ 

dX 


5.  y%\ 


(  '  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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et,  en  diiTérentiant  de  nouveau  par  rapport  à  Y,  il  vient 

(9)  ^  =/(X,  Y). 

La  fonction  la  plus  générale  u(X,  Y)  satisfaisant  à  la  relation  précé- 
dente (9)  s'obtiendra  évidemment  en  ajoutant  à  F(X,  Y)  une  fonction  z 

dont  la  dérivée  seconde  .-.  ...'sera  nulle.  Elle  est  donc  de  la  forme  (n°38> 

</X  ôx 

X  Y 

(10)  M(X,Y)=   f    dx  Ç  /(:r,j.)rfr^cp(X)H-^(Y), 

^(X)  et  ^(Y)  étant  deux  fonctions  arbitraires.  On  peut  disposer  de  ces 
deux  fonctions  arbitraires  de  façon  que,  pour  X  =  a,  u(X,  Y)  se  réduise 
à  une  fonction  donnée  V(Y)  et,  pour  Y  =  6,  à  une  autre  fonction 
donnée  U(X);  ces  deux  fonctions  étant  liées  nécessairement  par  la  rela- 
tion U(a)  =  V(6).  En  faisant  successivement  X  =  a,  Y  =  6  dans  la  rela- 
tion précédente,  on  a  les  deux  conditions 

V(Y)=<p(a)  +  ^;(Y),        U(X)  =  <p(X)+4/(6); 
on  en  tire 

^;(Y)  =  V(Y)-9(a),        4,(é)  =  V(6}-<p(a), 

ç.(X)  =  U(X)-V(6)-H<p(«) 
et  la  formule  (10)  devient 

X  Y 

(11)  a(X,Y)=   f   dx  f  /(a:,J)c(r-^U(X)4-V(Y)^V(6). 

Réciproquement^  si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a  obtenu  une  fonc^ 
tion  i<(X,  Y)  vérifiant  la  relation  (9)  on  trouve,  par  un  calcul  tout  pareil 
au  précédent,  que  l'on  a,  pour  valeur  de  l'intégrale  double 


X 


(12)    I     dx  I    /(ar,7)</7=  a(X,  Y)  — M(X,  6)  — tt(a,  Y)-f-a(a,  6). 

Cette  formule  est  analogue  à  la  formule  fondamentale  (6)  {voirp,  173). 

La  formule  suivante  offre  aussi  une  certaine  analogie  avec  la  formule 
d'intégration  par  parties. 

Soit  A  une  région  finie  du  plan,  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes 
de  forme  quelconque.  Une  fonction /(ar,  ^),  continue  dans  A,  varie  entre 
un  minimum  Vq  ^t  un  maximum  V.  Imaginons  qu'on  ait  tracé  les  courbes 
de  niveau  f(Xf  y)  =  p,  où  v  est  compris  entre  Pq  et  V,  et  supposons  que 
l'on  puisse  trouver  l'aire  de  la  portion  de  A  pour  laquelle  /(a?,  y)  est 
compris  entre  Vq  et  v.  Cette  aire  est  une  fonction  F(p)qui  croît  avec  v,  et 
l'aire  comprise  entre  deux  courbes  de  niveau  infiniment  voisines  est  égale 
à  ¥(v-h  ^v)  —  F{v)  =  ^vF\v  -{-^  ^v),  Si  Ton  décompose  cette  aire  en 
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parties  infiniment  petites  par  des  lignes  joignant  les  deux  courbes  de 
niveau  voisines,  on  peut  prendre  dans  chacune  de  ces  parties  un  point  (Ç,  tj), 
tel  que  Ton  ait  /({,  ti)=  <;  -t-  6  Ac  et  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale 

double   /  I  fdxdy,  provenant  de  cette  région,  a  pour  expression 
L'intégrale  double  est  donc  égale  à  la  limite  de 
c'est-à-dire  à  Tintégrale  simple 

V  V 

f    v¥'(v)dv  =  \F(\)—  f   F{v)dv. 

Celte  méthode  est  surtout  commode  lorsque  le  champ  d'intégration  est 
limité  par  deux  courbes  de  niveau 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  l'intégrale  double    /  /  ^ x-^- x^^y^dx  dy 

étendue  à  Fintéricur  du  cercle  a?*-i-^*=  i.  Si  nous  posons  v  =  /i-i-a?*-+-^', 
le  champ  d*intégration  est  limité  par  les  deux  courbes  de  niveau  p  =  I) 

i' =  /a,  et  la  fonction  F(«;),  qui  est  l'aire  d'un  cercle  de  rayon  y/v^ — i, 
est  égale  à  i7(('* — i).  L'intégrale  double  est  donc  égale  à 

/      îTri^'ûTi' =  --^  (a /a  —  i)  (*). 

La  formule  précédente  s'étend  aisément  aux  intégrales  doubles 

J  J  /(^yy)^(^fy)dxdyy 

en  désignant  par  F(p)  l'intégrale  double  /  /  ^{x^ y)dx dy^  étendue  à  la 
portion  du  champ  d'intégration  limitée  par  la  courbe  de  niveau  p  =  f(x^  y). 

126.  Formule  de  Oreen.  —  Si  la  fonction /(x,  y)  est  la  dérivée 
partielle  d'une  fonction  connue  par  rapport  à  x  ou  à  y,  une  des 
intégrations  s'efFectue  ira  média  tement  et  Ton  est  ramené  à  une 
seule  quadrature.  Cette  remarque  bien  simple  conduit  à  une  for- 
mule importante,  appelée ybr/w m /^  de  Green, 


(')  On  trouvera  de  nombreuses  applications  de  cette  méthode  dans  un  Mémoire 
de  M.  Catalan  {Journal  de  Liouville,  i**  série,  t.  IV,  p.  233). 


' 
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Considérons  d'abord  une  intégrale  double  /  /  -dxdy^  étendue 

à  la  portion  du  plan,  limitée  par  un  contour  C  qui  n'est  rencontré 
qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  àesy(Jig.  i5,  p.  21 1). 
Soient  A  et  B  les  points  pour  lesquels  x  est  maximum  ou  mi- 
nimum. Une  parallèle  à  O^  comprise  entre  Aa  et  B6  rencontre  C 
en  deux  points  nit  et  nii  d'ordonnées^*!  etj'2.  L*intégrale  double 
a  pour  expression,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  ày, 

j  1 

Mais  les  deux  intégrales   1     V{x^  y^)dx^    1     ^{x^  y2)dx  sont 

précisément  des  intégrales  curvilignes  prises  respectivement  le  long 
des  arcs  A/n|B  et  A/WaB,  et  nous  pouvons  écrire  la  formule 
précédente 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  Cdans  le  sens 
indiqué  par  les  flèches,  c'est-à-dire  dans  le  sens  direct,  si  les  axes 
ont  la  disposition  de  \^  figure.  Pour  étendre  la  formule  à  une  aire 
limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque,  on  procède  comme 
plus  haut  (n°  94)  en  partageant  cette  aire  en  plusieurs  autres  par 
des  transversales,  de  façon  que  le  contour  de  chacune  des  aires 
partielles  satisfasse  à  la  condition  précédente,  et  appliquant  la 
formule  à  chacune  d'elles.  On  établit  de  même  la  formule 

l'intégrale  curviligne  étant  toujours  prise  dans  le  même  sens.  En 
retranchant  les  égalités  (i3)  et  (i4)>  il  vient 

(.5)  ^P^-HQ^^=//(g-|)^.<r. 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'aire  limitée  par  C.  C'est  la 
formule  de  Green,  qui  a  d'importantes  applications.  Nous  ferons 
remarquer  seulement  qu'en  posant  Q  ^^  :r,  P  =  — y^  on  retrouve 
la  formule  obtenue  plus  haut  (n®  94)  qui  exprime  Taire  d'une 
courbe  fermée  par  une  intégrale  curviligne. 
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Pour  évaluer  une  intégrale  double,  nous  avons  supposé  jusqu'ici 
qu'on  décomposait  le  champ  d'intégration  en  rectangles  infini- 
ment petits  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Nous 
allons  maintenant  supposer  qu'on  décompose  le  champ  d'intégra- 
tion par  deux  familles  de  courbes  absolument  quelconques. 

1â7.  Formule  préliminaire.  —  Soient  u  et  v  les  coordonnées 
d'un  point  par  rapport  à  un  système  d'axes  rectangulaires  dans  un 
plan,  X  et  y  les  coordonnées  d'un  autre  point  par  rapport  à  un 
autre  système  d'axes  rectangulaires  de  même  disposition  que  les 
premiers,  dans  le  même  plan  ou  dans  un  plan  différent.  Les  for- 
mules 

(16)  sc:^-f{u,v)         y^-^{u,v) 

définissent  une  certaine  correspondance  entre  les  points  de  ces 
deux  plans.  Nous  supposerons  :  r*  que  ces  fonctions /(m,  ç^), 
cp(i/,  v)  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  con- 
tinues, lorsque  le  point  (e/,  i^)  décrit  une  portion  Ai  du  plan 
(£/,  v)  limitée  par  un  contour  Ci;  7?  que  les  formules  (16)  font 
correspondre  à  la  portion  A|  du  plan  (w,  v)  une  portion  A  du 
plan  (x,  y)^  llmilée  par  un  contour  C,  et  qu'il  y  a  correspon- 
dance univoque  entre  les  points  des  deux  aires  et  des  deux 
contours,   de  façon  qu'à  un   point  de  A   ne  correspond  qu'un 

point  de  Aii  3°  que  le  déterminant  fonctionnel  A  =z  ,^ /  '  ^[  ne 

*  *'  T  D(M,    v) 

change  pas  de  signe  à  l'intérieur  de  C|  (il  peut  d'ailleurs  s'annuler 
en  certains  points  de  A|). 

Il  peut  encore  se  présenter  deux  cas.  Lorsque  le  point  (a,  v) 
décrit  le  contour  C|  dans  le  sens  direct,  le  point  {x^y)  décrit  le 
contour  C  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens,  qui  peut  être 
le  sens  direct  ou  le  sens  inverse.  Nous  dirons,  suivant  les  cas,  que 
la  correspondance  est  directe  ou  inverse. 

Cela  posé,  l'aire  û  de  la  portion  A  du  plan  a  pour  expression 


il—   L  X dy. 
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l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  seos  direct.  Si 
Ton  emploie  le  changemen  t  de  variables  défini  parles  formules  (16), 
on  a  encore 

la  nouvelle  intégrale  étant  prise  le  long  de  C|  dans  le  sens  direct; 
on  doit  prendre  le  signe  -\-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  corres- 
pondance est  directe  ou  inverse.  Appliquons  à  cette  nouvelle  inté- 
grale la  formule  de  Green,  en  posant  u=zx,  v^^.y^  P=f^^ 

Q  =/-^,  ce  qui  nous  donne 

du        àv  D{Uy  V) 

et  il  vient 


ou  encore,  en  appliquant  à  l'intégrale  double  le  théorème  de  la 
moyenne, 

(17)  û-_bû.-p^^---. 

(Ç,  T^)  étant  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  à  Ci,  et  Ûf  Taire 
de  la  portion  A|  du  plan  (iiy  (^).  On  voit  d'abord  que  Ton  doit 
prendre  le  signe  -h  ou  le  signe  —  devant  le  second  membre, 
suivant  que  A  est  lui-même  positif  ou  négatif.  Par  suite,  la  corres- 
pondance est  directe  ou  inverse ,  suivant  que  ^  est  positif  ou 
négatif, 

La  formule  (17)  établit  une  analogie  de  plus  entre  les  détermi- 
nants fonctionnels  et  les  dérivées.  Imaginons  en  eflfet  que  la  por- 

« 

tion  A|  du  plan  diminue  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  tous  les 
points  tendant  vers  un  point  limite  (</,  v).  Il  en  sera  de  même 
de  A,  et  le  rapport  des  aires  Q,  û|  a  pour  limite  la  valeur  absolue 
du  déterminant  A;  de  même  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport 
de  deux  éléments  linéaires,  A  est  la  limite  du  rapport  de  deux  élé- 
ments superficiels.  La  formule  (17)  est,  à  ce  point  de  vue-là, 
l'analogue  de  la  formule  des  accroissements  finis. 

Remarques,  —  Les  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur  la  correspon- 
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dance  entre  A  et  Ai  ne  sont  pas  toutes  indépendantes.  Ainsi,  pour  que  la 
correspondance  soit  univoque,  il  est  nécessaire  que  A  ne  change  pas  de 
signe  dans  la  portion  A|  du  plan  (u,  v).  Supposons  en  effet  que  A  soit  nul 
tout  le  long  d'une  courbe  Yi)  séparant  la  région  de  A}  où  A  est  positif  de 
la  région  où  A  est  négatif.  Prenons  un  petit  arc  /ni  ni  de  Yi  et  une  région 
très  petite  de  Ai  renfermant  Tare  /ni ni;  elle  se  décompose  en  deux 
régions  ai  et  a\  ayant  mini  pour  ligne  de  séparation  {fig^  26). 


Fig.  26. 


Lorsque  le  point  (w,  v)  décrit  l'aire  ai,  où  A  est  positif,  le  point  {x^y) 
décrit  une  aire  a,  de  contour  mnpniy  et  les  deux  contours  //iini^i/ni, 
mnpm  sont  parcourus  en  même  temps  dans  le  sens  direct.  Lorsque  le 
point  (a,  v)  décrit  l'aire  a',,  où  A  est  négatif,  le  point  f^x,  y)  décrit  une 
aire  a\  dont  le  contour  nmqr  doit  être  décrit  dans  le  sens  inverse, 
lorsque  ni /ni  ^1  ni  est  décrit  dans  le  sens  direct.  Cette  aire  a'  doit  donc 
recouvrir  en  partie  l'aire  précédente  a;  à  tout  point  {x^y)  de  la  partie 
commune  nrm  correspondent  deux  points  (m,  i^)  de  part  et  d'autre  de  la 
ligne  /ni  ni. 

Posonsj  par  exemple,  X  —  or,  Y  =^*;  on  a  A  —  iy.  Si  le  point  (rr,  y) 
décrit  une  aire  fermée  renfermant  un  segment  ab  de  l'axe  des  x,  on  voit 
sans  peine  que  le  point  (X,  Y)  décrit  deux  aires  situées  au-dessus  de  l'axe 
des  X,  et  terminées  l'une  et  l'autre  à  un  même  segment  AB  de  cet  axe. 
Une  feuille  de  papier  repliée  sur  elle-même  suivant  une  ligne  droite 
tracée  dans  cette  feuille  donne  une  idée  nette  de  la  surface  décrite  par  le 
point  (X,  Y). 

II  ne  suffit  pas  que  A  conserve  le  même  signe  dans  Ai  pour  que  la  cor- 
respondance soit  univoque.  Prenons  par  exemple  X  =  a?* — /*,  Y  =  ^xy\ 
le  jacobien  A  =  4(a:*4-j^*)  est  toujours  positif.  Or  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  (r,  6),  (R,  m)  les  coordonnées 
polaires  des  deux  points  (a:,  y),  (X,  Y)  respectivement,  R  =  r',  w  =  aO. 

Cela  posé,  faisons  varier  r  de  a  àô(a<6)et6  dco  àir-f-afa  étant 

compris  entre  o  et  -  )•  Le  point  (R,  w)  décrit  la  couronne  circulaire  com- 
prise entre  les  deux  cercles  de  rayons  a>  et  b^.  Mais  à  toute  valeur  de 
l'angle  (o  comprise  entre  o  et  2a  correspondent  deux  valeurs  de  0,  l'une  61 


3oo  CHAPITRE   VI.    —   INTÉGRALES  DOUBLES. 

comprise  entre  o  et  a,  l'autre  entre  tc  et  ir  -i-  a.  On  peut  encore  se  repré- 
senter l'aire  décrite  par  le  point  (X,  Y)  au  moyen  d'une  couronne  circu- 
laire en  papier  qui  se  recouvrirait  partiellement. 

128.  Changement  de  variables.  Première  méthode.  —  Conser- 
vons les  hypothèses  faites  plus  haut  sur  les  régions  A  et  A,,  et 
les  formules  (i6),  et  soit  F(x,  y)  une  fonction  continue  dans  la 
région  A.  Décomposons  la  région  A»  en  régions  plus  petites  ai, 
aa,  . . . ,  a;,  d'une  façon  arbitraire;  il  y  correspond  une  division  de 
la  région  A  en  régions  plus  petites  a,,  aa,  . . .,  a«.  Soient  tOi  et  o-, 
les  aires  des  deux  régions  correspondantes  ai  et  a/;  on  a,  d'après 
la  formule  (17), 

D(a/,  Vi) 


(0/=  ff/ 


Wi,  Vi  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  région  a/.  A  ce 
point  (w/,  {>i)  correspond  un  point  Xi  =  /{uiy  Vi),  yi^=z^[ui^  iu) 
de  la  région  a/.  En  posant  ^(w,  i>)  =^  F[/(^/,  v)^  cp(M,  i^)],  nous 
pouvons  donc  écrire 


n  n 

!..  .    D(/,  9) 

U[^Uij   Vi) 
i—l  /  =  1 


^F-Car/,  7/)w/  =  2*(^fl,  i>i) 


en  passant  à  la  limite^  nous  obtenons  l'égalité 

D(/,  <p) 


^^'^flj^^'^^'^'^^fl.^^^^'''  ^''  "?<"'  "^^iSlèv) 


cff/  rfw*. 


Donc,  pour  effectuer  un  changement  de  variables  dans  une 
intégrale  double,  on  doit  remplacer  x  et  y  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  nouvelles  variables  m,  p,  et  le  produit  dx  dy 
par  \\\du  dv.  Quant  au  nouveau  champ  d'intégration,  nous  avons 
expliqué  comment  on  le  détermine. 

Pour  trouver  entre  quelles  limites  doivent  être  effectuées  les 
intégrations  qui  donnent  la  valeur  de  la  nouvelle  intégrale  double, 
il  est  en  général  inutile  de  tracer  le  contour  C^  du  nouveau  champ 
d'intégration  A».  Considérons,  en  effet,  u  et  v  comme  un  système 
de  coordonnées  curvilignes;  lorsque,  dans  les  formules  (16),  on 
attribue  à  l'une  des  variables  ^/,  c,  une  valeur  constante,  et  qu'on 
fait  varier  l'autre,  on  obtient  deux  familles  de  courbes  u  =  const. , 
V  =  const.  D'après  les  hypothèses  faites  sur  les  formules  (16),  par 
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chaque  point  de  la  région  A  il  passe  une  courbe  et  une  seule  de 
chacune  des  deux  familles.  Supposons,  pourfixcries  idées,  qu'une 
courbe  f  =  const.  rencontre  le  contour  C  en  deux  points  seule- 
ment M,,  M},  correspondant  aux  valeurs  u,,  u-^  àe  »(»,  <[ifi)  et 
que  toutes  les  courbes  (c)  rencoulrant  le  contour  C  sont  com- 
prises entre  les  deux  courbes  i'  =^  a,  v  =  b  (a  <,  b).  Alors,  si  l'on 
intègre  d'abord  par  rapport  à  u,  v  restant  constant,  on  doit  taire 
varier  u  de  u^  à  «i  (u,  et  Kj  sont  en  général  des  fonctions  de  v) 
et  intégrer  ensuite  le  résultat  entre  les  limites  a  et  b. 


L'intégrale  double  cherchée  a  donc  pour  expression 

J  dvj"'F[/{u,  *■),  ^(u,  v)]\i.[dudi:        ^ 

Un  changement  de  variables  revient  au  fond  à  décomposer  le 
champ  d'intégration  en  régions  infiniment  petites  par  les  deux 
systèmes  de  courbes  (u)  et  (v).  Soit  w  l'aire  du  quadrilatère  cur- 
viligne limité  par  les  courbes  («),  (_u  +  du),  (c),  {v -i- dv),  où 
du  et  dv  sont  positifs;  à  ce  quadrilatère  correspond,  sur  le  plan 
{«,  c),  un  rectangle  de  côtés  du  et  dv.  On  a  donc,  d'après  la  for- 
mule (17),  w  ^=  |i(Ç,T',)|  dudv,  pétant  compris  entre  ueiu-\-  du, 
ïl  entre  c  et  V  -H  rff.  L'expression  ]A(u,  v)\dudv  s'appelle  Vêle- 
ment d'aire  dans  le  système  de  coordonnées  (m,  v).  La  valeur 
exacte  de  ct)estco=;l|A(u,c)|  -\-  ^\  dudv,  t  étant  infiniment  petit 
en  même  temps  que  du  et  di>.  Mais,  quand  on  cherche  la  limite 
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de  la  somme  JlF{Xj  y)o>,  on  peut  négliger  e;  en  effet,  A(m,  ç) 
étant  une  fonction  continue,  on  peut  supposer  les  courbes  (u) 
et  (v)  assez  rapprochées  pour  que  tous  les  e  soient  moindres  en 
valeur  absolue  que  tout  nombre  positif  donné  et,  par  conséquent, 
pour  que  la  somme  SF(x,  y)tcludi>  soit  elle-même  plus  petite 
en  valeur  absolue  que  tout  nombre  positif. 

129.  Exemples  :  i°  Coordonnées  polaires,  —  Supposons  que 
l'on  passe  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  po- 
laires. On  a  a;=pcosti),  y  =  psinci>,  et  l'on  obtient  tous  les 
points  du  plan  en  faisant  varier  p  de  zéro  à  +  oo,  et  (o  de  zéro  à  2tz. 
On  trouve  A  =  p,  de  sorte  que  l'élément  d'aire  est  p  rfto  rfp,  comme 
la  Géométrie  le  montre  sans  peine.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse 
d'évaluer  une  intégrale  double  dans  la  portion  du  plan  limitée  par 
un  arc  AB  qui  n'est  rencontré  qu'en  un  point  par  une  demi-droite 
issue  de  l'origine,  et  par  les  deux  droites  OA,  OB  faisant  avec  Ox 
des  angles  oj^ ,  (O2  {/ig-  17,  p.  21 3).  Soit  R=/(a))  l'équation  de 
l'arc  AB;  to  étant  compris  entre  (Oi  et  (Oa,  p  peut  varier  de  zéro 
à  R,  et  l'intégrale  double  de  /{x,  y)  a  pour  valeur 

/       dt3i  I    y(pcos(i),  p  s'iïnù)p  dp. 

Si  l'arc  AB  forme  une  courbe  fermée  comprenant  l'origine  à  son 
intérieur,  on  prendra  (Oj  =::::  o,  0)2=  2n,  Tout  champ  d'intégration 
peut  être  décomposé  en  plusieurs  régions  telles  que  la  précédente. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  C  soit  une  courbe  fermée 
convexe  laissant  l'origine  à  l'extérieur.  Soient  OA  et  OB  les  tan- 
gentes menées  par  l'origine  à  ce  contour,  R,  =y,  (to),  R2=y*2(w) 
les  équations  des  deux  arcs  de  courbe  ANB,  AMB.  Pour  une 
valeur  donnée  de  w,  comprise  entre  a>,  et  0)2,  p  peut  varier  de  R| 
à  R2,  et  l'on  a  pour  valeur  de  l'intégrale  double 

f       <f(o   /     /(p  coso),  p  siDu>)p  cfp. 

2°  Coordonnées  elliptiques.  —  Considérons  une  famille  de  coniques 
homofocales 
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OÙ  X  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Par  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  cette  espèce,  une  ellipse  et  une  hyperbole,  car  l'équation  (ig) 
a,  quels  que  soient  x  et  y^  une  racine  X  supérieure  à  c*,  et  une  racine 
positive  ^,  inTérJeure  à  c*.  De  la  relation  (19)  et  de  la  relation  analogue, 
où  \  est  remplacé  par  (i,  on  tire 


(lo;       X ~,        y ^ , 

pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  ne  considéroi 


(o<(.Sc'^X). 

que  la  région  du   plan 


1^""  ,-T— T» 


des  xy  située  dans  l'angle 
d'une  (açon  univoque,  à  li 


'.Oy.  Cette  région  correspond,  point  par  point, 
la  région  du  plan  (X,  (i)  limitée  par  les  droites 


Lorsque  le  point  (X,  |.i)  décrit  le  conti 
indiqué  par  les  (lèches,  les  formules  (10 
décrit  les  deux  axes  Ox,  Oy  dans  le  < 
correspondance  est  donc   inverse;  c'est  Ci 


;  région  dam  le  sens 
que  le  point  (x,y) 
indiquéApar  les  lléchcs.  La 
l'on  vérifie  en  calculant  A, 


-  D(X,  ^) 


4  /Xfi(X"- 


;')(c> 


-1^) 


i30.  Changement  de  TariableB:  deuxième  méthode.  —  Nous 
allons  établir  la  formule  générale  (18)  par  une  autre  mélbode,  qui 
s'appuie  uniquement  sur  la  Taçon  même  dont  on  calcule  une  inté- 
grale double.  Nous  conservons,  bien  entendu,  les  hypothèses  faîtes 
au  début  sur  la  correspondance  entre  les  points. des  deux  ré~ 
gions  A,  A,.  Observons  d'abord  que,  sî  la  formule  est  vraie  pour 
deux  transformations  particulières, 

elle  est  vraie  pour  la  transformation   obtenue  en  les   effectuant 
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successivement;  cela  résulte  de  la  propriété  cooDue  des  délermî 
nants  fonctionnels  (n®  30) 

D{u\v')       D(w,  p)'D(a',  v')' 

De  même,  si  la  formule  est  vraie  pour  plusieurs  régions,  A, 
B,  C,  . . . ,  L,  auxquelles  correspondent  des  régions  A| ,  B, ,  C| ,  . . . , 
L|,  elle  est  vraie  aussi  pour  la  région  A -h  B-f- C  -+-...  -f- L.  Enfîn, 
la  formule  est  vraie  si  le  changement  de  variables  se  réduit  à  une 
transformation  de  coordonnées 

X  =  a7o-*-ar'cosa  — y'  sina,        y  =yo  +  ^'  sina  -+-j^'cosa; 

on  a  A  ==  I ,  et  les  deux  intégrales  sont  égales 

/[  ¥(x,y)dxdy=  f  f    F(xo-^x'cosa— y' sina,  y  o-i-x' sina -r- y' cos  a)  cùc^  dy\ 

car  elles  représentent  un  même  volume. 

Cela  posé,  nous  allons  d'abord  démontrer  la  formule  pour  la 
transformation  particulière 


(21) 


^  =  ?(^'»y),     r-^y 


qui  fait  correspondre  à  la  région  A  une  région  A'  comprise  entre 
les  mêmes  parallèles  à  O^,  y^=^y^^  y=Ly^,   Nous  supposons 


«y 


Fig.  29. 


qu'à  tout  point  de  A  ne  correspond  qu'un  point  de  A'  et  inverse- 
ment. Si  une  parallèle  à  Ox  ne  rencontre  le  contour  C  de  A  qu'en 
deux  points,  il  en  sera  de  même  du  contour  Cl  de  A'.  Aux  deux 
points  niQ  et  m^  d'ordonnée  j^  du  contour  C,  correspondent  deux 
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points  m'^  et  m\  du  contour  CI.  Mais  il  peut  se  présenter  deux  cas 
suivant  que  la  correspondance  est  directe  ou  inverse.  Pour  distin- 
guer les  deux  cas,  remarquons  que,  si  -r-^,  est  positif,  x  croît 

avec  x\  les  points  m^  et  /Wi,  m'^  et  m\  sont  disposés  comme 
la  Jig,  29  rindique,  et  la  correspondance  est  directe.  Au  con- 
traire, si  -r^,  était  négatif,  la  correspondance  serait  inverse. 

Prenons  le  premier  cas,  et  soient  oto,  ^m  ^J,,  x\  les  abscisses 
des  points  /tIq,  /ni,  m^,  m\.  On  a,  en  appliquant  la  formule  du 
changement  de  variable  dans  une  intégrale  simple, 

y  et  y  étant  considérés  comme  constants  et,  par  suite, 

j''dyj'^Y{x,y  dx=j''dyj''¥[^{x\y\y]^,dx'. 


y*         ^r^  "ro 


Mais  le  jacobien  A  se  réduit  ici  à  ~  et  la  formule  précédente  peut 


s'écrire 


f  f  ¥{x,y)dxdy=  f  f  ¥[^{x\  y),  y]\l\dx' dy, 

La  formule  se  démontre  de  la  même  façon  si  j^  est  négatif  et 

s'étend  évidemment  à  une  région  limitée  par  un  contour  de  forme 
quelconque. 

On  établira  tout  pareillement  qu'en  posant 

(22)  x^x\        r  =  «Ka:',/), 

on  a  la  formule 

f  fv{x,y   dxay=:  f  f  F  [x' ,  ^  {x\  y  )]\  \\  dx' dy , 

le  nouveau  champ  d'intégration  A'  correspondant  point  par  point 
à  la  région  A. 

Considérons  maintenant  les  formules  générales  de   transfor- 
mation 

(23)  iP=/(^i,^i),       r=/u^i»/i), 

G.  20 
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et,  pour  plus  de  clarté,  désignons  par  (a:,  y),  {x^^  y^)  les  coor- 
données de  deux  points  correspondants  m,  M|,  par  rapport  à  un 
même  système  d'axes.  Soient  A,  A|  les  régions  correspondantes 
limitées  par  les  contours  C,  C|.  Si,  aux  deux  points  m,  M|,  on 
associe  un  point  m'  de  coordonnées  x^=  X|,  y=y^  ce  point  m' 
décrit  une  région  auxiliaire  A',  et  nous  supposerons  d'abord  qu'elle 
correspond  point  par  point  à  chacune  des  régions  A,  Af .  Entre  les 
six  coordonnées  x^ y^  ^ii yu  ^'j  JK'?  on  a  les  quatre  relations 

on  en  tire  d'abord 

(a4)  x'=zxu       y  =Mxuyi)y 

ce  qui  définit  une  transformation  de  la  forme  (22).  De  la  rela- 
tion y  =/, (j;',  y^)  on  tire  ensuite ^1  =  t^{x'^  ^),  et  par  suite 

(a5)  oe=f{x\y^)  =  ^{x\y),       y=y. 

La  transformation  considérée  (23)  résulte  donc  des  deux  transfor- 
mations particulières  (24)  et  (25),  auxquelles  s'applique  la  formule 
générale.  Elle  s'applique  donc  aussi  à  la  transformation  (28)  elle- 
même. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  la  région  décrite  par 
le  point  m' correspondait  point  par  point  à  chacune  des  aires  A,  A, . 
On  peut  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi.  En  effet,  considérons 
les  courbes  de  la  région  A|  qui  correspondent  aux  droites  de  A 
parallèles  à  Ox.  Si  ces  courbes  lie  sont  rencontrées  qu'en  un 
point  par  une  parallèle  à  Oy  il  est  clair  qu'à  un  point  m  de  A  ne 
correspondra  qu'un  point  mf  de  A'.  Il  suffira  donc  de  partager 
l'aire  A|  en  régions  assez  petites  pour  que,  dans  chacune  d'elles, 
la  condition  soit  satisfaite.  Si  ces  courbes  étaient  des  parallèles 
à  O^,  on  commencerait  par  effectuer  sur  (jti,  yi)  une  transfor- 
mation de  coordonnées. 

131.  Aire  d'une  surface  courbe.  —  Soit  S  une  portion  de  sur- 
face courbe,  sans  points  singuliers,  limitée  par  un  contour  F.  Ima- 
ginons qu'on  décompose  S  en  portions  plus  petites  d'une  façon 
arbitraire.  Soit  Si  une  de  ces  portions,  limitée  par  un  contour  y*» 
et  m/  un  point  de  Si.  Menons  le  plan  tangent  en  rrii  à  la  surface  S, 
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et  supposons  la  portion  Si  assez  petite  pour  qu'une  perpendicu- 
laire à  ce  plan  ne  la  rencontre  qu'en  un  point.  La  courbe  y/  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  une  courbe  y^  et  nous  désignerons 
par  0-/  Taire  de  la  portion  du  plan  tangent  intérieure  à  y^.,  région 
qui  est  la  projection  de  5/.  La  somme  St,-  tend  vers  une  limite 
lorsque  le  nombre  des  portions  5/ augmente  indéfiniment,  chacune 
de  ces  régions  devenant  infiniment  petite  dans  toutes  ses  dimen- 
sions. C'est  cette  limite  qu'on  appelle  Vaire  de  la  portion  de 
surface  S. 

Soient  X, y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S; 
nous  supposerons  ces  coordonnées  exprimées  en  fonction  de  deux 
paramètres  variables  u  elv^ 

de  telle  façon  que  la  portion  de  surface  S  corresponde  point  par 
point  à  la  région  R  du  plan  (^^,  v)  limitée  par  un  contour  fermé  C. 
Nous  admettrons  que  les  fonctions/,  (p,  i/^  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles,  sont  continues  dans  cette  région;  R  étant  décomposée 
en  parties  plus  petites,  soit  r/  une  de  ces  parties,  limitée  par  un 
contour  c/,  et  co/  l'aire  de  r/.  A  la  région  r,-  correspond  sur  S  une 
portion  si  limitée  par  un  contour  yi;  soit  o*,-  l'aire  plane  corres- 
pondante que  nous  venons  de  définir.  Nous  allons  chercher  une 

expression  du  rapport  —  • 

Désignons  par  a/,  p,-,  y,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à 
la  surface  S  en  un  point  /w/  (a:/,  yiy  zi)  de  s^  qui  correspond  à  un 
point  (tti,  \>i)  de  r/;  le  plan  tangent  en  ce  point  a  pour  équation 

La  perpendiculaire  à  ce  plan  menée  par  un  point  M  (a:,  y^  z)  du 
contour  y,-  a  de  même  pour  équations 

X  —  rr_  Y  — y  _^  Z  —  z 

«/      ~      P/      "      T/ 

et  la  projection  M'  du  point  M  sur  le  plan  tangent  en  mi  a  pour 
coordonnées 

Y  =  —  a/P/rr  -h(a?  h-  ^})y  —  P/y^^  -+-  p/(a/a:/4-  p/j^/-h  Yi-5/), 
.  Z  =  —  a/Y/^  —  ^iVy  -+-  («/  -^  P?    ^  —  ï/(a/^/+  ^tyi-^^i^i)' 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  plan  tangent  en  mi  ne 
soit  pas  parallèle  à  Taxe  des  z.  L'aire  plane  a-/  se  projette  sur  le 
plan  des  xy  suivant  une  aire  plane  o-^-,  et  Ton  a  la  relation  t^.=o-/|yi|. 
Quand  le  point  (m,  v)  décrit  le  contour  fermé  c/,  le  point  (X,  Y) 
décrit,  dans  le  plan  xOy^  le  contour  de  Taire  plane  o*^-,  et  l'on  a^ 
comme  le  montre  un  calcul  facile, 


i>(x,Y)       r    D(r,^)  ,  o 


\^(z,  X)   .  ^^  D(a-,  y) 


D(w,  ç) 


V 


D(w,  P) 


] 


En  appliquant  la  formule  générale  (17),  on  parvient  donc  à  la 
relation 


<r/=  (D/ 


*'  D(i£;,  Pi)  "^  P'  D(w;,  i^l)       ^'  D(ai,  Pi) 


r 

u\^  v^\  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  {u^  v)  de  la 
région  r/.  Si  celte  région  est  très  petite,  ce  point  (w^,  v\)  est  très 
voisin  du  point  (wi,  vf)  et  l'on  peut  écrire 


D(j,  ^)   _   D(y.  z) 


D(i£i,  Pi) 


H-  Ex, 


D(-3,  a?)         E)(«i  a?) 


Sa/=  Z(u/ 


D(m/,  Vi) 

D(r,-5) 


D(wi,  Pi)        D(M/,  P/) 


'<> 


'D(a/,  P/) 
62(0/ 1 a/ Ê/ H-  p,£i 


P/ 


D(^,  x) 


D(Mô   P|) 


Y/ si 


0  étant  au  plus  égal  à  un  en  valeur  absolue.  Puisque  les  dérivées 
des  fonctions  f^  '^ ,  i^  sont  continues  dans  la  région  R,  on  peut 
supposer  les  régions  r/  assez  petites  pour  que  toutes  les  quan- 
tités e/,  e^.,  ej  soient  moindres  qu'un  nombre  positif  arbitraire  %. 
Le  terme  complémentaire  sera  certainement  moindre  en  valeur 
absolue  que  37^0,  en  désignant  par  û  l'aire  de  la  région  R.  Ce 
terme  tend  donc  vers  zéro,  et  la  somme  Sti  a  pour  limite  l'inté- 
grale double 


J   «/jR)! 


„EiZL^)+P^(^'^> 


D(m,  V)       "^  D(a,  v)       '  D(«,  v) 


ï 


D(x,7) 


dudv, 


a,  ^,  Y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  S 
au  point  (i/,  v). 

Calculons  ces  cosinus.  L'équation  du  plan  langent  est  (n°  39) 


(X-*) 


D(k,  v) 


-H( 


Y  _  y)  51fLi:>  + ,  z  -  -)  5^^^ -O- 
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on  a  donc 


D(a,0  D(a,  i^)  D(a,  p)        V    LD(a,  p)J  "*"••• 

Si  Ton  prend  le  signe  +  dans  le  dernier  rapport,  il  vient 

D(a,  p)       '^  D(a,  p)  "^  "^  D(a,  p) 

une  identité  célèbre  employée  par  Lagrange 

(ab'  —  ba')^-i'  (bc'  —  cby-h  (ca'—  ac'y 

permet  encore  d'écrire  la  quantité  sous  le  radical  EG  —  F*,  en 
posant 

ErsS/^V,        F  =  S— ",        G=S/^~V, 
\du/  *  du  dv*  \ài^ /  ^ 

OÙ  le  signe  S  indique  qu'il  faut  remplacer  x  par^,  puis  par  z,  et 
faire  la  somme.  L'aire  de  la  surface  S  est  donc  représentée  par 
l'intégrale  double 

(28)  A=  rr  )/EG-F*dudi^. 

Les  fonctions  E,  F,  G  jouent  un  rôle  important  dans  l'étude 
des  surfaces.  Si  l'on  élève  au  carré  les  expressions  de  dx^  dy^  dz 
et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

Il  est  clair  que  les  coefficients  E,  F,  G  ne  dépendent  pas  du 
choix  des  axes  de  coordonnées,  mais  seulement  de  la  surface  S  et 
des  variables  indépendantes  ut\,v  que  l'on  a  prises.  Si  les  variables 
tt,  r,  et  la  surface  S  sont  réelles,  EG  —  F^  est  nécessairement 
positif. 

132.  Élément  de  surface.  —  L'expression  y/EG  -^  F^  dudv  est 
l'élément  d'aire  de  la  surface  S  dans  le  système  de  coordon- 
nées ({/,  (^).  L'aire  de  la  petite  portion  de  surface  comprise  entre 
les  courbes  (w),  (tt-|-rfa),  (i^),  {y-^dv)  a  pour  valeur  exacte 
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(y/EG  —  F*  -f-  e)  du  dçy  e  étant  infiniment  petit  en  même  temps 
que  du  et  rft^,  et  Ton  voit  comme  plus  haut  qu'on  peut  négliger  le 
terme  £  du  dv.  Quelques  considérations  de  Géométrie  infinitési- 
male permettent  de  retrouver  aisément  la  valeur  de  l'élément  d'aire . 
En  efiet,  si  nous  assimilons  la  portion  de  surface  considérée  à  un 
parallélogramme  situé  dans  le  plan  tangent  à  S  au  point  (c/,  (^), 
l'aire  sera  égale  au  produit  des  longueurs  des  deux  côtés  par  le 
sinus  de  l'angle  des  deux  courbes  (a)  et  {v).  Si  l'on  confond  de 
même  l'accroissement  de  l'arc  avec  la  difi(érentielle  ds^  les  lon- 
gueurs des  côtés  seront,  d'après  la  formule  (29),  >/Ëdu^  s/Gdv^ 
en  supposant  du  et  dv  positifs.  Quant  à  l'angle  a  des  deux 
courbes,  les  paramètres  directeurs  des  tangentes  à  ces  courbes  sont 

dx    dy     dz         dx    dv    dz  ^ 

respectivement  3->T^>3->et-r-*-T->T-;ona  donc 

*  du    du    du  dv     dv    dv 


cosa  = 


dx  dx 
du  dv 


v/KS)VK 


dxy 

dv) 


/ËG 


t/FP      "W^ 

et,  par  suite,  sina  =  - — — ^ —  •  En  faisant  le  produit,  on  retrouve 

y  EG 

bien  l'expression  de  l'élément  d'aire.  On  peut  remarquer,  sur  la 
formule  qui  donne  cosa,  que  le  coefficient  F=o  lorsque  les 
deux  familles  de  courbes  u  et  (t^)  forment  un  réseau  orthogonal, 
et  dans  ce  cas  seulement. 

Lorsque  la  surface  S  se  réduit  à  un  plan,  on  retrouve  la  valeur 
obtenue  plus  Aaw^(n°128).  En  effet,  si  l'on  suppose  ^{u,  p)  =  o, 
on  a 


H^hm- 


^       dx  dx 
F  = 

du  dv 


du  dv  \  dv/        \  dv / 


et  la  règle  pour  former  le  carré  d'un  déterminant  donne 


A*  = 


dx     dx 
du     dv 

5 

E     F 

dy    dy 
du     dv 

i 

F    G 

=  EG— F«; 


V/EG  —  F^  se  réduit  donc  à  |  A[. 
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Exemples.  —  i°  Soit  à  trouver  l'aire  d'une  portion  de  surface 
représentée  par  l'équation  z  =/(xy  y),  qui  se  projette  sur  le 
plan  xOj^  suivant  une  région  R  oh  la  fonction  /{x,  y)  et  ses  déri«- 

vées  p  z=  J-  et  g  =  j-  sont  continues.  En  prenant  x  el  y  pour 

variables  indépendantes,  on  a  E  =  i  -h/?*,  F  =  pq^  G  =  i  -|-  qr^, 
et  l'aire  cherchée  est  représentée  par  l'intégrale  double 

(3o)  \  =  ff^\-^p^^q^dxdy^  r  r  dxdy 


(R)  ^    '^iR) 


cosY 


Y  désignant  l'angle  aigu  que  fait  avec  O^  la  normale  à  la  surface. 
2°  Soit  à  calculer  l'aire  d'une  portion  de  surface  de  révolution 
comprise  entre  deux  parallèles.  Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de 
la  surface,  et  soit  z=f[x)  l'équation  de  la  méridienne  dans  le 
plan  des  xz.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  sont 

en  prenant  pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  polaires 
p  et  (o  de  la  projection  sur  le  plan  xOy.  On  a  ici 

éfs*  =  rfp» [i -+-/'»( p)] -h  p*c?a)*, 
E  =  i-h/'«(p),         F=o,        G  =  pî. 

Pour  obtenir  la  portion  de  surface  comprise  entre  les  deux 
parallèles  de  rayon  pi  et  p2(pi'<p2)9  îl  fs^ut  évidemment  faire 
varier  p  de  pi  à  p2  et  co  de  zéro  à  217.  On  a  donc,  pour  l'aire 
cherchée, 

*l,=   /     dp  I      p  /i-h/''(p)efoj  =  aie   /     p/i-h/'*(P)^P» 

et  l'on  a  une  seule  quadrature  à  effectuer.  En  désignant  par  s  l'arc 
de  la  méridienne,  on  a 

ds^=zdp*-hdz^=dpi[i-i'f*(p)], 
et  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

o,\o  =     /         iTZp  ds. 

L'interprétation  géométrique  est  immédiate;  ^i^pds  est  la  sur- 
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face  latérale  d'un  tronc  de  cône  dont  le  côté  serait  ds  et  dont  la 
circonférence  moyenne  aurait  pour  rayon  p.  En  assimilant  l'aire 
comprise  entre  deux  parallèles  infiniment  voisins  à  l'aire  latérale 
d'un  tronc  de  cône,  on  retrouve  précisément  la  formule  qui 
donne  (A>. 

Par  exemple,  l'aire  de  la  calotte  d'un  paraboloïde  de  révolution, 
engendré  par  la  rotation  de  la  parabole  x^  =  2/75,  comprise  entre 
le  sommet  et  le  parallèle  de  rayon  r,  a  pour  valeur 


III.  —  EXTENSION  DE  LA  xNOTION  D'INTÉGRALE  DOUBLE. 

INTÉGRALES  DE  SURFACE. 

133.  Intégrales  où  le  champ  est  infini  ou  la  fonction  discontinue. 

—  So\lf{x^y)  une  fonction  continue  dans  toute  la  portion  du  plan 
extérieure  à  une  courbe  fermée  F.  L'intégrale  double  de  /(•2C,>'), 
prise  dans  la  région  comprise  entre  F  et^une  autre  courbe  fermée  C 
extérieure  à  F,  a  une  valeur  finie.  Si  cette  intégrale  tend  vers  une 
limite  lorsque  la  courbe  C  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les 
sens,  cette  limite  est,  par  définition,  l'intégrale  double  de /(x, y) 
étendue  à  la  région  du  plan  extérieure  à  F. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  f{x^  y)  conserve  un  signe 
constant  à  l'extérieur  de  F,  par  exemple  soit  positive.  Dans  ce  cas, 
la  limite  de  l'intégrale  double  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
courbe  limite  G.  Soient  en  effet  C|,  C2,  . . .,  C/,,  . . .,  une  suite 
de  courbes  fermées  s'enveloppant  mutuellement,  de  telle  façon  que 
Cn  s'éloigne  indéfiniment  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Si  l'inté- 
grale double  I,/  étendue  à  la  région  comprise  entre  F  et  Cn  tend 
vers  une  limite  I,  il  en  sera  de  même  pour  toute  autre  suite  de 
courbes  C'^ ,  C!,,  . . . ,  CJ,,,  . . . ,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 
Soit  r^  l'intégrale  double  étendue  à  la  région  comprise  entre  F 
et  C'„,;  on  peut  choisir  n  assez  grand  pour  que  la  courbe  G» 
soit  tout  entière  extérieure  à  C^,^.  On  aura  donc  I^<;I/i<;I. 
D'ailleurs  I'^  augmente  avec  m;  elle  a  donc  une  limite  T^I-  On 
démontrerait  de  même  que  Ton  a  I^l'-  Par  conséquent,  les  deux 
limites  sont  égales  1'=  L 
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Par  exemple,  soity(j:,  ^)  une  fonction  qui,  à  Texlérieur  d'un 
cercle  de  rajon  r  ajant  pour  centre  Torigine,  est  de  la  forme 

le  numérateur  ^(^,  y^  restant  compris  entre  deux  nombres  posi- 
tifs m  et  M.  Prenons  pour  les  courbes  C  des  circonférences  con- 
centriques à  la  première.  L'intégrale  double,  étendue  à  la  couronne 
circulaire  comprise  entre  les  deux  cercles  de  rajon  r  et  R  a  pour 

expression 

^t|;(pcosa>,  psin(D)p<fp^ 


p2a 


elle  est  donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 

Cette  intégrale  a  une  limite  lorsque  R  augmente  indéfiniment, 
pourvu  que  l'on  ait  2a  —  i  >  i,  ou  a  >  i  (n®  90).  Elle  augmente 
indéfiniment  avec  R,  si  a  est  5  i . 

Lorsqu'on  ne  peut  trouver  aucune  courbe  fermée  à  l'extérieur 
de  laquelle  la  fonction y*(j7,  y^  conserve  un  signe  constant,  on  dé- 
montre comme  plus  haut  (n°  89)  que  l'intégrale  /  j  f{3C^y)dxdy 

a  une  limite  lorsque  l'intégrale  /  /  \f{oc^y)\  dxdy  a  elle-même 

une  limite.  Mais,  lorsque  cette  dernière  intégrale  augmente  indé- 
finiment, la  première  intégrale  est  indéterminée.  En  voici  un 
exemple  intéressant,  dû  à  Cayley.  Soit /(x,  j^)=  sin(^-4-^^); 
si  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  d'un  carré  de  côté  a,  nous 
trouvons  pour  l'intégrale  double 

\     dx  j     sin(x*-^y*)dy 

sina7*éfj?x    /     cos^'cÇ;^-H   /     cosa:*</a7X   /     ^xny^dy. 

Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  les  intégrales  qui  figurent  au 
second  membre  ont  une  limite  (n°  91).  On  démontre  que  cette 

limite  est  égale  ài/->  et  le  second  membre  a  pour  limite  ii.  Au 
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contraire,  si  l'on  intègre  à  Tintérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  on 
a  pour  l'intégrale  double 


.R 


I     dtû  I     psinp«<fp  =  —  /  [cospîj'^rr  -  [i  —  cosR'J, 

et  le  second  membre  est  indéterminé  lorsque  R  croît  indéfi- 
niment. 

On  définira  de  la  même  façon  l'intégrale  double  d'une  fonc- 
tion/(a?,  ^)  qui  deviendrait  infinie  en  un  point  ou  tout  le  long 
d'une  ligne.  Pour  cela,  on  commencera  par  enlever  le  point  ou  la 
ligne  du  champ  d'intégration  en  les  entourant  d'un  contour  très 
petit,  ou  très  voisin  de  la  ligne  de  discontinuité,  que  l'on  fera 
ensuite  diminuer  indéfiniment.  Par  exemple,  lorsque,  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  (a,  è),  la  fonction  /(x^y)  peut  s'écrire 

OÙ  la  valeur  absolue  de  ^{oc^  y)  est  comprise  entre  deux  nombres 
positifs  m  et  M,  l'intégrale  double  de  f{x^  y),  dans  une  région 
qui  ne  contient  pas  d'autre  discontinuité  que  le  point  (a,  6),  a 
une  valeur  finie  pourvu  que  a  soit  inférieur  à  un,  et  dans  ce  cas 
seulement. 

134.  La  fonction  B(/7,  q).  —  On  a  supposé  plus  haut  que  le  contour  G« 
s'éloignait  indénniment  dans  toutes  les  directions;  mais  il  est  évident  que 
Ton  peut  aussi  supposer  qu'une  portion  seulement  de  ce  contour  s'éloigne 
à  l'infini.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  ciié  de  Gayley,  et  aussi  dans 
le  suivant.  Soit 

où  l'on  suppose  7?  >  o,  y  >  o;  cette  fonction  est  continue  et  positive  dans 
l'angle  xOy.  Si  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  du  carré  de  côté  a, 
formé  par  les  axes  et  les  droites  ar  =  a,  j'  =  a,  on  a  pour  valeur  de  l'inté- 
grale double 


f     2 x^P-  <  c-'*  dxx  I     aj*^-*  e-y*  dy  ; 

chacune  des  intégrales  du  second  membre  a  une  limite  lorsque  a  augmente 
indéfiniment.  En  effet,  si,  dans  l'intégrale  qui  définit  la  fonction  r(/>)  (n'^GS) 

r(/?)=   /        tP-^e-^dt, 
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on  pose  t  =  x^,  il  vient 


(3i)  ^^^=f 


0 


L'intégrale  double  a  donc  pour  limite  le  produit  r(/>)r(^). 

Intégrons  maintenant  à  l'intérieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les 
axes  et  le  cercle  a?* -i- j^*  =  R*  ;  nous  avons  pour  l'intégrale  double,  en 
coordonnées  polaires, 

/     2  pï(p+7J-i  c-P'  d^x  I     2  cos*/»-*  cp  sin*^'- *  cp  rf'f . 

Lorsque  R  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  double  a  donc  pour  limite 

r(/>-4-^)B(;?,  7) 
en  posant 

(32)  ^(Pf  Ç)  =  I     2C0s*/'-><psin*^->©  rfç>; 

en  écrivant  que  ces  deux  limites  sont  les  mêmes,  on  a  la  relation 

(33)  r(p)T(q)  =  T(p-^q)Bip,q). 

L'intégrale  B(/>,  q)  est  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce;  on 
peut  encore  l'écrire,  en  posant  sin'cp  =  tj 

(34)  B(/>,  q)=   f't^-Ki-t)P-^dt. 

La  formule  (33)  ramène  le  calcul  de  la  fonction  B(/?,  q)  à  celui  de  la 

ï 
fonction  F.  Si  l'on  y  fait,  par  exemple,  p  =  ^  =  -9  il  \ient 

et  par  suite  Tf  -  j  =  ^ir.  La  formule  (3[)  donne  alors 


s. 


+00  /- 

1 


D'une  façon  générale,  en  faisant  ^  =1 — p  et  supposant  p  compris 
entre  o  et  i,  on  a 

on  verra  plus  tard  que  cette  intégrale  a  pour  valeur  -. 


sinpTz 
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133.  Intégrales  de  surface.  —  La  définition  des  intégrales  de  sur- 
face est  analogue  à  celle  des  intégrales  curvilignes.  Soit  S  une  portion 
de  surface  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes  limites  C.  Nous  suppo- 
serons que  cette  surface  présente  deux  côtés  distincts,  que  si  Ton  peint, 
par  exemple,  un  des  côtés  en  rouge,  l'autre  en  bleu,  il  est  impossible  de 
passer  du  côté  rouge  au  côté  bleu  par  un  chemin  continu  situé  sur  la 
surface  sans  franchir  une  des  courbes  limites  (>).  Regardons  la  surface  S 
comme  une  surface  matérielle  ayant  une  certaine  épaisseur  et  soient  m, 
m!  deux  points  infiniment  voisins,  pris  sur  deux  côtés  différents.  Menons 
au  point  m  la  normale  mn  qui  ne  traverse  pas  la  surface;  on  dira,  pour 
abréger,  que  la  direction  ainsi  définie  sur  la  normale  correspond  à  ce 
côté  de  la  surface.  La  direction  de  la  normale  à  l'autre  côté  de  la  surface 
au  point  m'  sera  opposée  à  la  première. 

Gela  posé,  soit  z  =  cp(â?,  y)  l'équation  d'une  portion  de  surface  S, 
limitée  par  un  contour  F,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  un  point  au  plus  par 
une  parallèle  à  Oz\  la  fonction  ^{x^  y)  est  continue  à  l'intérieur  d'une 
région  A  limitée  par  un  contour  G  qui  est  la  projection  de  T.  Il  est  évi- 
dent que  cette  surface  S  présente  deux  côtés;  les  directions  correspon- 
dantes de  la  normale  font  respectivement  avec  Oz  un  angle  aigu  ou  un 
angle  obtus;  nous  appellerons  côté  supérieur  celui  pour  lequel  la  nor- 
male fait  un  angle  aigu  avec  O^.  Soit,  d'autre  part,  P(a7,  y^  z)  une  fonc- 
tion continue  des  trois  variables  x,  y^  z  dans  une  certaine  région  de 
l'espace  renfermant  la  surface  S.  Si  l'on  y  remplace  z  par  la  fonc- 
tion <p(a7,  ^),  le  résultat  est  une  certaine  fonction  des  deux  variables  x 
et  y  seulement  et  il  est  naturel,  par  analogie  avec  les  intégrales  curvi- 
lignes, d'appeler  intégrale  de  surface  l'intégrale  double 

(35)  fi  ^[x,y,t!^{x,y)]dxdy, 

étendue  à  la  région  (A)  du  plan.  Imaginons  les  coordonnées  (a:,  y^  z) 
d'un  point  de  S  exprimées  au  moyen  de  deux  variables  auxiliaires  utXvàc 
façon  que  cette  surface  corresponde  point  par  point  d'une  façon  univoque 
à  une  portion  R  du  plan  (?/,  p).  Soient  rfj  l'élément  de  surface  S  et  f 
l'angle  aigu  que  fait  avec  O^  la  normale  au  côté  supérieur  de  S;  l'inté- 
grale double  précédente  est  égale  {voir  n**  131,  132)  à  l'intégrale  double 

(36)  /    /    P(a7,  7^,  5)cosYû?3', 

où  l'on  suppose  a?,^,  z  exprimées  en  fonction  de  u  et  de  p.  Getle  nouvelle 
expression  est  plus  générale  que  la  première,  car  cosy  est  susceptible  de 

(')  Il  est  très  facile  de  former  une  surface  ne  satisfaisant  pas  à  cette  condi- 
tion. Il  n'y  a  qu'à  déformer  une  feuille  de  papier  rectangulaire,  telle  que  ABCD, 
de  façon  à  coller  le  côté  BC  sur  le  côté  AD,  le  point  C  venant  en  A  et  le  point  B 
en  D. 


i 
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prendre  deux  valeurs,  suivant  le  côté  de  la  surface  que  ron  considère. 
Dans  le  cas  considéré  jusqu'ici,  où  l'angle  y  est  aigu,  nous  dirons  que 
l'intégrale  double  (35)  ou  (36)  est  l'intégrale  de  surface 

(37)  JJ^{x,y,z)dxdy, 

étendue  au  côté  supérieur  de  la  surface  S.  Mais  si  Ton  prend  pour  ^ 
l'angle  obtus^  tous  les  éléments  de  l'intégrale  double  seront  changés  de 
signe  et  l'on  dira  que  la  nouvelle  intégrale  double  représente  l'intégrale  de 

surface  /  /  P  cb:  dy  étendue  au  côté  inférieur  de  S.  En  résumé,  l'inté- 
grale de  surface  /  /  V  dx dy  est  égale  à  dz  l'intégrale  double  (35),  sui- 
vant le  côté  de  la  surface  S  sur  lequel  on  la  prend. 

Cette  définition  permet  de  compléter  l'analogie  entre  les  intégrales 
simples  et  les  intégrales  doubles.  Ainsi,  dans  une  intégrale  simple,  on 
change  le  signe  en  renversant  les  limites,  tandis  que  jusqu'ici  nous  n'avons 
rien  vu  d'analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Avec  la  défînition  généra- 
lisée d'intégrale  double,  on  peut  dire  que  l'intégrale    /  1  /{x,  y)  dxdy, 

que  nous  avons  étudiée  jusqu'ici,  est  l'intégrale  de  surface  étendue  au 
côté  supérieur  du  plan  des  xy,  tandis  que  la  même  intégrale  changée  de 
signe  représente  l'intégrale  double  prise  sur  le  côté  inférieur.  Aux  deux 
sens  de  parcours  pour  une  intégrale  simple  correspondent  les  deux  côtés 
du  plan  des  xy  pour  une  intégrale  double. 

L'expression  (36)  d'une  intégrale  de  surface  n'exige  pas  évidemment 
que  la  surface  ne  soit  rencontrée  qu'en  un  point  au  plus  par  une  paral- 
lèle à  Oz.  On  définira  de  la  même  façon  les  intégrales  de  surface 

J J  0.(^,^7  ^)dydz,    j  jK{x,y,  z)dxdz, 

et  l'intégrale  plus  générale 

/  j  V  {x,  y  y  z)  dx  dy  -\-  Q(a7,  y,  z)dydz  -h  R(x,  y,  z)dzdx\ 

celte  dernière  peut  encore  s'écrire 

[P  cosY  -h  Q  cosa  -h  R  cos  p]  rfs*, 


//' 


a,  3,  Y  désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  nor- 
male qui  correspond  au  côté  choisi  sur  la  surface. 

Les  intégrales  de  surface  sont  surtout  utiles  en  Physique  mathématique. 

136.  Formule  de  Stokes.  —  Soit  L   une  courbe  gauche,  le  long  de 
laquelle  les  fonctions  P(ar, ^,  z),  Q_{x,  y^  z),  R(ar,  ^,  s)  sont  continues. 
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L'intégrale  curviligne 


f 


(L) 

prise  le  long  de  L,  se  défînit  comme  une  intégrale  curviligne  prise  le  long 
d'une  courbe  plane  (n**  93),  et  nous  n'y  reviendrons  pas.  Si  la  courbe  L 
est  fermée,  elle  se  décompose  évidemment  en  trois  intégrales  curvilignes 
prises  le  long  de  courbes  planes  fermées.  En  appliquant  à  chacune  d'elles 
la  formule  de  Green,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  cette  intégrale  curvi- 
ligne par  la  somme  de  trois  intégrales  doubles.  L'introduction  des  inté- 
grales de  surface  permet  d'énoncer  très  simplement  le  résultat. 

Étant  donnée  une  portion  de  surface  S  ayant  deux  côtés,  que  nous  sup- 
poserons, pour  fixer  les  idées,  limitée  par  une  seule  courbe  F,  à  chaque 
côté  de  la  surface  correspond  un  sens  de  parcours  direct  sur  le  contour  F. 
Nous  ferons  la  convention  suivante  :  En  un  point  M  du  contour  menons 
la  direction  M  n  de  la  normale  qui  correspond  au  côté  considéré,  et  imagi- 
nons un  observateur  ayant  les  pieds  en  M  et  la  tête  en  n.  Nous  appelle- 
rons sens  direct  le  sens  dans  lequel  cet  observateur  doit  décrire  F  pour 
avoir  à  sa  gauche  la  surface  S.  Aux  deux  côtés  de  la  surface  S  correspon- 
dent deux  sens  directs  opposés  sur  le  contour  F. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  une  portion  de  surface  S  qui  n'est  ren- 
contrée qu'en  un  point  au  plus  par  une  parallèle  à  Oz  et  supposons  le 
trièdre  Oxyz  ayant  la  disposition  indiquée  par  W  fig,  3o. 


Fi  g.  3o. 


r^ 


•3V 


Au  contour  F  de  S  correspond  un  contour  fermé  G  sur  le  plan  des  xy^ 
et  ces  deux  contours  sont  décrits  en  même  temps  dans  le  sens  indiqué  par 
les  flèches.  Désignons  par  P(a:,  y,  z)  une  fonction  continue  dans  une 
portion  de  l'espace  renfermant  S  et  par  z  —  o(x,y)  l'équation  de  celte 

surface.  L'intégrale  curviligne    /    P(j7,  y^  z)dx  est  identique  à  Finie- 

*/(r) 
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grale  curviligne 


J  Q 


prise  le  long  de  la  courbe  plane  G.  Appliquons  à  cette  dernière  la  formule 
de  Grcen  (n**  126)  en  posant,  pour  plus  de  précision, 


On  a 


dV{x,y)  _  dV       dV  d<p  _  ^P       c^P  cos  p 
dy        "  dy        dz  dy        dy        dz  cos  y 

en  appelant  a,  p,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la 
normale  correspondant  au  côté  supérieur  de  S,  et  la  formule  de  Green 
donne 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  région  Â  du  plan  intérieure  au  con- 
tour G.  Le  second  membre  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  de  surface 

prise  sur  le  côté  supérieur  de  S,  et  nous  pouvons  écrire 

Je                     r  ràp           dP 
'    P(x,  y,  z)  dx  =i  I    I  -rr-dzdx r-dxdy. 
(D           -^                   J  J,^)àz                   dy         ^ 

La  formule  subsiste  évidemment  quand  on  change  le  côté  de  la  surface, 
pourvu  qu'on  change  en  même  temps  le  sens  du  parcours  de  F,  et  elle 
s'étend  comme  la  formule  de  Green  à  une  surface  de  forme  quelconque. 
En  permutant  circulairement  x^  y,  Zy  on  a  deux  formules  toutes  pareilles 

J^^Q(x,  y,z)dy  =JJJ^  dxdy-^-^dy  dz, 
J^^R(^,y,z)dz=f£^dyd,-^^dxdz; 

en  les  ajoutant,  on  parvient  à  la  formule  générale  de  Stokes 

J'     P(^i>^,  z)dx-hQ(x,y,  z)dy-+-  R(a:,  j,  z)dz 
(F) 


(38)  '-"■' 


Le  sens  de  parcours  du  contour  (F)  et  le  côté  de  la  surface  auquel  on 
étend  l'intégrale  double  se  correspondent,  comme  nous  Favons  indiqué. 
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137.  Calcul  des  yolumes.  —  Considérons,  comme  plus  haut,  une 
portion  de  l'espace  limitée  par  une  surface  S  située  au-dessus  du 
plan  xOy^  ce  plan  lui-même  et  un  cylindre  ayant  les  génératrices 
parallèles  à  0^  ;  nous  supposerons  que  la  section  par  le  plan  5  =  0 
est  un  contour  tel  que  celui  de  \9ifig.  23  formé  de  deux  parallèles 
à  Taxe  Oy  et  de  deux  arcs  de  courbe  APB,  A'QB'.  Si  z  =/(:c,  y) 
est  Péquation  de  la  surface  S,  le  volume  ainsi  limité  a  pour  expres- 
sion (n°  124) 

y^  C  dx  f  'f{x,y)dr. 

Mais  rintégrale    /     y(^,  y)dy  représente  l'aire  X  de  la  section 

faite  dans  ce  volume  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz^  et  la 
formule  précédente  peut  s'écrire 

(89)  V  =    /    Xdx, 

Or  un  volume  limité  d'une  façon  quelconque  est  égal  à  la 
somme  algébrique  d'un  certain  nombre  de  volumes  limites  comme 
le  précédent.  Par  exemple,  pour  évaluer  le  volume  limité  par  une 
surface  fermée  convexe,  on  peut  circonscrire  à  cette  surface  un 
cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  0.3,  et  l'on  aura  à  cal- 
culer la  différence  de  deux  volumes  tels  que  le  premier.  La  for- 
mule (Sg)  s'applique  donc  à  tout  volume  compris  entre  deux 
plans  parallèles  x  =^  a^  x  •=^  b  {a  <i  b)  et  une  surface  de  forme 
quelconque,  X  désignant  l'aire  de  la  section  faite  dans  ce  volume 
par  un  plan  parallèle  aux  premiers.  Supposons  l'intervalle  (a,  b)  * 
décomposé  en  intervalles  plus  petits  a,  X\^  x^^  . . .,  :r«_i,  è,  et 
soient  X^^  Xi,  . . .,  al)/,  .  .  .,  les  aires  des  sections  correspondant 

aux  plans  x  =  «,  ^  =  .r^ ,  ....  L'intégrale  définie    /    X  dx  est  la 
limite  de  la  somme 

X{i{xx —  a)  -h  X\{x% —  a^i)  4-. .  .4-  Xi--\{xi —  ^1—1). .  -, 
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dont  la  signification  géométrique  est  évidente,  car  Xi_i  (xt  —  xu^)^ 
par  exemple,  représente  le  volume  d'une  tranche  cylindrique  ayant 
pour  base  la  section  faite  par  le  plan  x  =  Xi_i ,  et  pour  hauteur  la 
distance  des  deux  plans  voisins.  Le  volume  cherché  est  donc  la 
limite  d'une  somme  de  tranches  cylindriques  infiniment  minces, 
définies  comme  la  précédente;  ce  qui  est  bien  conforme  à  la  notion 
vulgaire  du  volume. 

Si  l'on  connaît  l'expression  de  l'aire  Jl>  en  fonction  de  x^  le 
volume  cherché  s'obtient  par  une  seule- quadrature.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  veuille  avoir  le  volume  compris  entre  une  sur- 
face de  révolution  et  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  Cet  axe 
étant  pris  pour  axe  des  x^  soit  z  =f(^x)  l'équation  de  la  méri- 
dienne dans  le  plan  des  xz,  la  section  par  un  plan  parallèle 
au  plan  des  yz  est  un  cercle  de  rayon y( a:)  et  le  volume  cherché 

a  pour  expression  iz  j    [f{x)ydx. 

Cherchons  encore  le  volume  de  l'ellipsoïde 

X^  V*         z"^ 

a»        6»  ^  c»         ' 

compris  entre  les  deux  plans  x  =  Xq,  :r  =  X.  La  section  par  un 
plan  parallèle  à  x  =  o  est  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont 

égaux  à   61/ I i>  ^l/ï l'f  on  a   donc   pour  le  volume 

cherché 

V=   /     Tzbcli ~\dx=^  itbc(X  —  Xo t  ^  )  * 

Pour  avoir  le  volume  total,  il  suffira  de  prendre  Xq=  —  a,  X  =  a, 
ce  qui  donne  ^  izabc, 

138.  Volume  limité  par  une  surface  réglée.  —  Lorsque  Taire  Jli  est  une 
fonction  entière  et  du  second  degré  de  x,  le  volume  s'exprime  très  simple- 
ment au  moyen  des  aires  B,  B',  b  des  deux  sections  extrêmes  et  de  la 
section  moyenne,  et  de  la  distance  h  des  deux  sections  extrêmes.  Si  l'on 
prend  le  plan  de  la  section  moyenne  pour  plan  des  yZy  on  a 

■^  a» 


V=   /       {lx^-\'2mx-^  n)dx  =  !il 


y  -h2/ia; 


G. 


21 
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d'autre  part,  on  a, 

A  =  2a,        b  =  n,        B  = /a* -i- î ma -h  71,        B'= /a* — 2/na-h/i, 

et  l'on  en  tire  n  =  6,  a  =  -  ^  a  /a*  =  B  -i-  B'  —  a  6,  ce  qui  conduit  à  la  for- 

2 

mule 

(4o)  V=^[B-f-B'H-46]. 

Cette  formule  s'applique  en  particulier  au  volume  limité  par  deux  plans 
parallèles  et  une  surface  réglée  quelconque.  Soient,  en  effet, ^  =  ax-hp, 
z  =  bx  -h  q^es  équations  d'une  droite  mobile  où  a,  b,  />,  q  sont  des  fonc- 
tions continues  d'un  paramètre  variable,  qui  reviennent  à  leurs  valeurs 
initiales  lorsque  t  croit  de  Cq  à  T.  Cette  droite  décrit  une  surface  réglée 
et  l'aire  de  la  section  faite  dans  cette  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  x  =  o  a  pour  expression  (n"*  94) 


cAi.  =   /     {ax-^p){b'x -h  q')dt, 


=   /     {ax 


a',  b',p\  q'  étant  les  dérivées  de  a,  6,/?,  q  par  rapport  à  t\  ces  dérivées 
peuvent  être  discontinues  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  /  entre  fe 
et  T,  ce  qui  arrivera  si  la  surface  réglée  se  compose  de  plusieurs  mor- 
ceaux de  surfaces  distinctes.  Nous  pouvons  encore  écrire 

ab'dt-^-x  I     {aq'-\-pb')dt-^    1     pq'dt, 

et  les  intégrales  qui  fîgurent  dans  le  second  membre  sont  évidemment 
indépendantes  de  x,  La  formule  (4o)  est  donc  applicable  au  volume 
cherché;  on  peut  remarquer  qu'elle  donne  la  plupart  des  volumes  que  l'on 
calcule  en  géométrie  élémentaire. 

139.  Problème  de  Viviani.  —  Sur  un  rayon  OA  d'une  sphère  de  rayon  R 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle  C,  et  proposons-nous  de  trouver  le 
volume  de  la  portion  de  sphère  intérieure  au  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  section  droite  le  cercle  G.  Le  centre  de  la  sphère  étant  pris  pour  ori- 
gine, le  quart  du  volume  cherché  est  égal  à  l'intégrale  double 


I  ^JJ^K^^x^—y^dxdy, 


étendue  au  demi-cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre.  Si  nous  passons 
aux  coordonnées  polaires  p,  o),  l'angle  co  pourra  varier  de  o  à  —  et  p  de  o 
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à  R  cos  (xiy  et  l'on  a  encore 


3i3 


j^f^^^^f      p/R^^=^^p  =  -/*5[(R'-p*v] 


llReoMD 

0  diii 


ou 


« 


Si  Ton  retranche  de  la  sphère  la  portion  intérieure  au  cylindre  considéré 


Fig.  3i. 


et  au  cylindre  symétrique  par  rapport  à  0^,   le  volume  de  la  portion 
restante  est  égal  à 

L'aire  Û  de  la  surface  de  la  sphère  intérieure  au  cylindre  précédent  est 
donnée  de  même  par  la  formule 


û  =  4  /  /  )/\-^p^-^q^dxdy\ 


remplaçons  p  tx,  q  par  leurs  valeurs et  —  —  >  et  passons  aux  coor- 
données polaires.  Il  vient 


-'S>L 


«  ^Rco.u,      j^p^p 


1C 


/R»-p 


—  0*  •/o 


Reosu)   > 
0  «w, 


OU  encore 


1C 


Û  =  4R«   r\i  — sina>)ûra)  =  4R«/^-  -iV 
Si  Ton  retranche  de  la  surface  totale  de  la  sphère  la  portion  intérieure  aux 
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deux  cylindres,  Taire  de  la  partie  restante  est  égale  à 

140.  Calcul  d'intégrales  définies  particulières.  —  Les  différents 
tliéorèmes  qui  ont  été  établis,  tels  que  les  théorèmes  sur  la  diffe- 

rentîation  ou  Pintégration  sous  le  signe   /,  permetteut  quelquefois 

de  calculer  la  valeur  de  certaines  intégrales  déGnies,  sans  que  Ton 
connaisse  Fintégrale  indéfinie.  Nous  allons  en  donner  quelques 
exemples. 
Soit 

A  =  F(a)=   r"î^^iill^>./^; 

la  formule  de  différentîation  sous  le  signe  /  donne 

rfA  _  log(i-+-  g')        r * xdx 

dcL  ~^       i-ha«  J^     (n-a3r)(n-a7«)" 

Mais  on  a,  en  décomposant  en  fractions  simples, 

X  __  \  (  X  -\-  9.  ^         \ 

(H-  aa:)(n-a?*)  ~  i -h  a*  \  i-H  a?>        i-h  axj 
et  par  suite 

J/»«            xdx                      lofi;(i-4-a*)            a 
I    : w r:  = 7^ vr-  "• ;  a»'c  tangx. 
^     (i-l-aa?)(i-ha:*)              2(n-a*)          i -i- a*  ^ 

Il  reste  donc 

d\  a  ^  iog(n-a«) 

-j-  = i  arctangaH ^ —- ', 

doL        n-a>  °  2(1-»- a*) 

et,  en  observant  que  A  est  nul  pour  a  =  o,  on  peut  écrire 

A=  /      — ^7^^ — ^ûfa-h  /      r  arctangae/a: 

en  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  il  vient 

A  =  -  arc  tanga  log(i  -h  «•). 
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Considérons  encore  la  fonction  x^;  elle  est  continue  lorsque  x 
varie  de  o  à  i,  et  j^  de  a  à  6,  les  deux  nombres  a  et  6  étant  posi- 
tifs. On  a  donc,  d'après  la  formule  générale  (n^  1^3), 

Jf     dx  I    x7dy  =z  j    dy  j    xvdx. 

Mais    /  xydx:=>( \  = >    et,    par    conséquent,    le. 

second  membre  a  pour  valeur 

D'autre  part,  on  a  aussi    1    xydy^=.{-, j   =  -j^^^ — »  et    il 

vient 

*  ar* —  x^ 


r  x^—x^^    ,         ,      /6  -4-i\ 

D'une  façon  générale,  soient  P(x,^),  Q(^,^)  deux  fonctions 
telles  que  Ton  ait-j-  =  -4^>  et  j?©»  ^i»^o>^<)  des  constantes.  On 

a,  d'après  la  formule  d'intégration  sous  le  signe   /  , 

c  est-à-dire 

(41)    f  '[P(^,ri)-P(^»ro)]«^=  r  *[Q(^i,>^)-Q(aro,j')]rf^. 

Cauchy  a  déduit  de  là  un  grand  nombre  d'intégrales  définies.  La 
formule  (4  >)  ^^  rattache  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus  simple  à  la  for- 
mule de  Green,  dont  elle  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier.  Il 
suffit,  en  effet,  d'appliquer  cette  formule  à  l'intégrale  curviligne 

I P dx-^  Q^dy^  prise  le  long  du  contour  du  rectangle  formé  par 

les  droites  x  =  ^r©,  x  =  Xt^y  =^oî y  =y* • 

Voici  encore  un  exemple  d'intégrale  définie  calculée  par  un 
artifice  tout  particulier.  L'intégrale 

F(a)=   /     log(i  — 2acosa?-ha*)d!a!r 
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a  une  valeur  finie  pourvu  que  |a|  soit  différent  de  un.  Cette  fonc- 
tion F  (a)  possède  les  propriétés  suivantes  : 
,o  F(— a)  =  F(a).  En  effet,  on  a 

F( — a)  =   /      log(i-t- 2acosa7-i- a*)rfa7, 

ou,  en  changeant  x  en  t  — y, 

F( — a)  =   /     log(i  —  aacosj^-+-a*)rf^  =  F(a). 

2**  F(a2)  =  2F(a).  Nous  pouvons  écrire  en  effet 

aF(a)  =  F(a)-hF(— a), 


ou 
a"' 


F(a)=:   /       [log(i  —  aacosxH- a*) -+- log(n-2acosa7-t- a')]  ^ 
~   I      log(i  —  2a*  cos2a7-Ha*)  û?ar. 
Posons  iix=y]  il  vient 

I   r'^  I   r^^ 

F(a)  =  -    /      Iog(i  —  ^ a^  cosy -^  OL^)  dy -^  -   j       Iog(i  —  aa' cosj'-+- a*)  û(^ 

si  dans  la  dernière  intégrale  on  pose  encore  y=2Tz  —  z^  on 
trouve 

/       log(i  —  'ia^  cosjr -\- a'')  dy  =  j      log(i  —  aa*  cos^ -+- a*)rf-« 

et  par  suite 

aF(a)  =  ^  F(a»)  4-  ^  F(a«)  =  F(a»). 

De  la  formule  précédente  on  déduit  successivement 

F(a)  =  i  F(a«)  =  J  F(a*),.  .=  ^  F(a«»). 

Remarquons  maintenant  que  si  ja{  est  inférieur  à  un,  a*'  tend 
vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  même 
de  F  (a'"),  car  le  logarithme  tend  vers  zéro.  On  a  donc,  si  |a|  <  i, 

F(a)  =  o. 
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Lorsque  |a|  est  supérieur  à  un,  on  a,  en  posant  ol=  -xy 


p,.,=  r ,.,(,_  iip.jL)^ 


'0 

,1C 


=  /     log(i— 2p  cos.r-i- p«)rfa7  —  iclog^*; 

I  ^1  étant  inférieur  à  un,  il  reste 

F(a)  =  —  irlogp*  =  i:ïoga^. 

L'intégrale  définie  F  (a)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  discon- 
tinue de  a,  pour  les  valeurs  a  =  ±:  i . 

141.  Valeur  approchée  de  logr(/i  -hi).  —  On  peut  employer  aussi  des 
artifices  très  variés  pour  avoir,  sinon  la  valeur  exacte,  du  moins  une 
valeur  approchée  d'une  intégrale  définie.  Nous  allons  en  donner  un 
exemple.  On  a,  par  définition 


(n  +  i)  =  y 


0 


la  fonction  x'^e-^  est  maximum  pour  x  =  n  et  sa  valeur  maximum 
est  n^e-».  Lorsque  x  croît  de  o  à  n,  x"e-'  croît  de  o  à  7i'*c-'»(/i  >o), 
et  lorsque  x  croît  de  /i  à  -f-ao,  x^c^  décroît  de  n^e-^  à  o.  La  fonc- 
tion n"e-"e—^*  croît  de  même  de  o  à  /i^c-"  lorsque  t  croît  de  — oo  à  o, 
pour  décroître  ensuite  de  /i«e-'*  à  o,  lorsque  t  croît  de  o  à  -4-oo.  Nous 
pouvons  donc,  en  faisant  le  changement  de  variable 

(4a)  ir"e-^=  n^e-^e-'', 

faire  correspondre  les  valeurs  de  â:  et  de  ^  de  telle  façon  que,  t  croissant 

de  —  00  à  -h  00,  a?  croisse  de  o  à  H-  ». 

dx 
Il  nous  faut  encore  calculer  -j-  •  En  prenant  les  dérivées  logarithmiques 

des  deux  membres  de  la  formule  (4^))  il  vient 

dx         itx 


dt       X  —  n 
D'autre  part,  on  a  aussi,  d'après  la  formule  (4^)» 

/*  =  ar  —  n  —  n  log  (  —  )  • 
Posons,  pour  faciliter  le  calcul,  3?=  n-4->5  et  développons  log(  n —  j 
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par  la  formule  de  Taylor  limitée  au  second  terme  ;  nous  trouvons 
0  étant  compris  entre  zéro  et  i.  On  en  tire  successivement 

^-"(3-)-[/^<— "]• 

et  la  formule  du  changement  de  variable  donne,  par  suite, 
r(7i-hi)  =  2/i«e-«i/-    i       c-'V^-h  2n«c-»  r      e-^*{i  —  ^)ldt. 
La  première  intégrale 

Quant  à  la  seconde  intégrale,  on  ne  peut  la  calculer  exactement,  puisqu'on 
ne  connaît  pas  6,  mais  il  est  facile  d'en  trouver  une  limite.  En  eiïet,  entre 
—  00  et  zéro,  tous  les  éléments  sont  négatifs;  ils  sont  tous  positifs  de  zéro 

à  +  X.  D'ailleurs,  chacune  des  intégrales   /     )    /        est  moindre  en  valeur 

r"^*  I 

absolue  que  /        te—^'dt  =  -•  Nous  pouvons  donc  écrire 
«/o  ^ 

(43)  r(7l -+-!)=  /27ï/l«C-«(  /icH--^^, 

to  étant  compris  entre  — i  et  -i-  i. 
Si  n  est  un  nombre  très  grand,  --=r  est  très  petit,  et,  en  prenant  pour 

valeur  approchée  de  r(/n- 1), 

r(7H-i)  =  7i'*c-'*/2/nT, 

Terreur  relative  est  très  petite,  quoique  Terreur  absolue  puisse  être  con- 
sidérable. En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  formule  (43), 
on  a  aussi 

(44)  logr(n  4- 1)  =  T/iH-  ^  j  log  n  —  71  4-  i  log(2ir)  -f-  e, 

t  étant  très  petit,  lorsque  n  est  très  grand.  En  négligeant  t,  on  a  ce  qu'on 
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appelle  la  valeur  asymptotique  de  logr(/i  -4- 1).  Cette  formule  est  intéres- 
sante, parce  qu'elle  nous  fait  connaître  Tordre  de  grandeur  d'une  facto- 
rielle. 

142.  Théorème  de  d'Alembert*  —  La  formule  d'intégration  sous  le 

signe    /  s'applique  à  toute  fonction  /(rr,  y)  continue  dans  le  rectangle 

d'intégration.  Si,  en  calculant  de  deux  façons  différentes  l'intégrale  double 
d'une  fonction  /(a?,  /),  on  obtient  deux  résultats  inégaux,  on  peut  donc 
affirmer  que  cette  fonction  est  discontinue  en  un  point  au  moins  du 
champ  d'intégration.  Gauss  a  déduit  de  cette  remarque  une  élégante 
démonstration  du  théorème  de  d'Âlembert. 

Soit  ¥{z)  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  m,  dont  nous  supposerons» 
pour  fixer  les  idées,  les  coefficients  réels.  En  remplaçant  z  par 

p(cos(u-+-  tsino)), 

et  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  peut  écrire 

F(z)  =  P-i-iQ, 
en  posant 

P  =  /Vop'"cosmu>  -H  Atp'"-*cos(m  —  i)ci)-i-. . ., 
Q  =  Aop*^  sin  rrnù  -h  Aip*"-*  sin(/n  —  i  )a)  -H. . . . 

p 

Soit  V  la  fonction  arc  tang^?;  on  a 

dV  _^  dp  âp  d\  _^  âu}  dîù 

dp  ^        pi-hQ»       '         d(x}^       P»-hQ*       ' 

et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  le  calcul,  on  voit  que  la  dérivée 

seconde  ,    .     est  de  la  forme 
op  oui 

d^y   ^         M 

dpdtxi  ""  (P«-f-Q»)*' 

M  étant  une  fonction  continue  de  p  et  de  b>.  Cette  dérivée  seôonde  ne  peut 
devenir  discontinue  que  pour  les  systèmes  de  valeurs  (p,  w)  qui  annulent 
à  la  fois  P  et  Q,  c'est-à-dire  pour  les  racines  de  l'équation  F{z)  =  o.  Si 
donc  on  démontre  que  les  deux  intégrales 

sont  inégales,  pour  une  valeur  donnée  de  R,  on  peut  en  conclure  que 
l'équation  ¥{z)  =  oa  au  moins  une  racine  de  module  inférieur  à  R.  Or  la 

X*^  d^\  rd\'\^=^ 

-7— -r-  ^*«*  =  ^ 


0 
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et  -r-  est  une  fonction  périodique  de  <o,  de  période  2?:.  Calculons  de  même 
la  première  intégrale;  on  a 


et  un  calcul  facile  montre  que  -r—  est  de  la  forme 

—  —  — ^A»p«^-H... 
d{j>  ^       A5p«'«-+-... 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  à  2  m  en  p,  et  le  numérateur 

n'ayant  pas  de  terme  indépendant  de  p.  Lorsque  p  augmente  indéfiniment, 

le  second  membre  a  pour  limite  —  m;  on  peut  donc  choisir  R  assez  grand 

dV 
pour  que  la  valeur  de  -r—  »  pour  p  =  R,  soit  égale  à  —  m-h  e,  t  étant  infé- 

f      ( — m-+-t)d(a  est  évidem- 

0 
ment  négative  et,  par  conséquent,  la  première  des  intégrales  (45)  ne  peut 
être  nulle. 


EXERCICES. 

i.  En  un  point  quelconque  M  de  la  chaînette  définie  en  coordonnées 
rectangulaires  par  Téquation 


=  ?(e«  +  e    «), 


on  mène  la  tangente  que  Ton  prolonge  jusqu'à  son  point  de  rencontre  T 
avec  l'axe  Occ,  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  cet  axe.  Exprimer 
la  différence  des  aires  décrites  par  l'arc  de  chaînette  AM,  A  étant  le 
sommet  de  la  chaînette,  et  par  la  tangente  MT  :  i*  en  fonction  de  l'abs- 
cisse du  point  M;  2°  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

[Licence  :  Paris,  1880.] 

S.  Soient  Oa?,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Une  surface  réglée  est 
engendrée  de  la  manière  suivante  :  le  plan  zO\  tourne  autour  de  O^;  la 
génératrice  D,  située  dans  ce  plan,  fait  avec  Oz  un  angle  constant  dont 
la  tangente  est  X;  elle  intercepte  sur  OA  un  segment  OC  égal  à  XaQ,  a 
désignant  une  ligne  donnée  et  9  l'angle  des  deux  plans  zOx,  zOA. 
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I®  Calculer  le  volume  limité  par  la  surface  réglée  et  les  plans  xOy^ 

zOxj  zOXf  l'angle  0  des  deux  derniers  étant  moindre  que  27c; 

7.^   Calculer  Taire  de  la  portion  de  surface  limitée  par  les  plans  xOyt 

zOxy  ^OA. 

[Licence  :  Paris,  juillet,  1882.] 

3.  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Calculer  le  volume 
]  imité  par  la  surface  du  paraboloïde  elliptique  qui  a  pour  équation 

iz       x^       y^ 
c   "^  p^        q^ 

le  plan  des  xy  et  la  surface  du  cylindre  b-x^  h-  à^y^  =  a' 6*. 

[Licence  :  Paris,  1882.] 

4.  Evaluer  Taire  du  quadrilatère  curviligne  déterminé  par  les  quatre 
coniques  homofocales 

-U    11 =    I 

qui  correspondent  aux  valeurs  -— >  "7~'  ~ô-'  ~~ô~  ^®  ^' 

[Licence  :  Besançon,  i885.] 

5.  Les  axes  étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe 

y  =  /2(sina:  —  cosa:), 

X  variant  de  -,  à  -r-  •  On  demande  de  calculer  : 
^       4 

1°  L*aire  comprise  entre  cette  courbe  et  Taxe  des  x\ 

2°  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant  autour  de  Ox] 

3**  La  surface  qui  limite  ce  volume. 

[Licence  :  Montpellier,  1898.] 

6.  Les  axes  Ox  et  Oy  étant  rectangulaires  et  A  et  B  étant  deux  points 
de  Taxe  Oy,  calculer  l'intégrale  curviligne 


/ 


[f^(y)e^  —  ^y]  dx  -h  [^'{y)e^  —  m]  dy 

prise  le  long  d'un  chemin  quelconque  AMB,  allant  du  point  A  au  point  B, 
mais  limitant  avec  AB  une  aire  AMBA  de  grandeur  donnée  S;  m  désigne 
une  constante,  et  f  (^)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  ^\y)' 

[Licence  :  Nancy,  1895.] 

7.  En  évaluant  de  deux  façons  difTérenles  l'intégrale  double 

-»-co 


/        e-^y  sin ax  dy  dx, 
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f        rfj7  =  dz  -  >    pourvu    que  a  ne  soit 

pas  nul. 

8.  Trouver  l'aire  de  la  portion  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  de 
révolution,  comprise  entre  deux  parallèles. 

*9.  Aire  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  —  La  moitié  de  l'aire 
totale  X  est  égale  à  l'intégrale  double 


étendue  à  l'intérieur  de  l'ellipse  6*j7>-4- a*^'=  a'6'.  Parmi  les  moyens 
employés  pour  ramener  cette  intégrale  double  à  des  intégrales  elliptiques, 
un  des  plus  simples,  dû  à  Catalan,  consiste  dans  la  transformation  du 


n°  125.  En  désignant  par  v  la  fonction  sous  le  signe  /  /  ,  et  faisant  varier  p 

de  1  à  +  9c,  on  trouve  que  l'intégrale  double  est  égale  à  la  limite,  pour  / 
infîni,  de  la  différence 

cette  expression  se  présente  sous  forme  indéterminée,  mais  on  peut  écrire 

r-  [[/EÏÏSEEÊ.] 

.  f    (-g)(-g)-' 


et  l'expression  écrite  plus  haut  a  pour  limite,  comme  on  le  voit  aisément, 

^rçi        r^* d^ 
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*10.  Si  du  centre  d*un  ellipsoïde  d'axes  2a,  a 6,  2c,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  plans  tangents  à  cet  ellipsoïde,  Taire  de  la  surface 

podaire  est  égale  à  Taire  d'un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  seraient  — > 
ac    ab 

[William  RobbrtS)  Journal  de  Liouville,  t.  XI,  1"  série,  p.  81.] 
il.  En  évaluant  de  deux  façons  différentes  Tintégrale  double  de 

étendue  à  Taire  du  triangle  formé  par  les  droites  ^  =  a:©,  ^  =  x,  a:  =  X, 
démontrer  que  Ton  a 

En  déduire  la  relation 

j     dxj     dx  , . .  J    f(x) dx  =^  ^-j^-^--^  j     {x—yYf{y)dy, 
Établir  de  même  la  formule 

f     xdx  I     xdx,,,   j     xdx  I    /{x)dx 

et  vérifier  ces  formules  au  moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe   /  . 
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INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES   TOTALES. 
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143.  Intégrales  triples.  —  Soit  F{x,y^  z)  une  fonction  con- 
tinue lorsque  le  point  M  de  coordonnées  rectangulaires  (^,  y^  z) 
reste  dans  une  portion  finie  de  l'espace  (E),  limitée  par  une  ou 
plusieurs  surfaces  fermées.  Imaginons  cette  portion  de  l'espace 
décomposée  en  portions  plus  petites  (c'i),  (^2)?  •••  {^n)y  de 
volumes  (^i,  ^2?  •  •  •  ^nt  et  soient  (Ç/,  7)/,  Ç/)  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  mi  de  la  région  (e,).  La  somme 


n 


(I)  ^^i.h,  r^i,  Ki)^i 


l  =  î 


tend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  des  régions  (e,)  augmente 
indéfiniment,  de  façon  que  les  dimensions  de  chacune  d'elles 
tendent  vers  zéro.  Cette  limite  est  l'intégrale  triple  de  la  fonc- 
tion F(^,  y^  -s),  étendue  à  la  portion  (E)  de  l'espace,  et  on  la 
représente  par  la  notation 

(2)  /  /   /     ^{^^yy  ^)dxdydz. 

Nous  n'aurions,  pour  démontrer  l'existence  de  cette  limite,  qu'à 
répéter  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  intégrales  doubles.  Les  inté- 
grales triples  se  présentent  dans  diverses  questions  de  Mécanique, 
en  particulier  quand  on  cherche  la  masse  ou  le  centre  de  gravité 
d'un  corps  solide.  Supposons  la  région  (E)  remplie  d'une  sub- 
stance hétérogène  et  soit  ^{^x^y^  z)  la  densité  en  un  point,  c'est- 
à-dire  la  limite  du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  une  sphère 
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de  rayon  infiniment  petit,  décrite  du  point  {x,  y,  z)  comme 
centre,  an  volume  de  cette  sphère.  Si  [jL|  et  [jl^  sont  Jes  valeurs 
maximum  et  minimum  de  [x  dans  la  région  (^i),  il  est  clair  que  la 
masse  renfermée  dans  cette  région  est  comprise  entre  [jl^  i^i*  et 
jjLai^i;  elle  est  donc  égale  à  p,F(Ç/,  ti,-,  Ç,),  le  point  (Ç,-,  7|/,  ^,) 
étant  un  point  convenablement  choisi  de  (^/).  La  masse  totale  est 

donc  égale  à  l'intégrale  triple    j  j  1  i^dx  dy  dz,  prise  dans   la 

région  (E). 

Le  calcul  d'une  intégrale  triple  se  ramène  au  calcul  de  trois 
intégrales  simples  successivement.  Supposons  d'abord  que  la 
région  (E)  soit  un  parallélépipède  reclangle  limité  par  les  six 
plans  x  =  Xo^  a:  =  X,  y=iy^^  j^  =  Y,  z  =  z^^  z  =  Z.  Nous 
décomposerons  (E)  en  petits  parallélépipèdes  par  des  plans 
parallèles  aux  trois  plans  de  coordonnées.  Le  volume  de  l'un 
d'eux  a  pour  expression  (x,-  —  Xi^x){yk — yh-\){zi  —  w/^i),  et 
nous  avons  à  chercher  la  limite  de  la  somme 


i       k       i 

où  le  point  (Çia/,  tim/,  Cm/)  est  un  point  quelconque  du  petit  paral- 
lélépipède correspondant.  Évaluons  d'abord  la  portion  de  S  qui 
provient  de  la  file  d'éléments  compris  entre  les  quatre  plans 

x  =  Xi-u      x  =  Ti,      y=yk-u      y—yk, 

et  prenons  tous  les  points  (Ç/a/,  t^iA/,  Ç/a/)  sur  la  droite  :r  =  a:i_i, 
y=:yj^_^.  Cette  file  de  parallélépipèdes  donne  une  somme 

{,xi  —  xi^x){yk—yk-'\)\.^{.xi-x,yk'-u  Cî)(«i  — -so)-»-...]» 

et  nous  pouvons  comme  plus  haut  (n®  123)  choisir  les  Ç  de  façon 
que  la  somme  entre  parenthèses  soit  égale  à  l'intégrale  simple 


Nous  n'avons  plus  alors  qu'à  chercher  la  limite  de  la  somme 

^^{^i  —  ict^\){yk—  yk-\)^{xi-x,  yk^i), 

i       k 
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limite  qui  est  précisément  Tintégrale  double 


j  j  ^{x,y)dxdy, 


étendue   au   rectangle    formé   par    les    droites   x=:Xo,  a:  =  X, 
yz=yQ^y  =  Y.  L'intégrale  triple  est  donc  égale  à 


y)dy^ 


ou,  en  remplaçant  ^{x^y)  par  sa  valeur,  à 

(4)  f    dx  f   dy  f  ¥{x,y,  z)dz, 

*^JPo  ^O'o  *^s. 

Le  sens  de  ce  symbole  est  bien  clair.  On  effectue  la  première 
intégration  en  regardant  x  el y  comme  constants;  le  résultat  est 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  y,  que  Ton  intègre  ensuite 
entre  les  limites^©  et  Y,  en  regardant  x  comme  constant  ely  comme 
variable.  Le  résultat  de  cette  seconde  intégration  ne  dépend  plus 
que  de  x,  et  on  l'intègre  de  nouveau  entre  les  limites  x^  et  X. 

Il  y  a  évidemment  autant  de  manières  d'effectuer  le  calcul  qu'il 
y  a  de  permutations  de  3  lettres,  c'est-à-dire  6.  On  peut,  par 
exemple,  écrire  l'intégrale  triple 

\     dz  f    dx  f    F(Xyy,  z)dy=  f   ^\z)dz, 

en  désignant  par  ^{z)  l'intégrale  double  de  Y  {x^y,  z)  étendue  au 
rectangle  formé  par  les  droites  x  =  Xq^  o:  =  X,  j'  =zy^^y=i  Y.  On 
serait  encore  conduit  à  celte  expression  en  commençant  par  évaluer 
la  portion  de  la  somme  S  provenant  de  la  tranche  de  parallélépi- 
pèdes comprise  entre  les  deux  plans  voisins  z  =  5/_,,  z  =  Zi;  en 
prenant  convenablement  les  points  (^,71,  2^),  cette  tranche  donne, 
dans  S,  la  somme 

et  le  raisonnement  s'achève  comme  plus  haut. 

144.  Considérons  maintenant  une  région  de  l'espace  limitée 
d'une  façon  quelconque;  on  commence  par  la  décomposer  en 
régions  telles  qu'une  droite  parallèle  à  une  direction  fixe  conve- 
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nablement  choisie  ne  rencontre  la  surface  limite  qu'en  deux  points. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  d^un  volume  limité  par  une  surface 
qu'une  parallèle  à  O^  ne  peut  rencontrer  en  plus  de  deux  points. 
Les  points  de  cette  surface  se  projettent  sur  le  plan  xOy  à  Tinté- 
rieur  d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  C,  et  à  tout 
point  (Xy  y)  de  A  correspondent  deux  points  de  la  surface  limi- 
tante, de  coordonnées  Zt  =  cpi  (x^  y)  et  z^  =  ?a(^)  ^)-  Les  fonc- 
tions cpi  et  cpa  sont  continues  à  l'intérieur  du  contour  C,  et  nous 


Fig   33 


supposerons  cpi  -<  «pj.  On  décompose  encore  le  volume  considéré 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  mais  il  y  a  ici 
des  parties  irrégulières  qui  sont  des  portions  de  parallélépipèdes. 
La  somme  des  éléments  provenant  de  la  file  comprise  entre  les 
4  plans  X  =  Xi_i^x  =  Xi^y  =yk-ijy  ^^yn^  encore  pour  expres- 
sion (n«  124) 

la  valeur  absolue  de  e/A  étant  moindre  que  tout  nombre  donné  à 
l'avance  e  pourvu  que  la  distance  des  plans  parallèles  voisins  soit 

suffisamment  petite.  La  somme  ^.^.^îki^î  —  Xi_i)(yk — yk-i) 

i      k 

a  zéro  pour  limite,  et  l'intégrale  triple  cherchée  est  égale  à  l'inté- 

G.  22 
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grale  double 

étendue  à  la  région  (A)  limitée  par  le  contour  C,  de  la  fonc- 
tion ^(x,  y)  des  variables  Xy  y  y 


^{^>y)  =  f    F{x,yyZ)dz, 


Si  une  parallèle  à  l'axe  Oy  ne  rencontre  le  contour  C  qu'en  deux 
points  de  coordonnées  j^i  =  tj/|  (;r),  jk2  =  ^2(^))  lorsque  x  varie 
de  a?!  à  ^2,  r intégrale  triple  a  aussi  pour  valeur 


't  /%Xi 


dx  j      dy  j      Y{x,y,  z)dz. 

Les  limites  Z\  et  z^  dépendent  à  la  fois  de  x  et  de  y,  les  limites^, 
et  ^2  de  X  seulement  et  enfin  les  limites  x^  et  x^  sont  des  con- 
stantes. 

On  peut  encore  intervertir  l'ordre  des  intégrations,  mais  les 
limites  sont  en  général  tout  à  fait  différentes,  suivant  l'ordre  dans 
lequel  les  intégrations  sont  effectuées. 

Remarque.  —  L'intégrale  double 


Wix)==  f    dy  f  *F{x,y,  z)dz 


est  étendue  à  la  section  faite  dans  le  volume  considéré  par  le  plan 
d'abscisse  x^  parallèle  à  :r  r=  o,  et  la  formule  (5)  peut  s'écrire 

f     W(x)dx. 

C'est  encore  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  en  évaluant  d'abord 
la  somme  des  éléments  provenant  de  la  tranche  comprise  entre 
les  deux  plans  x  =  Xi_i ,  x  =  Xi.  En  prenant  convenablement  les 
points  (Ç,  7i,  t^),  cette  tranche  donne  pour  somme  le  produit 

Exemple.  —  Soit  à  évaluer  l'intégrale  triple  /   /  j  zdx  dydz,  étendue 
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au  huitième  de  la  sphère  x*-hy*-\-  z^=  R',  compris  dans  le  InèâreOxyz. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  z^  puis  par  rapport  à  ^  et  enfin  par 
rapport  à  x^  les  limites  sont  les  suivantes  :  x  et  y  étant  donnés,  z  peut 

varier  de  zéro  à  ^R*  —  ^*  — J^';  x  étant  donné,  y  peut  varier  de  zéro  à 

^R* —  a?*,  et  X  varie  de  zéro  à  R.  On  a  donc 

I  j  j  zdxdjr  dz  =   I     dx  I  ^y  I  ^  ^^i 

et  Ton  en  tire  successivement 


/ 


^Rr-x^y*  , 


0  *^ 


zdz=  -  (R«    -x^  —  yi), 


R 


et  il  reste  à  calculer  Tintégrale  définie  -    I     (R*— a?*)*dx,  qui  devient, en 

posant  a:  =  R  coscp, 

I    /•* 

-    1      R*sin*«prf<p. 

L'intégrale  triple  a  donc  pour  valeur  (n*  116)  — tt- • 

145.  Changements  de  variables.  —  Soient 

(6)  \y'=--'^{u,v,w), 

(  ^  ^'Ka,  t^,  w), 

des  formules  de  transformations  qui  font  correspondre,  point  par 
point,  à  la  région  (E)  de  l'espace  une  autre  région  (Ei);  on  con- 
sidère M,  (^,  w  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
par  rapport  à  un  autre  système  d'axes  rectangulaires,  en  général 
différent  du  premier.  Si  F(^,j',  z)  est  une  fonction  continue  dans 
la  région  (E),  on  a,  d'une  manière  générale, 

î         /  /   /   ^{oc,y,  z)dxdydz 


=  f  f  f  F[Au,  ,', 


dudvdwy 


D(a,  p,  w) 
les  deux    intégrales   étant   prises   respectivement    dans   les    ré- 
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g^ons  (E)  et  (Ei).  C'est  la  formule  du  changement  de  variables 
dans  les  intégrales  triples. 

Pour  démontrer  que  la  formule  (7)  est  générale,  on  commence 
par  remarquer  que,  si  elle  est  établie  pour  deux  ou  plusieurs 
changements  de  variables  particuliers,  elle  est  vraie  aussi  pour  le 
changement  de  variables  obtenu  en  les  effectuant  successivement, 
d'après  les  propriétés  connues  du  déterminant  fonctionnel  (n^29). 
Si  elle  s'applique  à  plusieurs  régions  de  l'espace,  elle  s'applique 
aussi  à  la  région  obtenue  en  les  ajoutant.  Cela  posé,  nous  démon- 
trerons, comme  dans  le  cas  d'une  intégrale  double,  que  la  formule 
s'applique  à  toute  transformation  où  Ton  ne  change  qu'une  des 
variables  indépendantes,  par  exemple  à  une  transformation  de  la 
forme 


(8) 


a?  =  a?',      y=y\       ^  =  <K.27',y, -«'). 


Nous  supposerons  que  les  deux  points  M(:r,^,  z)  et  M'(:c',  y^  z') 
sont  rapportés  au  même  système  d'axes  et  qu'une  parallèle  à  Oc 
ne  rencontre  qu'en  deux  points  la  surface  qui  limite  la  région  (E"). 


Fig.  33. 


Les  formules  (8)  font  correspondre  à  cette  surface  une  autre  sur- 
face limitant  la  région  (E'),  et  le  cylindre  circonscrit  à  ces  deux 
surfaces,  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  O2,  est  coupé  par  le 
plan  j5  =  o  suivant  une  courbe  fermée  C.  Tout  point  m  de  la  ré- 
gion A,  intérieure  au  contour  C,  est  la  projection  de  deux  points 
/Wi  et  /na  de  la  première  surface,  de  coordonnées  Zi  et  ^2,  et  de 
deux  points  m\^  m\  de  la  seconde  surface  de  coordonnées  z\^  5,. 
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Nous  choisissons  les  notations  de  façon  que  l'on  ait  z^  <^2a,  et 

z\  <C  z'^.  Au  point  /Wi,  les  formules   (8)  font  correspondre  le 
point  m\  ou  le  point  m^.  Pour  distinguer  les  deux  cas,  il  suffit  de 

consulter  le  signe  de  t^«  Si  j^,  est  positif,  z  augmente  avec  z'\  les 

points  fUt  et  m\  se  correspondent,  ainsi  que  les  deux  points  m^  et 

m^.  Au  contraire,  si  —7  est  négatif,  z  diminue  quand  z'  augmente; 

mi  correspond  à  m'.^  et  m^  à  m\.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

dans  le  second  cas  on  a,  au  contraire^ 

f  \{x,y,z)dz--^   f    F[x,y,^{x,y,z')]^,dz\ 


Dans  les  deux  cas,  nous  pouvons  écrire 


(9) 


'      F{x,y,z)dz^.  j      F[x,y,i{x,y,z')] 


dz' 


dz\ 


Si  nous   prenons   maintenant  les   intégrales   doubles  des  deux 
membres  de  cette  égalité  dans  la  région  A,  l'intégrale  double 

f  f  dxdy  j      F(T,y,z)dz, 

n'est  autre  chose  que  l'intégrale  triple  /  /  l  ¥{x^yj  z)  dx  dy  dz^ 

prise  dans  la  portion  (E)  de  l'espace.  De  même  l'intégrale  double 
du  second  membre  de  (9)  est  égale  à  l'intégrale  triple  de 


^[x\y\H^',y\z)] 


prise  dans  (E'),  comme  on  le  voit  en  remplaçant  x  par  x'^  et  y 
par  y .  On  a  donc,  dans  ce  cas  particulier, 


/  /    /   F(x,y,  z)dxdydz 


dz' 


dx'dy'dz: 
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or  ici  le  déterminant  ^    T'*^/  ^;    se  réduit  à^-  La  formule  (7) 

est  donc  établie  pour  les  changements  de  variables  de  la  forme  (8). 
La  formule  générale  (7)  s^applique  encore  aux  changements  de 
variables  définis  par  les  formules 

(10)  X  =/(ar',  y,  z%        y  =  K>{x\  y\  z'),        z  =  z\ 

OÙ  la  variable  z  ne  change  pas.  Nous  supposons  que  ces  formules 
font  correspondre  point  par  point  deux  réglons  (E),  (E')  de 
l'espace,  et,  en  particulier,  que  les  sections  R,  IV  faites  dans  (E), 
(E')  par  un  même  plan  parallèle  au  plan  5  =  o  se  correspondent 
point  par  point.  On  a  donc,  d*après  la  formule  du  changement  de 
variables  dans  une  intégrale  double, 


/  /    ^{^yy,  z)dxdy 


dx'dy'; 


les  deux  membres  de  cette  égalité  dépendent  seulement  de  la 
variable  z  =  z'.  Si  Ton  intègre  de  nouveau  entre  les  limites  Z|  et 
Z2',  entre  lesquelles  peut  varier  z  dans  la  région  (E),  Tégalité 
obtenue  peut  s'écrire 


1        f  f  \    ¥{x,y,z)dxdydz 
(12))      ^^•^•^«E) 


D{x\y') 


dx'dy  dz\ 


Or  on  a  ici  v^ ,   ,     , '    A  ^^  wt^— A»  de  sorte  que  la  formule  (7) 

iy{x\y',z')         D(a:',y)  ^  ^^' 

s'applique  encore  aux  changements  de  variables  de  la  forme  (10). 
Nous   allons    montrer   maintenant   que   tout    changement   de 
variables 

(i3)    x=^f(xx,yu  z^),        y  =  ^{^\,y\yZx),        a^iKar,,^,,  5,) 

peut  s'obtenir  par  une  combinaison  des  précédents.  Posons,  en 
effet,  x'^=Xiy  y'=yi^  z^=z;  la  dernière  équation  (i3)  peut 
s'écrire  z'^=-^^{x'^yy  Zi)  et  l'on  en  tire  5i  =  7t(x',  j^',  z').  Les 
formules  (i3)  peuvent  alors  être  remplacées  par  le  système  des  six 
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équations 

(i4)  x=f\x\  y,  i:{x',  y,  z')],  y  =  ^[x\  y\  tz{x\  y,  z')],  z  =  z\ 
(i5)  x'^xu        y  =  y\>        ^'  =  ^{x^^yu  Zi)\ 

la  formule  générale  (7)  s'applique,  on  vient  de  le  voir,  aux  trans- 
formations définies  par  les  formules  (i4)  et  (i5),  et  par  consé- 
quent aussi  au  changement  de  variables  (i3). 

On  pourrait  encore,  comme  le  lecteur  le  prouvera  aisément, 
remplacer  la  transformation  générale  (i3)  par  une  suite  de  trois 
transformations  telles  que  (8). 

146.  Élément  de  volume.  —  Faisons  F(^,  y^  z)=^i  dans  la 
formule  (7);  il  vient 

f  f  f  dxdydz=  Ç  Ç  Ç   \^y''^'^^}duds;dw. 

Le  premier  membre  est  égal  au  volume  V  de  la  portion  (E)  de 
Tespace  et,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne  à  l'intégrale 
du  second  membre,  on  parvient  à  la  relation 

(.6)  V  =  V.!f-f^'-l^|  , 

V|  étant  le  volume  de  (E|)  et  Ç,  tj,  Ç  les  coordonnées  d'un  point 
de  (E|).  Cette  formule  est  entièrement  analogue  à  la  formule  (17) 
du  Chapitre  VI  et  nous  montre  que  le  déterminant  fonctionnel 
est  la  limite  du  rapport  des  volumes  infiniment  petits  correspon- 
dants. 

Si  dans  les  formules  (6)  on  attribue  à  l'une  des  variables  </,  i^, 
w  une  valeur  constante  et  qu'on  fasse  varier  les  deux,  autres,  on 
obtient  trois  familles  de  surfaces  u  =  const,  v  =  const,  w  ^=  const, 
qui  décomposent  la  région  (E)  en  petits  solides  à  six  faces,  ana- 
logues aux  parallélépipèdes  de  tout  à  l'heure.  Le  volume  du  petit 
solide,  compris  entre  les  surfaces  (u),  (w-t-rfw),  (i^),  {^^ -{- dv)^ 
(«p),  {w-}-  dw)^  où  rfw,  rfp,  dw  sont  positifs,  a  pour  expression, 
d'après  la  formule  (16), 

?^j2j^r^Adud.d.., 

t  étant  infiniment  petit,  en  même  temps  que  du^  dv^  dw.  On 
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peut  négliger,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  plusieurs  fois  (n®  128) 
le  terme  e  du  dv  dw,  et  le  produit 


(17) 


|D(w,  V,  w) 


du  dv  dw 


s'appelle  Vêlement  de  volume  dans  le  système  de  coordonnées 
curvilignes  (a,  p,  w). 

Soit  ds^  le  carré  de  l'élément  linéaire  dans  le  même  système  de 
coordonnées;  on  déduit  des  formules  (6) 


dx^-^-du-^-^dv-h-xr-  dw, 
ou  ov  ow 


dy^^^du 


•    •    •    « 


et,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 


(18) 

en  posant 

(19) 


ds^  —  Hi  du^  -^  Hî  dv^  4-  Hj  dw^  -h  aFi  dç  dw 
aFj  du  dw  -h  aFg  du  dv^ 


/âxY- 


«■'<%)'■  h.=Kt:)'' 


F  =  S  -  -  -- 


dx  dx 
ou  ow 


ç^dx  dx 


le  signe  S  indique  toujours  qu'on  doit  remplacer  x  par^,  puis 
par  jS,  et  faire  la  somme.  La  formule  qui  donne  dV  se  déduit  très 
aisément  de  la  formule  qui  donne  ds^;  on  trouve,  en  effet,  en 
faisant  le  carré  du  déterminant  par  la  règle  habituelle, 


dx 

ày 

dz 

t 

du. 

du 

du 

H  i     r*  3     Fj 

dx 
dv 

ày 

àv 

dz 
dv 

— 

F3     Hj     Fj 

dx 

ày 

dz 

Fj     Ft     Hj 

dw 

dw 

dw 

M, 


et  l'élément  de  volume  est  égal  à  y/M  du  dv  div. 

Considérons  en  particulier  le  cas  très  important  où  les  surfaces 
coordonnées  (w),  ((^),  (w)  forment  un  système  triple  orthogonal, 
c'est-à-dire  où  les  trois  surfaces  qui  passent  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  s'y  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit.  Les 
tangentes  aux  courbes  d'intersection  des  trois  surfaces  prises 
deux  à  deux  forment  alors  un  trièdre  trirectangle  ;  il  faut  donc 
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que  l'on  ait  F|  =  F2  ^^  F3  =  o,  et  ces  conditions  sont  suffi- 
santes. Les  formules  qui  donnent  ds^  et  dV  prennent  alors  la 
forme  simple 

(20 )     ds^  =  Uidu^- -4-  H, dç^  H-  H, dw^,      dV  =  }/lÛH^ldu dv dw. 

On  peut  retrouver  facilement  ces  formules  par  quelques  consi- 
dérations de  géométrie  infinitésimale.  Supposons  du^^  dv^  dw  très 
petits,  et  assimilons  le  solide  élémentaire  défini  tout  à  Theure  à 
an  petit  parallélépipède  rectangle  à  faces  planes.  Les  arêtes  de  ce 

parallélépipède  sont  respectivement  y/H|  du,  y/ïî^  dv,  y/Hs  dw^  en 
négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur.  Nous  aurons 
les  formules  (20)  en  prenant  pour  élément  linéaire  et  pour  élé- 
ment de  volume  la  diagonale  et  le  volume  de  ce  solide  élémen- 
taire. L'aire  d'une  des  faces  ^1^^  Hq  du  dv  représente  de  même 
l'élément  d'aire  de  la  surface  («^). 

Prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace 


(21) 


â?  =  p  sinO  cos^,        ^  =  p  sioO  sÎDcp,        ^  =  pcos6; 


p  représente  la  distance  du  point  M(:r,y,  ^)  à  l'origine,  0  l'angle 
que  fait  OM  avec  Ozy  et  cp  l'angle  que  fait  avec  O^r  la  trace  du 
plan   MO>s  sur  le  plan   z=o.  Pour  obtenir  tous  les  points  de 


Fig.  34, 


?'?  . 


psinQ  ,'pd 


l'espace,  il  suffit  de  faire  varier  p  de  o  à  -f- 00,  6  de  o  à  it,  et  o 
de  o  à  27t.  Des  formules  (21)  on  déduit,  en  faisant  le  calcul, 


(22) 


ds^  -=  <fp*  -h  p*  flTO*  -4-  p*  sin'Ô  do^ 
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et  par  suite 

(a3)  dW  --^  p^  s\n^  dp  d^  d(f. 

On  retrouve  aisément  ces  formules  sans  aucun  calcul.  Les  trois 
familles  de  surfaces  (p),  (6),  ('^)  sont  respectivement  des  sphères 
concentriques  à  l'origine,  des  cônes  de  révolution  autour  de  O2 
ayant  Torigine  pour  sommet  et  des  plans  passant  par  O2.  Ces  sur- 
faces forment  bien  un  système  triple  orthogonal,  et  les  dimen- 
sions du  solide  élémentaire  sont,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement sur  la  figure^)  rfp,  p  rf9,  psinO^/cp;  ce  qui  conduit  aux 
formules  (^2)  et  (aS). 

Pour  calculer  au  moyen  des  variables  p,  9,  cp  une  intégrale  triple 
étendue  à  la  région  limitée  par  une  surface  fermée  S  qui  n*est 
rencontrée  qu'en  un  point  par  une  demi-droite  issue  de  l'origine, 
et  qui  renferme  l'origine  à  l'intérieur,  on  devra  faire  varier  p  de  o 
à  R,  si  R=/(0,  çp)  est  l'équation  de  la  surface,  puis  6  de  o  à  1: 
et  cp  de  o  à  27r.  Par  exemple  le  volume  limité  par  cette  surface  est 
égal  à  l'intégrale  triple 


V==    /      d^         d^  1     pîsinôéfp; 

1,'n  *yt\  %Ji\ 


la  première  intégration  s'effectue  immédiatement  et  il  reste 

^  .      /•''Rosine 


f    "^f 


3 


d^. 


On  emploie  aussi  quelquefois  les  coordonnées  semi-polaires  /*, 
w,  Zj  où  ûo  =^  r  cos  iô,  y  z=  r  sin  (o.  Dans  ce  cas,  on  a 

ds*  =  dr^  H   r*  diù^  -^  dz^, 
et 

d\  =  r  dta  dr  dz. 

147.  Coordonnées  elliptiques.  —  Les  surfaces  représentées  par  Téqua- 
lion 

37*  V*  5' 

(  24  )  > i-  >— -7  -4-  ^ —1=0, 

À  —  a        À  —  0        A  —  c 

où  X  est  un  paramètre  variable  et  a  >  6  >  c  >  o,  forment  une  famille  de 
({uadriques  homofocales.  Par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe  trois  sur- 
faces de  cette  famille,  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un 
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hyperboloïde  à  une  nappe,  car  l'équation  (24)  a  toujours  une  racine  Xi 
comprise  entre  b  et  c,  une  racine  Xj  comprise  entre  a  et  b,  et  une  racine  X3 
supérieure  à  a;  ces  trois  racines  Xi,  Xj,  X3  sont  appelées  coordonnées 
elliptiques  du  point  de  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z.  Deux  surfaces 
quelconques  de  la  famille  sont  orthogonales,  car  si  l'on  remplace  X  par  Xt, 
puis  par  X^,  dans  l'équation  (24);  ^^  qu'on  les  retranche  membre  à  membre, 
il  vient,  en  divisant  par  X^  —  X^, 

x"^  y^  ^^  _ 

^^  ^  (X7-a)(XT=^)  "^  ("XT~~6) ( X, -X)  "■  (X,-c)(X,~ô  "''' 

relation  qui  démontre  l'orthogonalité  des  deux  surfaces  (Xi)  et  (Xi). 

Pour  avoir  facilement  x^yy  z  en  fonction  de  X],  Xi,  Xs,  remarquons  que 
Ton  doit  avoir  identiquement 

(X--a)(X— -ô)(X    -c)~a7î(X  — ô)(X  — c)— ^«(X  —aXl  —  c) 
—  4;î(X  — a},^X-6)  =  (X  — XiK>^~>^î}(>^">^3); 

en  faisant  successivement  X  =  a,  X  =  6,  X  =  c  dans  cette  identité,  on  en 
tire 


xi  = 


(26) 


(X3  —  a){a  —  Xi)(a  —  Xj") 
(a  —  b)(a  —  c) 

vî=  (X3-6)(X,-6)(6-XO 
^  {a  —  b)(b'^c)  ' 

._  (X3-c)(X,-c)(X,-c) 

•3     —    — 


(a-cKb-c) 
On  déduit  de  là,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

ak)  aki  dX^ 


dx 


_  a?  /    oX, 
2  ^  X|  —  a 


Xj —  a       X3 —  a 


^y-  a(xi-6  "^X.-'ô  "^Xs-^j 

-         -S  /    rfXi  fl^Xt  cA»    \ 

dz  =  -  (  r î-  -f-  T ~  -f-  -. — 


en  faisant  la  somme  des  carrés,  les  termes  en  cCk^cCkt,  d\tdk^y  dXidk^ 
doivent  disparaître  d'après  la  relation  (25)  et  les  relations  analogues.  Le 
coefficient  de  d\\  est 

I  r        ar«  7*  .  ^*        1 

ou,  en  remplaçant  x^^y^,  -s*  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

,_  ,  M  _  I        (X3— Xi)(Xt— Xj) 

^''^^  '*'*~4  (Xi-a)(Xi-6nXi-c)' 

et  les  coefficients  Ms  et  M3  de  6fX|  et  de  </X|  s'en  déduiront  par  permuta- 
tation  circulaire.  L'élément  de  volume  est  alors  /MiMsMa^Xi^/Xje/Xs. 
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148.  Intégrales  de  Dirichlet.  —  Soit  à  calculer  Tintégrale  triple 

/  /  I  xPy^z'{\    -  X —y    -  zydx  dy  dzj 

prise  à  l'intérieur  du  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  a:  —  o,  ^  =  o, 
^  =  o,  a?  -k-y  i-  ^  —  I .  Posons 

\y  7),  C  étant  trois  nouvelles  variables;  ces  formules  peuvent  encore  s'écrire 

\  =  x-\-y^z,        -^—-—^ >         î  = ♦ 

^  x-hy-^z  y -^  s 

et  l'on  a  inversement  x  —  ^(i  —  t'))>^  =  Ît^(ï  —  ?)»  ^  =  i^X'  Lorsque  x^ y, 
z  sont  positifs  et  que  la  somme  x  -hy  -r-  z  est  inférieure  à  un,  J,  t),  Ç  sont 
compris  entre  zéro  et  un.  Inversement,  lorsque  ^,  t),  ^  sont  compris  entre 
zéro  et  un,  on  a  a:*  >  o,  ^  >  o,  z^o,  x-^y-hz<ii.  Le  tétraèdre  précé- 
dent est  donc  remplacé  par  un  cube. 

Pour  calculer  le  déterminant  fonctionnel,  posons  X  =  J»  Y  =  ^tj,  Z  =  Çr,^, 
ce  qui  donne  x  =  X  —  Y,  y  =  Y  —  Z  ;  -s  =  Z,  on  a 

D(ar,^r,  z)  _   D(a?,  y,  z)     D(X,  Y,  Z)  _  ,, 

DU,  r„Ç;-  ■     D(X,  Y,  Z)'"^D(e,  Yj/Ç)        ^  '^^ 

et  l'intégrale  triple  devient,  par  ce  changement  de  variables. 


«/q  •^O  *-^0 


Jp4-7-t-r+2(,  __  J)5Yl7^-r+l(,  —  7)  )/'?'•(!  — Ç)ffrf;. 


La  fonction  sous  le  signe    /  est  le  produit  d'une  fonction  de  (  par  une 
fonction  de  t)  et  une  fonction  de  (.  L'intégrale  triple  est  donc  le  produit 

i    5A'+7+r-»-ï(,__Ç)5û^^  X    f    7)^+'*+i(l  — rJPû?7)  X    f    Î''(I  -  O^^C, 

ou,  en  introduisant  les  fonctions  Y  [voir  formule  (33),  p.  3i5], 

n^D^<7  :-/'^3)r(s_-M)     r(y-f-r-f-2)r(/?-4-i)     r(r-M)r(y+i), 

r(/>  4- gr     -  ;• -t- 5 -h  4  )  r(/? -h  ^ -I- r -1-3)  ri^y-hr-ha)    ' 

en  supprimant  les  facteurs  communs,  il  reste,  pour  valeur  de  l'intégrale 
triple, 

(  28  )  ^- ■  ^-t  lll_(  ?_-^_  '  )r(r-!-i)r(jg-^i  )  ^ 

149.  Formule  de  Green.  ^  Il  existe  pour  les  intégrales  triples  une 
formule  toute  pareille  à  la  formule  (i5)  du  n**  126.  Considérons  d'abord 


I.   —    INTEGRALES  MULTIPLES.    —    CHANGBUBNTS  DE  VARIABLES.  349 

une  surface  fermée  S   qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une 

parallèle  à  l'axe  Oz^  et  une  fonction  R(27,  v,  z)  continue,  ainsi  que  3-9 

âz 

à  rintérieur  de  cette  surface.  Tous  les  points  de  S  se  projettent  sur  le 
plan  des  xy  suivant  les  points  d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  G. 
A  tout  point  (x^  y)  de  la  région  A  correspondent  deux  points  de  coor- 
données -«1=  <pi(iri /)  et  -81=  ?î(^>^)  de  la  surface  S.  Cette  surface  se 
trouve  ainsi  décomposée  en  deux  morceaux  Si  et  S^;  nous  suppose- 
roDs  Z\  <  Zx.  Gela  posé,  l'intégrale  triple 


/// 


-—-  dx  dy  dz. 

dz  -^       ' 


«tendue  à  l'intérieur  de  la  surface  fermée  S,  peut  s'obtenir  en  intégrant 
d*abord  par  rapport  à  z  entre  les  limites  Zi  et  z^  {n"  144).  Le  résultat  de 
cette  première  intégration  est  R{x,  y,  z^) — R(iF,  ^,  ^|),  et  Ton  doit 
ensuite  prendre  l'intégrale  double 


// 


[^{x,y,  Zi)—  ï{{x, y,  Zt)]dx dy, 

dans  la  région  A.  Or  l'intégrale  double    /  /  R(x,  y ^  z^)  dx  dy  n'est  autre 
•chose  que  l'intégrale  de  surface  (n"  135) 

/  /    R(^,r»  z)dxdy, 

prise  sur  le  côté  supérieur  de  la  surface  Sf.  De  même,  l'intégrale  double 
de  R(a?,^,  ^1),  changée  de  signe,  est  l'intégrale  de  surface 


/  y     R(Xjy,  z)dxdyy 

iS|) 

prise  suivant  le  côté  inférieur  de  Si.  En  ajoutant  les  deux  intégrales,  nous 
pouvons  donc  écrire 

J J J 'ôz^^^^^^~  f  j  ^i^^y^  ^)^^y^ 

l'intégrale  de  surface  étant  prise  suivant  le  côté  extérieur  de  S. 

Cette  formule  s'étend,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  plusieurs  fois,  à  un 
volume  limité  par  une  surface  de  forme  quelconque,  et,  en  permutant  â?, 
y,  Zf  on  en  déduit  deux  autres  formules  toutes  pareilles, 

J  J  J  ^  ^^^^^^  '~  J    I    Q(^'/>  z)dzdx. 
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En  les  ajoutant,  en  obtient  la  formule  générale  de  Green  pour  les  inté- 
grales triples 


(ag) 


les  intégrales  de  surfaces  étant  toujours  prises  suivant  le  côté  extérieur. 
Si,  par  exemple,  on  fait  P  =  a:,  Q  —  R  =  o,  ou  Q  =  ^,  P  =  R  =  o,  ou 
R  =  Zf  P  —  Q  =  o,  on  voit  que  le  volume  intérieur  à  S  est  égal  à  l'une 
quelconque  des  intégrales  de  surfaces 

(29)'  j  f  xdydz,  j  j  ydzdx.  Il  zdxdy, 

150.  Intégrales  multiples.  —  Les  expressions  purement  analytiques  que 
Ton  a  obtenues  pour  une  intégrale  double  et  une  intégrale  triple  per- 
mettent d'étendre  la  définition  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  sommairement 
la  marche  à  suivre. 

Soient  Xi,  x^,  ...jXn  un  système  de  n  variables  indépendantes.  Nous 
dirons,  pour  abréger,  qu'un  système  de  valeurs  a?},  arj,  . . .,  xj  attribuées 
à  ces  variables  représente  un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions.  Toute 
relation  F(a?i,  x^,  ...,  x„)  =0,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
continue,  représentera  de  même  une  sur/ace;  si  F  est  du  premier  degré, 
nous  continuerons  à  dire  que  cette  équation  représente  un  plan.  Considé- 
rons l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  certaines  rela- 
tions d'inégalité,  telles  que 

(3o)  '^/(a:!,  xx,  ...,  Xn)âo        (t  =  I,  2,  .. .,  X:); 

nous  dirons  que  cet  ensemble  de  points  forme  un  domaine  D  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  Si,  pour  tous  les  points  de  ce  domaine,  la  valeur  absolue 
de  l'une  quelconque  des  coordonnées  j?/ reste  inférieure  à  un  nombre  fixe, 
on  dira  que  D  est  tout  entier  à  distance  finie.  Si  les  inégalités  qui  définis- 
sent D  ont  la  forme  suivante 


nous  appellerons  ce  domaine  un  prismatoïdCy  et  nous  dirons  que  les  n 
nombres  positifs  x]--x^i  sont  les  dimensions  de  ce  prismatoïde.  Enûn 
nous  dirons  qu'un  point  du  domaine  D  appartient  à  la  frontière  de  ce 
domaine,  si  l'une  au  moins  des  fonctions  4'/  des  formules  (3o)  est  nulle 
pour  les  coordonnées  de  ce  point. 

Cela  posé,  soit  D  un  domaine  fini  et  f{xy^  iTj,  ...,  Xn)  une  fonction 
continue  dans  ce  domaine.  Imaginons  D  décomposé  en  domaines  plus 
petits  au  moyen  de  plans  parallèles  aux  plans  a?/— 0(2=1,2,  ...,/i). 
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Prenons  l'un  quelconque  des  prismatoïdes  déterminés  par  ces  plans,  qui 
sont  tout  entiers  intérieurs  à  D;  soient  Aâ^i,  Aarj,  . . .,  ^^  les  dimensions 
de  ce  prismatoïde,  et  Çj,  3t?  •  -t  ^n  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
appartenant  au  prismatoïde.  La  somme 

(32)  S  =  2/(Ç,,Ï,,  ...,  Ç„)A:riAar2...  Aar„, 

étendue  à  tous  les  prismatoïdes  qui  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du 
domaine  D,  tend  vers  une  limite  I  lorsque  le  nombre  de  ces  prismatoïdes 
augmente  indéfiniment^  de  façon  que  toutes  leurs  dimensions  tendent 
vers  zéro.  On  appelle  cette  limite  l'intégrale  /i^'^  de  /(a?i,  a?î,  ...,  Xn)i 
prise  dans  le  domaine  D, 

I  =    I     /   •  •  •    f  /(^\j  ^l:    •  •  •  >  ^n  )  dX\  dXf  ,  .  .  dXn . 

Le  calcul  d'une  intégrale  n?^^  se  ramène  encore  au  calcul  de  n  intégrales 
simples  successives.  Pour  établir  que  la  loi  est  générale,  il  suffit  de 
montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  (n  —  i)p*%  elle  s'étend  à 
une  intégrale  nP^^.  Considérons  pour  cela  un  point  quelconque 

de  D;  si  nous  faisons  abstraction  pour  un  moment  de  la  variable  :r„,  le 
point  (a?!,  a?î,  .  .,  x^-x)  décrit  un  certain  domaine  D'  dans  l'espace 
à  (n  — i)  dimensions.  Nous  supposerons  que  le  domaine  D  satisfait  à  la 
condition  suivante  :  à  tout  point  (a?i,  a?2,  ...,  Xn-\)  intérieur  à  D',  cor- 
respondent seulement  deux  points  sur  la  frontière  de  D,  de  coordon- 
nées {x\,  Xf,  ...,  Xn-i\  x[}^)  et  (a?!,  Xi,  ...,  Xn-}]  x[}^)^  les  coordon- 
nées a?i,**  et  x^^^  étant  des  fonctions  continues  des  {n  —  i)  variables  rri, 
a?s,  ...,  Xn-i  à  l'intérieur  de  D'.  Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite, 
on  partagerait  D  en  domaines  assez  petits  pour  vérifier  séparément  cetle 
condition.  Gela  posé,  considérons  la  file  de  prismatoïdes  du  domaine  D, 
qui  correspondent  à  un  même  point  {xi,  x^,  ...,  ar^-O;  on  démontrera, 
comme  on  l'a  déjà  fait  pour  une  intégrale  double  (n^'^lâ^  »,  que  ces  prisma- 
toïdes donnent  dans  S  une  somme  égaie  à 

r  r^'  1 

Aa?i  Aarj  . . .  Axn_i  I    /       f{^u^t^  . ,  .^  Xn)dxn-\-  ^u 

l^l  pouvant  être  rendu  moindre  que  tout  nombre  positif  pourvu  que 
toutes  les  quantités  Aa?/  soient  assez  petites.  Si  nous  posons 

f*      n 

f  fi^Xy  ^S»    •  ••,  Xn)dXny 

jr(') 


^'n 


nous  voyons  que  I  est  égal  à  la  limite  de  la  somme 

2*(a:i,  37,,  . . .,  Xn-\)  ^Xi^xt . . .  Aar^-i, 
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c*est-à-dire  à  l'intégrale  (n  —  i)p'* 


(34) 


I  =    /    /    /  • .  •    /  *(^lî  ^î>   •  •  • .  ^/i-l  )  dxi .  .  .  dXn-\ 


dans  le  domaine  D'.  La  loi  étant  supposée  vraie  pour  une  intégrale  (/i — 1)>*'% 
elle  est  donc  générale. 

On  pourrait  encore  opérer  autrement.  Considérons  Tensemble  des 
points  (xi,  x%,  ...,  Xfi)  pour  lesquels  la  coordonnée  Xn  a  une  valeur 
donnée;  le  point  (J7i,  x^,  ...,  Xn-\)  décrit  dans  l'espace  à  (n  —  i)  dimen- 
sions un  domaine  8,  et  l'on  voit  sans  peine  que  l'intégrale  n^^^i  est  aussi 
égale  à  Texpression 

(35)  1=    /  HXn)dXn, 


-^^0 


e  au 


^{xn)  étant  l'intégrale  (/i  —  i)p"  l  j  \  -  "  f  f^^i  •  •  •  <^^n-i  étendu 

domaine  8.  Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  opère,  les  limites  pour  les 
diverses  intégrations  que  l'on  a  à  effectuer  dépendent  de  la  nature  du 
domaine  D  et  varient  en  général  avec  l'ordre  des  intégrations.  Il  y  a 
exception  si  D  est  un  prismatoïde  défîni  par  les  conditions 

/••O  <  >*.   •''  Y  <»»^  <"  -*••''  Y  . 

L'intégrale  multiple  a,  dans  ce  cas,  pour  expression 

f      dxi  j      dxf ...    /      y  dXfii 

et  l'on  peut  intervertir  d'une  façon  quelconque  l'ordre  des  intégrations, 
sans  changer  les  limites  correspondant  à  chaque  variable. 

La  formule -du  changement  de  variables  s'étend  aussi  aux  intégrales  n^^. 
Soient 

(36)  Xi=  Oi{x\y  x'^, x'n)        {1  =  1,1,  ...,  n) 

des  formules  de  transformation,  faisant  correspondre  point  par  point  à  an 
domaine  D',  décrit  par  le  point  {x\f  âr,,  ....  x'„),  un  domaine  D  décrit  par 
le  point  (a?!,  x^^  . . . ,  Xn).  On  a 


l    /   /   ...    /    F(j:i,  a?i,  . , .,  Xn)dxi . . .  dxn 


(37)'--      -">' 


La  démonstration  est  toute  semblable  aux  précédentes.  Je  me  bornerai  à 
indiquer,  dans  ses  grandes  lignes,  la  marche  à  suivre  : 
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1**  Si  la  formule  (37)  est  vraie  pour  deux  transformations,  elle  est  vraie 
pour  celle  que  Ton  obtient  en  les  effectuant  successivement; 

a**  Tout  changement  de  variables  s'obtient  par  la  combinaison  de  deux 
changements  tels  que  les  suivants  : 

(3o)a?i  =  ^l,        a?j  =  a?j,         •••»        ^n— l^^^n— i»        ^n  ^^  ^ni^ii  ^%i  "'t^nji 

(39)a?i=  4/1(57^,  .,.yXn)i       ...,       ar„-i  =  ^«_i(a?'i,  . . .,  a?;,),      a?„=a?i. 

3^  La  formule  (37)  s'applique  au  changement  de  variables  de  la 
forme  (38),  comme  il  résulte  de  la  forme  (34)  sous  laquelle  on  peut 
mettre  une  intégrale  /ip'*.  Elle  s'applique  aussi  au  changement  de  va- 
riables (39),  d'après  la  seconde  forme  (35)  de  l'intégrale  multiple,  si  l'on 
admet  que  la  formule  est  établie  pour  les  intégrales  multiples  d'ordre  n  —  1 . 
On  démontrera  donc  de  proche  en  proche  que  la  formule  est  générale. 

Supposons,  pour  donner  un  exemple,  que  l'on  veuille  calculer  l'intégrale 
définie 

I  =//...    /  X^*X^'-  ..  ,xf^'*(J  —  Ti  —  Xi—.  .  . —  Xn)^dXy  dXi  ..  ,  dXnj 

où  «1,  ocs,  ...,  «/»)  P  sont  des  nombres  positifs,  dans  le  domaine  D  défini 
par  les  inégalités 

o=J^i»         0^37»,         .    .,         o^Xnt        a?i-harj-h.  ..-+-a?„5i» 
Le  changement  de  variables  donné  par  les  formules 

X|-r-a?i -h. .  .-ha^rt  —  $1,       372 -^. .  .-+-arrt=  Çi{,,        ...,       3?;,=  Ji{,  . . .  Ç„ 
remplace  D  par  un  domaine  D'  défini  par  les  inégalités 

et  l'on  a  de  plus,  comme  le  prouve  un  calcul  facile  (n"*  148), 

D(5„u  r:.,u)   "*'   *•  ■•••«-"• 

La  fonction  à  intégrer  prend  la  forme 

et  l'intégrale  cherchée  s'exprime  encore  au  moyen  de  la  fonction  T 

jj  ^  r(gi -h  i)r(«2-h  1) . . .  r(g„-h  i)r(p  -+-  p ^ 

^^^^  r(ai -+- «t-i- •••-+- «/i H- p-^ 'i-M) 

G.  a3 
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II.  -  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

151.  Méthode  générale.   —    Soient  P(a;,  y)^   Q(^>  y)   deux 
fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x  eiy^  l'expression 

Pdx-hQdy 

n'est  pas  en  général  la  différentielle  totale  d'une  fonction  des  deux 
variables  ^,  ^.  En  effet,  l'équation 

(4i)  du  =  Pdx^qdy 

est,  comme  l'on  sait,  équivalente  à  deux  équations  distinctes 

différentions  la  première  par  rapport  ky,  la  seconde  par  rapport 
kx^  nous  voyons  que  u{x^y)  doit  satisfaire  aux  deux  relations 

dx  ùy  dy  ày  dx  dx 

Pour  qu'il  existe  une  fonction  u{x^y)  répondant  à  la  question, 
il  faut  donc  que  Ton  ait  identiquement 

(43)  '-^  =  ^Q. 

^^^  ôy        dx 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet,  il  existe 
une  infinité  de  fonctions  u(x^y)  dont  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  X  est  égale  à  P{Xyy);  toutes  ces  fonctions  sont  contenues 
dans  la  formule 


u=  f  F(x,y)dx-^Y, 


Xq  étant  une  constante  choisie  à  volonté,  et  Y  une  fonction  arbi- 
traire de  la  variable  y.  Pour  que  celte  fonction  u{x,y)  vérifie 
l'équation  (4i)>  ^'  ^^^^  ^^  ^'  suffit  que  sa  dérivée  partielle  par  rap- 
port ky  soit  égale  à  Q(^,  y)y  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


L 
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Maïs  on  a^  d'après  la  condition  d'intégrabilité  (4^)» 

et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

-^-=Q(^o,r). 

Le  second  membre  ne  dépend  que  dej^î  il  y  a  donc  une  infinité 
de  fonctions  de  y  qui  satisfont  à  cette  relation.  Elles  sont  com- 
prises dans  la  formule 

Y--=  f  Q{xo,y)dy-^C, 

Yq  étant  une  valeur  particulière  de^,  et  C  une  constante  arbitraire. 
11  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  u{x,  y)  satisfaisant  à 
Téquation  (40'  ^''^^  ^onl  données  par  la  formule 

(44)  u=  f   P{x,jr)dx-^  f  Q{xo,y)dy^C, 

et  ne  diffèrent  Fune  de  l'autre  que  par  la  valeur  de  la  constante 
additive  C. 

Soit,  par  exemple, 

x^-^y^^  x-^-^y^' 

la  condition  (43)  est  vérifiée,  et  l'on  a,  en  posant  ^Cq:^  o,  ^o=  <> 


En  efiectuant  les  intégrations  indiquées,  il  vient 

a  =  -  [log(a?*-hj'')]f-h  m(  arc  tang-  )    -+-log^-h  G, 
ou,  en  réduisant, 

I  X 

a  —  -  log(a7*H-^*)  -H  m  arc  tang — h  C. 
2  y 

La  méthode  précédente  s'étend  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes.  Nous  développerons  encore  les  calculs 
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pour  trois  variables.  Soient  P,  Q,  R  trois  fonctioDs  de  x^  y^  z, 
l'équation  aux  difTérenlielles  totales 

(45)  du^P  dx-^-Çldy-^^dz 

est  équivalente  à  trois  équations  distinctes 

au       -^  àvL  du. 

En  calculant  de  deux  façons  différentes  les   dérivées  ^ — -r-y 

àx  oy 

T—^y  j—j-^  ^^  obtient  trois  conditions  pour  que  le  problème  soit 
possible 

(47) 

Supposons-les  satisfaites.  D'après  la  première,  il  existe  une 
infinité  de  fonctions  u{Xy  y  y  z)  dont  les  dérivées  partielles  par 
rapport  k  x  ety  sont  respectivement  P  et  Q  ;  elles  sont  comprises 
dans  la  formule 


dP       dQ 

àP       dR 

dQ       dH 

dy  ~~  àx 

dz  ^  dx* 

dz        dy 

u=   f    P(x,y,z)dx-^j    Q(xo,  7,  ^)c(^-+-Z, 


Z  désignant  une  fonction  arbitraire  de  z.  Pour  que  la  dérivée  3- 
soit  égale  à  R,  il  faut,  de  plus,  que  l'on  ait 


/'s^-/^'^^^'*-^-»' 


'^dQ(xo.r.z)  ^     .    dZ 
condition  qui  se  réduit,  en  tenant  compte  des  relations  (47))  ^ 


dX. 

ou 

^  =f^{xo,yQ,z). 

On  en  conclut  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  u{Xf  y,  z) 
satisfaisant  à  l'équation  (4^))  ^l'^s  sont  représentées  par  la 
formule 


(48) 


P(x,y,z)dx-h  I     Q{:x;o,y,z)dy'^   1     R(xoty%,  t)dz -h  C, 


II.  —  INTÉGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  TOTALES.  Z5y 

^9y  yoi  ^0  étant  trois  valeurs  numériques  choisies  à  volonté,  et  C 
une  constante  arbitraire. 

152.  Étude  de  llntégrale   f      Prfx  +  Qrf>^.  —  La  question 

précédente  peut  être  traitée  à  un  autre  point  de  vue  qui  permet 
une  étude  plus  approfondie  et  conduit  à  des  résultats  nouveaux. 
Soient  P(:p,  y)  et  Q(x,  y)  deux  fonctions  continues^  et  admettant 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues,  dans  une 
région  A  limitée  par  un  seul  contour  fermé  C;  il  peut  d'ailleurs 
arriver  que  cette  région  A  embrasse  tout  le  plan,  ce  qui  revient  à 
supposer  le  contour  C  rejeté  à  l'infini.  L'intégrale  curviligne 

prise  le  long  d'un  chemin  L  situé  tout  entier  dans  A,  dépend  en 
général  du  chemin  d'intégration;  nous  allons  d'abord  chercher  à 
quelles  conditions  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  coordon- 
nées (j^oj^o)?  (^i,^i)  des  extrémités  de  celte  ligne.  Soient  M  etN 
deux  points  quelconques  de  la  région  A,  et  L,  \J  deux  chemins 
joignant  ces  deux  points,  sans  se  croiser  entre  les  extrémités;  ils 
forment,  par  leur  réunion,  un  contour  fermé.  Pour  que  les  inté- 
grales curvilignes  prises  le  long  de  L  et  de  L'  soient  égales,  il  faut 
évidemment  et  il  suffit  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  que  forment  ces  deux  lignes,  en  marchant  toujours  dans  le 
même  sens,  soit  nulle.  La  question  proposée  est  donc  équivalente 
à  celle-ci  :  Que  jaut-il  pour  que  V intégrale  curviligne 


s 


Vdx-^(ldy, 


prise  le  long  d^ un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  A, 
soit  nulle? 

La  réponse  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  de  Green, 

(49)  Jjd.^<^dy=JJ(^^^-'^)d.dy, 

OÙ  c  est  un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  A,  et  où  l'inté- 
grale double  est  étendue  à  l'intérieur  de  C.  Il  est  clair  que  si  les 


358  CHAPITRE   VII.   —   INTÉGRALES  MULTIPLES. 

dériyées  des  fonctions  P  et  Q  satisfont  à  la  relation 

dP      dO 


(43)' 


dy        Ox 


l'intégrale  curviligne  du  premier  membre  est  toujours  nulle.  Cette 
condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  -^ y-  n'est  pas  identique- 
ment nul  dans  la  région  A,  comme  c'est  une  fonction  continue,  on 
pourra  toujours  trouver  une  région  a  assez  petite  pour  que  le  signe 
soit  constant  dans  a;  il  est  clair  que  l'intégrale  curviligne  prise  le 
long  du  contour  de  a  ne  pourra  être  nulle,  d'après  la  formule  (49)* 

Si  la  condition  (43/  est  vérifiée  identiquement,  deux  che- 
mins L,  U,  ayant  les  mêmes  extrémités  M,  N,  et  ne  se  croisant  pas 
entre  ces  extrémités,  donnent  la  même  valeur  pour  l'intégrale  cur- 
viligne. Il  en  est  encore  de  même  s'ils  se  coupent  un  nombre  quel- 
conque de  fois  entre  M  et  N,  car  il  suffit  de  les  comparer  à  un  troi- 
sième chemin  L",  ne  rencontrant  aucun  des  deux  premiers,  sauf 
aux  points  M  et  N. 

Cela  posé,  supposons  que  l'une  des  extrémités  de  la  ligne  d'in- 
tégration soit  un  point  fixe  (xq,  y^),  la  seconde  extrémité  {x^y) 
étant  un  point  variable  de  A  ;  l'intégrale 


I         Pdx-^qdy, 


prise  suivant  un  chemin  de  forme  arbitraire,  ne  dépend  que  des 
coordonnées  {x,y)  de  l'extrémité  variable.  Les  dérivées  partielles 
de  cette  fonction  sont  précisément  P(^,  y)  et  Q{x,y).  On  a,  par 
exemple, 

¥(x-^\Xyy)  =  F{x,y)-¥-  f  P{x,y)dx, 


(.rj-) 


car  on  peut  supposer  que  l'on  va  d'abord  du  point  (Xq,  j^o)  ^^ 
point  ( X, y)^  puis  du  point  {x^y)  au  point  {x  H-  Ax,  y)  en  restant 
sur  la  parallèle  à  Ox  et,  le  long  de  cette  droite,  on  a  rf^  =  o. 
Appliquons  la  formule  de  la  moyenne,  nous  pouvons  écrire 

F(.r-^Aa7,  r)  —  F(x.y)       .^,         ., 

aX 

en  faisant  tendre  ^x  vers  zéro,  il  vient  FV=^  P,  et  l'on  verrait  de 
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même  que  Ton  a  F' ^^z  Q.  L'intégrale  curviligne  F(x,  j)  vérifie 
donc  Téquation  aux  dilTérentielles  totales  (40'  ^^  ^'^^  obtient 
Tintégrale  générale  de  cette  équation  en  ajoutant  à  F{x,  y)  une 
constante  arbitraire. 

La  nouvelle  formule  est  plus  générale  que  la  formule  (44 )? 
puisque  le  chemin  d^intégration  reste  indéterminé.  Il  est  du  reste 
facile  d'en  déduire  la  formule  (44)-  Pour  éviter  toute  ambiguïté, 
désignons  par  (^o^  J^o)i  (^i>>'*)  ^^s  coordonnées  des  deux  extré- 
mités, et  prenons  comme  chemin  d'intégration  les  deux  droites 
x=Xo,^=^i.  Le  long  de  la  première  on  a  x  ^=^  x^^  rfx  =  o, 
et  y  varie  de  ^o  à  j^i  ;  le  long  de  la  seconde  on  di  y  ^^y^^  dy  =  o, 
X  varie  de  x^  à  ^|.  L'intégrale  est  donc  égale  à 

/      <iix9yy)dy-\-  I      P{x,yi)dx: 

c'est,  à  une  différence  de  notation  près,  la  formule  (44)* 

Mais  il  peut  être  plus  avantageux  de  prendre  un  autre  chemin 
d'intégration.  Supposons  qu'en  posant  x^~'/(l),  y  =  (f(t)^  et 
faisant  varier  ^  de  ^o  ^  ^o  le  point  (x, y)  décrive  un  arc  de  courbe 
joignant  le  point  (xq,  y^ )  au  point  i^x^ ,  ^,  )  ;  on  a 

et  l'on  n'a  plus  qu'une  quadrature  à  effectuer.  Si  l'on  suit, 
par  exemple,  la  ligne  droile,  on  posera  x--XQ-\-i(^Xs  —  Xq), 
y  =  J^o  -f-  ^(j^i  — y  Si)  et  l'on  fera  varier  r  de  o  à  i . 

Inversement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  ^(j?,^) 
de  l'équation  (40'  ^^  ^^  déduira  l'intégrale  curviligne  par  la 
formule 

I         F  dxhQdf  -=^(Xjy)    -^(xo,yo). 

qui  est  l'analogue  de  la  formule  (6)  du  Chapitre  IV. 

153.  Périodes.  —  On  peut  étudier  des  cas  plus  étendus. 
Observons  d'abord  que  la  formule  de  Green  s'applique  aussi  à 
des  aires  limitées  par  plusieurs  contours.  Cousidérons,  pour  fixer 
les  idées,  une  aire  A  limitée  par  un  contour  extérieur  G  et  deux 
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contours  C,  C",  intérieurs  au  premier  {fig*  35),  et  soieat  Pet  Q 
deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier 
ordre,  dans  cette  aire.  (On  doit  regarder  les  portions  du  pian 
intérieures  aux  contours  C,  C",  comme  ne  faisant  pas  partie  de  A  ; 
on  ne  suppose  rien  sur  les  fonctions  P  et  Q  dans  ces  deux  ré- 
gions.) Joignons  les  contours  C,  C"  au  contour  fermé  C  par  les 
transversales  ab^  cd.  Nous  obtenons  ainsi  un  contour  fermé 
abmcdndcpbaqa  ou  F,  qui  peut  être  décrit  d'un  seul  trait.  Si 

Fig.  35. 


nous  appliquons  la  formule  de  Green  à  Taire  limitée  par  ce  con- 
tour, les  intégrales  curvilignes  provenant  des  transversales  ab 
et  cd  se  détruisent,  car  chacune  d'elles  est  décrite  deux  fois  avec 
des  sens  différents,  et  il  reste 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  total  de  l'aire  A, 
c'est-à-dire  le  long  des  trois  contours  G,  G',  Cï  dans  le  sens 
indiqué  par  les  flèches,  de  façon  à  avoir  toujours  à  gauche  l'aire 
enveloppée. 

Si  les  fonctions  P  et  Q  vérifient  la  relation  -J^  =  --  dans  la 

^  dx        dy 

région  A,  l'intégrale  double  est  nulle  et  nous  pouvons  écrire  la 
relation  obtenue 

(5i)  f  Pdx-^qdy=  f  Pdx^qdjr-r-  f   Pdx-\-qdy, 

*^(C)  ^iC)  •Ac") 

en  convenant  maintenant  de  prendre  les  trois  intégrales  curvilignes 
dans  le  même  sens. 

Gela  posé,  reprenons  une  région  A  limitée  par  un  seul  con- 
tour G,  et  soient  P,  Q  deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 


II.   _   INTÉGRATION  DES  DIPPBRBNTIBLLBS  TOTALES.  -361 

dérivées,  vérifiant  la  relation  ^  =  ^,  sauf  en  un  nombre  fini  de 

points  où  Tune  au  moins  des  fonctions  P,  Q  est  discontinue.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ail  dans  A  trois  points  ûr, 
by  c  de  discontinuité.  Entourons  chacun  de  ces  points  d'une  cir- 
conférence de  rajon  très  petit  et  joignons  ces  circonférences  an 

contour  C  par  une  coupure  {/ig.  36).  L'intégrale   I  Pdx  -r  Qrfj, 

Fi  g.  36. 


prise  depuis  un  point  fixe  (jCoîJKo)  jusqu'à  un  point  variable  (j:,j^) 
sur  une  ligne  ne  franchissant  aucune  coupure,  a  une  valeur  unique 
en  chaque  point,  d'après  le  cas  déjà  étudié,  car  le  contour  C,  les 
coupures  et  les  petites  circonférences  forment  une  seule  ligne 
pouvant  être  décrite  d'un  seul  trait  continu.  Nous  désignerons 

par  F(x,  y)  la  valeur  de  cette  intégrale  prise  suivant  le  chemin 
direct  allant  de  Mo(:Co>  JKo)  en  M{x,  y). 

On  appelle  lacet  le  chemin  composé  de  la  ligne  droite  joignant 
le  point  Mo  à  un  point  a'  infiniment  voisin  de  a,  de  la  petite  cir- 
conférence de  rayon  aa'  et  de  centre  a,  el  de  la  droite  a'Mo.  L'in- 
tégrale curviligne    /  P  dx  4-  Q  dy,  prise  le  long  d'un  lacet,  se 

réduit  à  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la  circonférence. 
Cette  dernière  intégrale  n'est  pas  nulle  en  général,  si  l'une  des 
fonctions  P  ou  Q  est  infinie  au  point  a,  mais  elle  est  indépendante 
du  rayon  de  la  petite  circonférence;  c'est  une  constante  ±:  X,  le 
double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  parcours.  Nous 
désignerons  de  même,  par  ihilb  et  ±:  C,  la  valeur  de  l'intégrale 
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curviligne  prise  le  long  d'un  lacel  décrit  autour  de  l'un  des  points 
singuliers  b  ou  c. 

Cela  posé,  tout  chemin  joignant  le  point  Mo  au  point  M  peut  se 
ramener  à  une  suite  de  lacets,  suivis  du  chemin  direct  allant  de  Mq 
en  M.  Par  exemple  le  chemin  Momrf^/M  peut  se  ramener  à  la 
suite  des  chemins  suivants  Mo/nrfMo,  Moû^eM©,  Mo^/Mq,  Mo/"M; 
le  chemin  Mq/tk^Mq  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  lacet  décrit 
autour  du  point  singulier  a,  et  de  même  pour  les  autres.  Enfin 
Mo/M  est  équivalent  au  chemin  direct.  Il  s'ensuit  que,  quel  que 
soit  le  chemin  d'intégration,  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne  est 
de  la  forme 


(52;  ¥[x,  y)  r^¥(x^  y)  -r-  mS^o-^  n'}S\>  -In pO^ 

m,  n,  p  étant  trois  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  absolu- 
ment quelconques.  Les  quantités  X^  i)b,  G  sont  les  périodes  de 
l'intégrale  curviligne.  Cette  intégrale  est  donc  une  fonction  des 
variables  x^  y,  qui  admet  une  infinité  de  déterminations,  et  nous 
vo}^ons  l'origine  de  ces  déterminations  multiples. 


Remarque.  —  La  fonction  F(^,  y)  est  une  fonction  bien  déter- 
minée dans  la  région  Â,  quand  on  a  tracé  les  coupures  aa,  6^,  cy; 
mais  on  doit  remarquer  qu'en  deux  points  infiniment  voisins 
tels  que  m,  m',  de  part  et  d'autre  d'une  coupure,  la  différence 

F(/w  )  —  V{m' )  a  une  valeur  finie.  On  a,  en  effet, 

^m  y%fn'  j^^n 

X—  I     -h  /      -+-  / 

''Mo  *^m  •  'm' 

ce  qui  peut  s'écrire 

I      —  I      -\-  X  -^  j      : 

mais    /     est  infiniment  petit,  et  il  reste 

•On' 


F(m)  —  F(m')  —  X, 


La  différence  F(/«)  —  F(/7?')  est  donc  constante  et  égale  à  X  tout 
le  long  de  aa.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres  coupures. 
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Exemple.  —  L'intégrale  curviligne 


^""'^"^  X  dy  —  y  dx 


présente  un  seul  point  critique,  l'origine.  Pour  avoir  la  période 
correspondante,  intégrons  le  long  du  cercle  x^-^y^^^^'-\  on  a 

ar  —  p  cosco,        y=psîna),         x  dy — ydx  =  ^^d(»>, 

f      dto  -^  211.  La  vérification  est  immé- 

0 

diatCy  car  on  a  sous  le  signe  /  la  diflFérentielle  totale  de  arc  tang— • 

154.  Racines  communes  à  deux  équations.  —  Soient  X,  Y  deux  fonc- 
tions continues  des  variables  x,  y,  dans  une  région  A  limitée  par  un  seul 
contour  fermé  G;  nous  supposons  que  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  sont  aussi  continues. 

L'expression  — ^^    ~V2~  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité,  car 

Y 
elle  est  la  difTérentielle  totale  de  arctang:^-    Il  s'ensuit  que  l'intégrale 

définie 

r\  rfY  -  Y  dX 
(53,  f       -x^^-Y^' 


'(Cl 

prise  le  long  du  contour  G  dans  le  sens  direct,  est  nulle  si  les  coefficients 

de  dx  et  de  dy  sous  le  signe    /  restent  continus  à  l'intérieur  de  G,  c'est- 

à-dire  si  les  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o  n'ont  aucun  point  commun  à  l'inté- 
rieur de  ce  contour.  Mais  si  ces  deux  courbes  ont  un  certain  nombre  de 
points  communs  a^  b,  c,  . . .,  l'intégrale  (53)  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales prises  dans  le  sens  direct  le  long  des  petites  circonférences  décrites 

des  points  a,  6,  c, ,  comme  centres.  Soient  (a,  P)  les  coordonnées  d'un 

de  ces  points  communs;  nous  supposerons  qu'en  ce  point  le  déterminant 

D(X   \) 
fonctionnel  .^\ — ^ —  ;  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  les  deux  courbes  X  =  o, 

.   D(x,  y)  ' 

Y  =  o  ne  sont  pas  tangentes  en  ce  point.  Nous  pouvons  alors  décrire  du 
point  (a,  P)  comme  centre  un  cercle  c  de  rayon  assez  petit  pour  que  le 
point  X,  Y  décrive  autour  du  point  (o,  o)  une  petite  portion  de  surface 
plane,  limitée  par  un  contour  y,  qui  corresponde  point  par  point  du 
cercle  c  (n"  25  et  127). 

Lorsque  le  point  (Xjy)  décrit  la  circonférence  c  dans  le  sens  direct,  le 
point  (X,  Y)  décrit  le  contour  y  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétro- 
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grade,  suivant  le  signe  du  déterminant  fonctionnel  dans  ce  petit  cercle. 
Or  rintégrale  définie  le  long  de  la  petite  circonférence  est  égale  à  la  varia- 

Y 

tion  de  arc  tang^?  et  par  suite  à  db  211.  En  raisonnant  de  même  pour  toutes 

les  racines,  on  en  conclut  que  l'on  a 

XdY  —  \  d\ 


(54)  J         ^a_a-Y«~  ""^'^(P-^)> 


P    désignant  le    nombre  des  points  communs  aux   deux  courbes  pour 

D(X  Y) 
lesquels  -^ — - — -  est  positif,  et  N  le  nombre  des  points  communs  pour 

lesquels  le  déterminant  est  négatif. 
L'intégrale  définie  du  premier  membre  est  aussi  égale  à  la  variation  de 

Y  Y 

arctang=T  le  long  de  C,  c'est-à-dire  à  l'indice  de  la  fonction  =?  lorsque  le 

point  (a:,  ^)  décrit  le  contour  C.  Si  les  fonctions  X,  Y  sont  des  polynômes, 
et  si  le  contour  G  est  formé  d'arcs  de  courbes  unicursales,  on  est  ramené 
à  calculer  l'indice  d'une  ou  plusieurs  fonctions  rationnelles,  ce  qui  n'exige 
que  des  opérations  élémentaires  (n"  77).  D'ailleurs,  quelles  que  soient  les 
fonctions  X,  Y,  on  peut  toujours  calculer  l'intégrale  définie  (54)  avec  une 
erreur  inférieure  à  ir,  ce  qui  suffit,  puisque  le  second  membre  doit  être  un 
multiple  de  air. 

La  formule  (54)  ne  fait  connaître  le  nombre  exact  des  points  communs 
aux  deux  courbes  que  si  le  déterminant  fonctionnel  conserve  un  signe 
constant  à  l'intérieur  de  C.  Des  travaux  récents  de  M.  Picard  ont  permis 
de  compléter  ce  résultat  fM. 

155.  Extension  des  résultats  précédents.  —  Les  résultats  des  derniers 
paragraphes  s'étendent  sans  modification  essentielle  aux  intégrales  curvi- 
lignes dans  l'espace 

(55)  U  =   /  Fdx~Qdy-\-Kdz. 

•^(■'"o-.ro.s») 

Nous  désignerons  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  une  région  (E)  de  l'espace, 
limitée  par  une  seule  surface  fermée  S.  Cherchons  d'abord  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  curviligne  précédente  ne  dépende  que  des  extré- 
mités (xo,  yoy  Zo)j  (x^y^  z)  de  la  ligne  d'intégration.  Cela  revient  encore 
à  chercher  dans  quels  cas  l'intégrale  curviligne,  prise  le  long  d'une  courbe 
fermée  quelconque  T,  est  nulle.  Or,  d'après  la  formule  de  Stokes  (n®  136), 
cette  intégrale  curviligne  est  égale  à  l'intégrale  de  surface 


(  •  )  Traité  d'Analyse,  t.  11. 
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étendue  à  une  surface  Z  limitée  par  le  contour  F.  Pour  que  cette  intégrale 
de  surface  soit  nulle,  quel  que  soit  le  contour  F,  il  faut  évidemment  et  il 
suffit  que  Ton  ait 

àP_àq  àPd^  ^_^. 

dy        àx^         dz  ~'  dx^         dz  ~'  ày 

Sî  ces  conditions  sont  remplies,  U  est  une  fonction  des  variables  â?,  y^  z, 
dont  la  différentielle  totale  est  P  cfar  -h  Q  cf^  -+-  R  dz^  et  qui  est  uniforme 
dans  la  région  E  de  l'espace.  Pour  avoir  la  valeur  de  U  en  un  point,  on 
pourra  choisir  arbitrairement  le  chemin  d'intégration. 

Si  les  fonctions  P,  Q,  R  vérifient  les  relations  (5G),  mais  deviennent 
infinies  en  tous  les  points  d'une  ou  plusieurs  lignes  dans  (E),  on  en  déduit 
des  conséquences  analogues  à  celles  qui  ont  été  développées  au  n"  153. 

Si,  par  exemple,  Tune  des  fonctions  P,  Q,  R  devient  infinie  en  tous  les 
points  d'une  courbe  fermée  y»  l'intégrale  U  admettra  une  période  égale  à  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  contour  fermé  traversant 
une  fois,  et  une  seule  fois,  une  surface  (x  limitée  par  la  courbe  y- 

On  peut  aussi  se  proposer,  pour  les  intégrales  de  surface,  une  question 
tout  à  fait  pareille  à  celle  qui  a  été  traitée  pour  les  intégrales  curvilignes. 
Désignons  par  A,  B,  G  trois  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre,  dans  la  région  E  de  l'espace  limitée  par  une  seule  sur- 
face fermée  S.  Soit  21  une  surface  prise  dans  E,  et  limitée  par  un  contour 
de  forme  quelconque  F.  L'intégrale  de  surface 

(57)  I  =  f  f  Kdydz-\'Bdzdx-\'Cdxdy 

dépend  en  général  de  la  surface  21  elle-même,  et  non  pas  seulement  du 
contour  F.  Pour  que  cette  intégrale  ne  dépende  que  du  contour  F,  il 
faudra  que  l'intégrale  double  étendue  à  une  surface  fermée  quelconque 
prise  dans  E  soit  nulle.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  nous  est 
donnée  immédiatement  par  la  formule  de  Green  (nol49).  Nous  savons,  en 
effet,  que  l'intégrale  double  précédente,  étendue  à  une  surface  fermée,  est 
égale  à  l'intégrale  triple 


IIKé^^^f^'^'^y'''' 


étendue  au  volume  limité  par  cette  surface.  Pour  que  cette  dernière  inté- 
grale soit  nulle,  quel  que  soit  ce  volume,  il  faut  évidemment  que  les  fonc- 
tions A,  B,  G  vérifient  la  relation 

,,«  àk.       dh       dQ 

(^^'  ôx^é^-^Tz^-''^ 

et  cette  condition  est  suffisante. 

La  formule  de  Stokes  en  donne  une  vérification  facile.  En  effet,  étant 
données  trois  fonctions  A,  B,  G  vérifiant  la  relation  (58),  on  peut,  d'une 
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infinité  de  manières,  déterminer  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R,  telles  que 
Ton  ail 

^   ^^  dy        âz  ^         dz        dx  àx        dy 

D'abord,  si  ces  équations  admettent  une  solution,  elles  en  admettent 
une  infinité,  car  elles  ne  changent  pas  quand  on  remplace  P,  Q,  R  par 

P-.^^.     Q^f,     R^J 
iix  dy  ôz 

respectivement,  X  étant  une  fonction  quelconque  de  x^  y  y  z.  Cela  étant, 
prenons  R  ~  o;  on  tire  des  deux  premières  relations  (Sg  ) 

P=    /     h{x,yyz)d3-i-^{x,y),        Q^—j     X(x,  y,  z)dz -h  ^{x,y), 

T(^»y)  6^  ^{'^yy)  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  En 
portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  (Sg),  elle  devient 

ou,  en  tenant  compte  de  la  condition  (58), 

àà        d9       ^.  . 

on  peut  encore  choisir  arbitrairement  une  des  fonctions  <p,  i}/. 

Ayant  ainsi  déterminé  trois  fonctions  P,  Q,  R  satisfaisant  aux  équa- 
tions (59),  l'intégrale  de  surface  est  égale,  d'après  la  formule  de  Stokes,  à 
rintégrale  curviligne 

f  Vdx-^qdy-r^Kdz\ 


elle  ne  dépend  donc  que  du  contour  T. 


EXERCICES. 

1.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  triple 

[5{x  —y)^-\-^az  —  4»']  dx  dy  dz, 


fff^ 


étendue  au  volume  défini  par  les  inégalités 

x^n-y^  —  az  ':r^o,        a7«-hj^*-f-^*— 2a'<o. 

[Licence  :  Montpellier,  iSgS.) 
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â.  Calculer  l'aire  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

•^  a*x*~*-  o*y* 

et  le  volume  limité  par  cette  surface. 

3.  Étudier  les  propriétés  de  la  fonction 

X  T  Z 

F(X,  Y,  Z)-    r    dx  f    dy  f  f{x,y,z)dz, 

^'*        •/r»        *^«» 

considérée  comme  fonction  de  X,  Y,  Z.  Étendre  les  résultats  du  n°  125. 

4.  Trouver  le  volume  limité  par  la  portion  de  la  surface  reprcsentce 
par  l'équation 

qui  est  située  dans  le  trièdre  Oxyz, 

5.  Ramener  à  une  intégrale  simple  l'intégrale  multiple 

II.,.   I  X^^X^*  .  .  .xJi'*¥{X\-\-  X^-^.  .  .-^- Xn)dXxdXi.  .  .dxn^ 

étendue  au  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

(on  procède  comme  au  n^  148). 

6.  Même  question  pour  l'intégrale  multiple 

Cf. . .  fx'i^x'i* . . .  2rS-F  r^|l  V'' -t- . . .  4-  (^)''"1  dx.dxt . . .  dx„, 

étendue  au  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

o1t„  o^a?,,  ...,  Oj:Xn,  (  — )     4-...-f-(—  I       -I. 

*7.  Démontrer  la  formule 

n 
I    I    I    '  '  '    I  ^^^  ^^i  '  *  *  ^^n  ^^ 


l'intégrale  multiple  étant  étendue  au  domaine  D  défini  par  l'inégalité 

X*   ~T~  ^4  *•"  ■   •   •  "•      •''/i  *^    '  • 
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*8.  Démontrer  la  formule 


f     d^  I      F(acosO  +  6  sinô  coscp +csinô  sinQp)8in6  ^(p  =  21C  /      F(uR)du, 

où  a,  6,  c  sont  des  constantes  quelconques  et  où  Ton  pose  R  =  /a'-+-A*-+-c*. 

[Poisson.] 
[On  peut  observer  que  l'intégrale  double  représente  une  certaine  inté- 
grale de  surface  étendue  à  la  sphère  a?' -t- ^* -f- z*  =  i ,  et  prendre  le 
plan  bx  -^  cy  -h  az  =  o  pour  nouveau  plan  des  xy,] 

*9.  Soit  p  =  F(ô,  cp)  l'équation  d'une  surface  fermée  en  coordonnées 
polaires.  Démontrer  que  le  volume  limité  par  cette  surface  est  égal  à  l'in- 
tégrale double  étendue  à  toute  la  surface 

(a)  ^JJpcos^dfi, 

dv  étant  l'élément  d'aire,  et  y  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  la 
normale  extérieure. 

*10.  Un  ellipsoïde  étant  représenté  par  l'équation 

=  I, 


définissons  un  point  de  sa  surface  par  les  coordonnées  elliptiques  v  et  p, 
c'est-à-dire  par  les  racines  de  l'équation  précédente  où  Ton  aurait  rem- 
placé [i  par  l'inconnue  {voir  n^  iÂl),  L'application  des  formules  (29)'  au 
volume  de  cet  ellipsoïde  conduit  à  la  relation  suivante  : 


^,._p.),/^,.    -p'M<.-'-v.)^^^.      ^,(^._^,, 


L'application  de  la  formule  (a)  donne  de  même 


"*  (v« — p*)rfv  Tt 


—  • 


^     /(6»— p*)(c*— p«)(v«— 6«)(c«--v«)       a 

[Lam^.] 

11.  Déterminer  les  fondions  P(a?,  y),  Q(a7,  y)^  continues   ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles,  de  telle  façon  que  l'intégrale  curviligne 

jV(x  -h  a,  ^  H-  p  )  cte  -H  Q(ar  -h  a,  ^  -h  P)  dy, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  des  con- 
stantes a,  p  et  ne  dépende  que  du  contour  lui-même. 

[Licence  :  Paris,  juillet  1900.] 


CH4PITRE  VIII. 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES. 


I.  —  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SÉRIES.  —  RÈGLES 

DE  CONVERGENCE. 

156.  Définitions  et  généralités.  —  Les  propriétés  élémentaires 
des  séries  sont  exposées  en  détail  dans  tous  les  cours  d'Algèbre. 
Nous  en  résumerons  rapidement  les  points  principaux. 

Considérons  d'abord  une  suite  indéfinie  de  quantités 

dont  chacune  occupe  un  rang  déterminé;  cette  suite  est  dite  con- 
vergente si  Sn  tend  vers  uije  limite  5  lorsque  le  rang  n  augmente 
indéfiniment.  Toute  suite  qui  n'est  pas  convergente  est  dite 
divergente;  cela  peut  arriver  soit  que  5,1  finisse  par  rester  supé- 
rieur à  tout  nombre  donné  à  l'avance,  soit  que  s„  ne  tende  vers 
aucune  limite,  sans  augmenter  indéfiniment. 

Pour  qu'une  suite  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu!à 
tout  nombre  positif  t  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre 
entier  n  tel  que  la  différence  Sn+p  —  Sn  soit  moindre  que  t  en 
valeur  absolue,  quel  que  soit  le  nombre  entier  positif  p, 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  s,t  a  pour  limite  s 
lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  .peut  trouver  un  nombre  n 
assez  grand  pour  que  toutes  les  diff^érences  s  —  .v„,  s  —  s„^i  >  •  •  •  ? 

s  —  Sn^p^  . .  •,  soient  inférieures  en  valeur  absolue  à  -•  La  diff*é- 

rence  Sn^p  —  Sn  sera  donc  moindre,  quel  que  soit/?,  que  2  -  =  e. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  nous  introduirons  une  nouvelle 
notion  très  importante,  due  à  Cauchj.  Supposons  tous  les  termes 

G.  '  3^4 
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de  la  suite  (i)  inférieurs  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  N; 
tous  les  uombres  compris  entre  —  N  et  -+-  N  peuvent  être  séparés 
en  deux  classes  de  la  façon  suivante.  Nous  dirons  qu\m  nombre 
appartient  à  la  classe  A,  s^il  existe  une  infinité  de  termes  de  la 
suite  (1)  supérieurs  à  ce  nombre,  et  à  la  classe  B,  s'il  n'existe  qu\iQ 
nombre  fini  de  termes  de  la  suite  (i)  supérieurs  à  ce  nombre.  Il 
est  clair  qu'un  nombre  compris  entre  — N  et  +  jN  appartient  à 
Tune  des  deux  classes,  et  que  tout  nombre  de  la  classe  A  est  infé- 
rieur à  un  nombre  quelconque  de  la  classe  B.  Soit  S  la  limite 
supérieure  des  nombres  de  la  classe  A,  qui  est  en  même  temps  la 
limite  inférieure  des  nombres  de  la  classe  B.  C'est  ce  nombre  S 
que  Caucliy  appelle  la  plus  grande  des  limites  (*)  des  termes  de 
la  suite  (1).  Il  ne  faut  pas  confondre  S  avec  la  limite  supérieure 
des  termes  de  la  suite  (i);  ainsi,  pour  la  suite 

1       I  I 

I      -,    -,     ...,     —,     ... 

la  limite  supérieure  (n®  68)  est  i,  tandis  que  la  plus  grande  des 
limites  est  o. 

11  est  facile  de  justifier  le  nom  adopté  par  Gauchy.  D'après  la 
définition  même  du  nombre  S,  il  existe  toujours  une  infinilé  de 
termes  de  la  suite  (1)  compris  entre  S  —  £  et  S  -f-  s,  aussi  petit  que 
soit  le  nombre  positifs.  Considérons  alors  une  suite  de  nombres 
positifs  dt'^croissants  êi,  So»  •  •  -i  £//î  .  .  .,  le  terme  général  e„  ten- 
dant vers  zéro,  et  à  chaque  nombre  s/  faisons  correspondre  un 
nombre  a/  de  la  suite  (1)  compris  entre  S  —  £/  et  S -|- £,.  Nous 
obtenons  ainsi  une  suite  de  nombres  ai,  a^,  .  .  .,  a„,  .  .  .  appar- 
tenant à  la  suite  (i)  et  ayant  pour  limite  S.  D'ailleurs  il  est  clair, 
d'aprt'S  la  façon  même  dont  on  a  défini  S,  qu'on  ne  pourrait  pas 
détacher  de  la  suite  (1)  une  suite  partielle  ayant  pour  limite  un 
nombre  supérieur  à  S.  Lorsqu'une  suite  est  convergente,  la  limite 
est  évidemment  le  nombre  S  lui-même. 

Cela  posé,  supposons  que  la  di (Té renée  5,/+^  —  Sn  de  deux  termes 
de  la  suite  (1)  soit   inférieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre 


(•)  Résumés  analytiques  de  Turin,  i833  {Œuvres  complètes,  a*  série,  t.  X, 

p.  49)- 

La  définilion  s'étend  d'clle-mèoie  à  toul  ensemble  de  nombres  limité  supérieu- 
rement. 
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posilife,  quel  que  soit  le  nombre  positif/?.  Tous  les  termes  de  la 
suite  (1)  sont  compris,  à  partir  de  s„^  entre  s„  —  e  et  Sn  -+-  e.  Soit  S 
la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite;  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  on  peut  dëiacher  de  la  suite  (i)  une  suite  par- 
tielle ayant  pour  limite  S,  et,  tous  les  termes  de  cette  suite  par- 
tielle étant  compris,  à  partir  d'un  certain  rang,  entre  ^/<  +  e 
et  Sft  —  e,  il  est  clair  que  la  valeur  absolue  de  S  —  Sn  est  au  plus 
égale  à  e.  Soit  maintenant  Sm  un  terme  quelconque  de  la  suite  (i), 
dont  rindice  m  est  supérieur  à  n.  Nous  pouvons  écrire 

5m—  S  =  (S,n  —  Sn)  ■+-  (««  —  S), 

et  la  valeur  absolue  du  second  membre  est  inférieure  à  ae.  Gommes 
est  un  nombre  positif  arbitraire,  il  s'ensuit  que  le  terme  général  5/» 
a  pour  limite  S,  lorsque  Tindice  m  augmente  indéfiniment. 

Remarque,  —  Si  S  est  la  plus  grande  des  limites  des  termes 
de  la  suite  (i),  tout  nombre  supérieur  à  S  est  de  la  classe  B,  et 
tout  nombre  inférieur  à  S,  de  lu  classe  A.  Le  nombre  S  lui-même 
peut  être  de  la  classe  A  ou  de  la  classe  B. 

157.  Étant  donnée  une  suite  infinie  quelconque 

MO)  **1>  Wj,  .     .    .    ,  Ufty  ... 

on  dit  que  la  série 

esi  convergente,  si  la  suite  formée  par  les  sommes  successives  des 
termes  de  cette  série 


S©  =  Wo»  S|  =  Wq  -h  «I,  ....  •*^,7  -     Wj  H-  /'i  -  - .  .  .  -4-  M,/, 


•  » 


est  elle-même  convergente.  Soit  S  la  limite  de  cette  suite,  c'est 
à-dire  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  S«  lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  S  s'appelle  la  somme  de  la  série  précédente,  et  l'on 
indique  cette  dépendance  par  l'cj^alité 

-hoc 

s   =   Mo  4-  Ui  H-  ...  -f    W/,  -h  ...  —    ^  Wy. 

V  — 0 

Une  série  qui  n'est  pas  convergente  est  appelée  divergente. 
Reconnaître  si  une  série  est  convergente  ou  divergente  revient 
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donc  à  reconnaître  si  la  suite  formée  par  les  sommes  succes- 
sives Sq,  S|,  S2,  ...  est  elle-même  convergente  ou  divergente. 
Inversement,  pour  savoir  si  une  suite  infînie  quelconque 

est  convergente,  il  suffit  d^examiner  la  série 

car  la  somme  S,i  des  (n  +  1)  premiers  termes  de  cette  série  est 
évidemment  égale  au  terme  général  s„  de  la  suite  considérée. 
Cette  remarque  est  d^une  application  fréquente. 

La  série  (2)  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que 
la  série 

obtenue  en  supprimant  les  p  premiers  termes  de  la  série  (2).  En 
effet,  soient  S„{n  >/>)  la  somme  des  n  -\-  i  premiers  termes  de  la 
série  (i),  et  S„_^  la  somme  des  n  — /;  -}-  i  premiers  termes  de  la 
série  (3)  : 


'^n—p  —  Wyi  ^~  '^/n-l  -^  «  .  •  -f-  M/i  » 


la  différence  S„  —  S«_^  =  Wo4-  Wi  +•  • .+  f^p-ï  ne  dépendant 
pas  de  n,  si  la  somme  S»  tend  vers  une  limite,  il  en  est  de  mémo 
deS/,_^,  et  inversement.  Il  suit  de  là  que,  pour  reconnaître  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente,  on  peut  toujours  négliger 
autant  de  termes  que  Ton  voudra,  au  commencement  de  la  série. 
Soient  S  la  somme  d'une  série  convergente,  S„  la  somme  des  n  -h  i 
premiers  termes  de  la  série,  et  R,,  la  somme  de  la  série  commen- 
çant au  terme  Un^\ 

On  a  évidemment 

S  =  S/,-h  R/i- 

Il  est  en  général  impossible  de  calculer  exactement  la  somme  S 
d'une  série  convergente;  si  l'on  prend  pour  valeur  approchée  de  S 
la  somme  S/i  des  n+i  premiers  termes,  l'erreur  commise  est 
égale  à  R/,.  Puisque  S/,  a  pour  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, la  différence  R;,  tend  vers  zéro,  et  l'on  peut  toujours 
prendre  un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  que  Terreur  com- 
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mise  en  remplaçant  S  par  S//  soil  moindre  que  tout  nombre  donné 
à  l'avance,  du  moins  théoriquement.  Il  suffit  de  connaître  une 
limite  sup«'*rieure  de  R»  pour  se  rendre  compte  de  l'approximation 
obtenue.  Il  est  clair  que,  dcins  la  pratique,  les  seules  séries  qui  se 
prêtent  aux  calculs  numériques  sont  celles  pour  lesquelles  le 
reste  R,|  tend  assez  rapidement  vers  zéro. 

De  la  déOnition  même  de  la  convergence  résultent  un  certain 
nombre  de  propriétés  qu'il  nous  suffira  d'énoncer  : 

i^  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  d'une  série  par  un  nombre 
constant  a,  diiTérent  de  zéro,  la  nouvelle  série  est  convergente  ou 
divergente  en  même  temps  que  la  première;  lorsque  la  première 
est  convergente  et  a  pour  somme  S,  la  somme  de  la  seconde  série 
est  aS  ; 

2"  Si  l'on  a  deux  séries  convergeutes 

Wo  -H  Wi  -H  Ml  -f- .  .  .  -h  Mn  -h  .  .  . 

Vo  -^  Vi  -^  Vi  -h.,  .-i-  Vn  "h.  .  . 

ayant  respectivement  pour  sommes  S  et  S',  la  nouvelle  série 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme, 

est  convergente  et  a  pour  somme  S  -H  S'.  Il  en  serait  de  même  si 
l'on  ajoutait  terme  à  terme/?  séries  convergentes; 

3"  On  ne  modifie  pas  la  converj;ence  ou  la  divergence  d'une  série 
en  changeant  la  valeur  d'un  nombre  fini  de  termes  de  cette  série; 
car  cela  revient  à  augmenter  ou  à  diminuer  toutes  les  sommes  S„ 
d'une  quantité  constante,  à  partir  d'une  valeur  assez  grande  de  n. 

La  critérium  de  conver*;ence  d'une  suite  infinie  quelconque, 
appliqué  aux  séries,  donne  la  règle  générale  de  convergence  de 
Cauchy  (*).  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  e  on  puisse  faire  correspondre 
un  nombre  entier  n,  tel  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  à  partir  de  Un^\  soit  moindre  en  valeur  absolue  que  e. 

On  a  en  effet  ^n^p —  S„=  Un+\  H-  Un+i-^'  •  •+  "«+;»•  E'«  par- 
ticulier le  terme  général  Un^\  =  Sn+t  —  S«  doit  tendre  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

(*)  Exixices  de  Mathématiques;  1827.  Œuvres  complètes,  t.  Vil,  2*  série^ 
p.  267. 
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La  règle  de  Cauchy  e&l  absolument  générale,  mais  elle  esl  dlffî- 
cilemenl  applicable  dans  la  pmliqiie;  elle  n'est  au  fond  que  le 
développement  de  la  notion  même  de  limite.  Nous  allons  rappeler 
les  règles  pratiques  les  plus  usllces  pour  reconnaîlre  la  conver- 
gence ou  la  divergence  d'une  série.  Ces  règles  offrent  toutes  ce 
caractère  commun  de  n'élre  applicables  que  dans  des  cas  particu- 
liers, mais  elles  suffisent  dans  la  plupart  des  cas. 

.  158.  Séries  à  termes  positifs.  —  Les  séries  dont  tous  les  termes 
sont  positifs  ont  une  grande  importance,  et  nous  commencerons 
par  les  étudier.  Dans  une  telle  série,  la  somme  S^  va  en  croissant 
avec  n  ;  pour  que  la  série  soit  convergente,  il  suffira  donc  que  cette 
somme  S^  reste  inférieure  à  une  limite  fixe,  quel  que  soit  n.  Le 
procédé  le  plus  général  pour  décider  de  la  convergence  ou  de  la 
divergence  d'une  série  consiste  à  comparer  la  série  proposée  à  une 
autre  série  déjà  étudiée.  On  s'appuie  pour  cela  sur  les  deux  pro- 
positions suivantes  : 

1°  Si  une  série  à  termes  positifs  a  tous  ses  termes  inférieurs 
ou  au  plus  égaux  respectivement  à  ceux  d'une  autre  série  conver- 
gente à  termes  positifs,  la  prenriière  série  est  convergente. 

Car  la  somme  S^  des  n  premiers  termes  delà  série  proposée  est 
évidemment  plus  petite  que  la  somme  S'  de  la  seconde  série;  elle 
a  donc  une  limite  S  inférieure  à  S'. 

2.^  Si  une  série  à  termes  positifs  a  tous  ses  termes  plus  grands 
respectivement  que  ceux  d'une  série  divergente  à  termes  positifs, 
elle  est  également  divergente. 

Car  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première  série  esl 
supérieure  à  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde  et  par 
suite  augmente  indéfiniment  avec  n. 

On  peut  faire  la  comparaison  de  deux  séries  d'une  autre  façon, 
en  s'appujant  sur  le  lemroe  suivant  :  Soient 

(U)  Mo -h  Wi -h  Mt-4-.  ..-+-!*«  +  ..  . 

(V)  i^o -l- t^l  -+-  «'î  H- .  •  .  H- t^rt -+- ■  •  . 

deux  séries  à  termes  positifs.  Si  la  série  (U)  est  convergente  et  si, 


série  (V)  est  aussi  convergente.  Si  la  série  (U)  est  divergente  el 


a  partir  d  un  certain   rang,  on  a    constamment  — -^  <[ -y  la 
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SI,  à  parlîr  d'un  certain  rang,  on  a  constamment  -^^  <  ^^^,  la 

série  (V)  est  également  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  que  Tinégalité 

-^  <;  _^±1  soit  vérifiée  pour  n^p.  Comme  on  n'altère  pas  la 

convergence  d'une  série,  ni  le  rapport  d'un  terme  au  précédent, 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  même  facteur  constant,  on 
peut  supposer  Vp<i  itp.  et  il  est  évident  que  l'on  aura  i^p^t  <  "/>+m 
puis  i'p^2<^  ^^p+27  •  •  ••  La  série  (V)  sera  donc  convergente.  La 
seconde  partie  du  lemme  s'établit  de  la  même  façon. 

Étant  donnée  une  série  à  termes  positifs,  de  caractère  connu, 
on  peut  la  prendre  comme  terme  de  comparaison,  et  l'on  obtient 
ainsi  deux  propositions  permettant  dans  certains  cas  d'affirmer  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  autre  série  à  termes  positifs, 
suivant  que  l'on  compare  les  termes  eux-mêmes  des  deux  séries, 
ou  les  rapports  de  deux  termes  consécutifs. 

159.  Règles  de  Cauchy  et  de  d'Alembert.  —  La  série  la  plus 
simple  que  Ton  puisse  prendre  comme  terme  de  comparaison 
est  la  progression  géométrique  de  raison  r,  qui  est  convergente 
si  r<i,  et  divergente  si  r^i.  La  comparaison  d*une  série  à 
termes  positifs  avec  une  progression  géométrique  conduit  à  la 
régie  suivante,  due  à  Cauchy  : 

Lorsque,  dans  une  série  à  termes  positifs,  sfûn  est,  à  partir 
d^un  certain  rang,  constamment  moindre  qu^un  nombre  fixe, 

inférieur  à  V unité,  la  série  est  convergente;  si  \Jun  est,  à  partir 
d^un  certain  rang,  constamment  supérieur  à  V unité,  la  série 
est  divergente. 

Dans  le  premier  cas,  on  a,  en  effet  \/uit<ik<::i\y  et  par 
suite  u„<Ck''.  Les  termes  de  la  série  sont  donc,  à  partir  d*un 
certain  rang,  moindres  que  ceux  d'une  progression  géométrique 
déraison  plus  petite  que  Tunité.Dans  le  second  cas,  au  contraire, 

on  a  \/u,i  >- 1 ,  et  i/„  >  I  ;  le  terme  général  ne  tend  donc  pas  vers  zéro. 

La  règle  précédente  est  applicable,  toutes  les  fois  que  ^Un  tend 
vers  une  limite,  et  l'on  peut  encore  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 
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Si  sjun  tend  vers  une  limite  l,  lorsque  n  croit  indéfiniment, 
la  série  est  convergente  si  l  est  inférieur  à  un,  et  divergente 
si  l  est  supérieur  à  un. 

Si  /=  I,  il  y  a  doute,  sauf  dans  le  cas  où  ^/ô^  tend  vers  l'unilé 
en  lui  restant  supérieur;  la  série  est  alors  divergente. 

En  comparant  de  même  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs 
d\ine  série  à  termes  positifs  au  rapport  de  deux  termes  consécutifs 
d'une  progression  géométrique,  on  obtient  la  règle  de  d'Alembert  : 

Lorsque,  dans  une  série  à  termes  positifs,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est,  à  partir  d^un  certain  rang,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  C unité,  la  série  est  conver- 
gente. Si  ce  rapport  est,  à  partir  d' un  certain  rang,  supérieur 
à  U unité,  la  série  est  divergente. 

On  en  déduit  comme  corollaire  que  si  le  rapport  -^^  tend 

Un 

vers  une  limite  /,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  /  <  '  ?  €t  divergente  si  /  >>  i .  Le  seul  cas 

douteux  est  celui  où  /=  i,  à  moins  que  — ^^  ne  tende  vers  un  en 

lui  restant  supérieur.  La  série  est  alors  divergente. 

Remarques  diverses,  —  La  règle  de  Gauchy  est  plus  générale  que  celle 
de  d'Alembert.  Supposons,  en  efîet,  que  les  termes  d'une  série  soient,  à 
partir  d'un  certain  rang,  plus  petits  que  ceux  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante;  le  terme  générai   Un  sera,  pourvu   que  n  soit  plus 

grand  qu'un  nombre  fixe  p^  inférieur  à  Ar'^,  A  étant  une  constante  et  r 

1 

étant  plus  petit  que  un.  On  aura  donc  ^Un<i  rX"^  et  le  second  membre 
a  pour  limite  r  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  En  désignant  par  k  un 
nombre  fixe  compris  entre  r  et  i,  on  aura  donc,  à  partir  d'un  certain 

rang,  V^<^/i<  A*.  Nous  sommes  donc  toujours  dans  un  cas  où  la  règle  de 
Gauchy  e<^t  applicable,  mais  il  peut  se  faire  que  le  rapport    ""^'  prenne 

Un. 

des  valeurs  supérieures  à  un,  aussi  loin  que  l'on  aille  dans  la  série.  Prenons, 
par  exemple,  la  série 

!-+-  r  I  sin  a  I  H-  r*  I  sin  îa  I -+- . . . -h  r»  I  sin  na  1 4- . . . , 

où  r  <  I,  a  étant  une  constante  quelconque.  On  a  ^u^  =  r  y^|sin/ia|  <  r, 
tandis  que  le  rapport 


M/i-4-1 
=  r 

Un 


sin(/i  -+■  i)a 


sni/ia 
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peut  prendre  en  général  une  infinité  de  valeurs  supérieures  à  un,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

Il  y  a  cependant  avantage  à  conserver  la  règle  de  d'Alembert,  qui  est 
souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi,  dans  la  série 

X        x^  x^  x'^ 


I  1.2  1.2.3  I  .  2  .  .  .  /i 

X 

le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  zéro  pour  limite  lorsque  n 

augmente  indéfiniment,  tandis  qu'on  ne  voit  pas  immédiatement  ce  que 

devient  yan=  —  pour  des  valeurs  très  grandes  de  n. 

V^i  .2  . . ,  n 

Quand  on  a  reconnu,  par  l'application  d'une  des  règles  précédentes, 

que  les  termes  d'une  série  sont  respectivement  moindres,  à  partir  d'un 

certain  rang,  que  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante 

A,     Ar,     Ar',     ...,     Ar",     ..., 

il  est  facile  d'avoir  une  limite  de  l'erreur  commise  quand  on  prend  pour 
somme  de  la  série  la  somme  de  ses  m  premiers  termes;  cette  erreur  est 
évidemment  moindre  que  la  somme  de  la  progression 

Ar"* 

Ar"»-4-  Ar"*-*"»H-  Ar"«+*  +  .  ..= 

I  —  /• 

Lorsque  les  deux  expressions  yiTn  et     ^"*"'  ont  chacune  une  limite,  ces 
deux  limites  sont  les  mêmes.  Considérons,  en  effet,  la  série  auxiliaire 

(4)  Wo-+- Mior-h  Mja?*-!-. . .+ artj:«-+-. . ., 

où  X  est  positif.  Dans  cette  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a 
pour  limite  /x,  /  étant  la  limite  du  rapport  — ^^  la  série  (4)  est  donc 

Un 

convergente  si  Ton  a  iF<  y»  et  divergente  si  a?  >  y  De  même,  en  dési- 
gnant par  /'  la  limite  de  y/un-i  l'expression  ^ UnX^  a  pour  limite  V x^  de 
sorte  que  la  série  (4)  doit  être  convergente  si  l'on  a  a:  <    , ,  et  divergente 

si  a?  >  —  •  Pour  que  ces  deux  caractères  de  convergence  ne  soient  pas  en 

contradiction,  il  faut  évidemment  que  1  =  1';  si  l'on  avait  par  exemple, 

/  >  /',  tout  nombre  x  compris  entre  7  et  p  rendrait  la  série  convergente 

d'après  la  règle  de  Gauchy,  tandis  que  le  même  nombre  rendrait  la  série 
divergente  d'après  la  règle  de  d'Alembert. 
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Plus  généralement,  lorsque     ^"*"'  tend  vers  une  limite  /,  ^Un  tend  vers 

la  même  limite  (}).  Supposons,  en  elTet,  qu'à  partir  d'un  certain  rang 
tous  les  rapports 

—    —7 9     •  •  •  f     • —     -  — 

W/i  <//t+l  M/i-H/i-l 

soient  compris  entre  l  —  e  et  /  H-  £,  &  désignant  un  nombre  positif  que  l'on 
peut  supposer  aussi  petit  que  l'on  veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  On 
aura  aussi 

Ufi 

ou  encore 

\  p  I  r 


lorsque,  n  restant  fixe,  le  nombre  p  augmente  indéfiniment,  les  deux 
termes  extrêmes  de  cette  double  inégalité  tendent  respectivement  vers  / —  s 
et  /  H-  e.  On  aura  donc,  pour  toute  valeur  de  m  supérieure  à  une  limite 
convenable, 

/  —  'It  •/;  ")/u,n  ■-"  l  -r-  9.ty 

et,  comme  s  est  arbitraire,  on  en  conclut  que  ^u„t  a  pour  limite  le 
nombre  l. 

H  est  à  remarquer  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Prenons,  par 
exemple,  la  série 

où  a  et  6  sont  deux  nombres  différents.  Le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent est  alternativement  a  ou  6,  tandis   que    l'expression   /ûT  ^  pour 

limite  /ô^  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

La  proposition  précédente  peut  servir  à  trouver  la  limite  de  certaines 
expressions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée.  Elle  nous  montre. 

par  exemple,  que  y^i  .1 . . .  n  augmente  indéfiniment  avec  n,  car  le  rap- 

port '-    '-- augmente  lui-même  indéfiniment.  On  verra  de  même 

'         1.2. .  .(/i  —  I  )      ^ 

que  v'^  a  pour  limite  l'unité,  ainsi  que  v^log/i. 

160.  Application  de  la  plus  grande  des  limites.  —  Cauchy  a  présente 
la  règle  précédente  sous  une  forme  plus  générale.  Soit  aitle  terme  général 
d'une  série  à  termes  positifs.  Considérons  la  suite 


(5)  a,,     aj,     a.5,     aj 


m 


(•)  Cauchy,  Cours  d'Analyse. 
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si  les  termes  de  cette  suite  n*ont  pas  de  limite  supérieure,  le  terme 
géDéral  an  ne  tend  pas  vers  zérOi  et  la  série  est  divergente.  Si  tous  les 
termes  de  la  suite  (5)  sont  moindres  qu'un  nombre  fixe,  soit  eu  la  plus 
grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite. 

La  série  ^an  est  convergente  si  o)  est  inférieur  à  un,  et  divergente 
si  (I)  est  supérieur  à  un. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  soit  i  —  a  un  nombre  compris 
entre  (o  et  i.  D'après  la  définition  de  la  plus  grande  des  limites  (n**  156), 
il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  i  —  a;  on 
peut  donc  trouver  un  nombre  entier  p  tel  que,  pour  toute  valeur  de  n 

supérieure  à />,  on  ait  v^aa<i  —  a,  La  série  ^an  est  donc  convergenle. 
Au  contraire,  si  l'on  a  co  >  i,  soit  i  +  a  un  nombre  compris  entre  i  et  eu; 
il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  i  +  a,  et  par  suite 
une  infinité  de  valeurs  de  n  pour  lesquelles  a^  est  plus  grand  que  un.  La 
série  Jia„  est  donc  divergente.  Il  n'y  a  doute  que  dans  le  cas  où  o)  =  i. 

161.  Théorème  de  Cauchy.  —  Lorsque  — ^^  ou  '(/un  tend  vers 

Tunité,  sans  être  constamment  supérieur  à  un,  les  règles  de 
d'Alembert  et  de  Cauchj  ne  permettent  pas  d'affirmer  la  conver- 
gence ou  la  divergence  d'une  série.  Il  faut  dans  ce  cas  prendre 
pour  termes  de  comparaison  d'autres  séries  jouissant  de  la  même 
propriété,  et  de  caractère  connu.  La  proposition  suivante,  que 
Cauchy  a  déduite  de  l'étude  des  intégrales  définies,  permet 
souvent  de  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une 
série  y  lorsque  les  règles  précédentes  ne  permettent  pas  de  rien 
affirmer. 

Soit  f{x)  une  fonction  positive  à  partir  d'une  certaine  valeur  a 
de  j;,  allant  constamment  en  décroissant  et  tendant  vers  zéro 
quand  x  augmente  indéfiniment.  1^  courbe  y  =  'f  (^)  est  asymp- 
tote à  l'axe  des  x^  et  l'intégrale  définie    /    (f(x)dx  peut  tendre 

vers  une  limite  finie  ou  non,  lorsque  /  croît  indéfiniment.  Cela 
posé,  la  série 

(6)  <p(a)H-<p(a-4-i) -+-. .  .-h<p(a-+- /i)  4-... 

est  convergente  si  V intégrale  précédente  tend  vers  une  limite, 
et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Considérons,  en  effet,  les  rectangles  construits  avec  la  base  un 
et  les  hauteurs  respectives  f(a),  (p(a-|-î),   ...,  (p(a-h/i);  ces 


/ 
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rectangles  étant  tous  extérieurs  à  la  courbe  y  =  ?(-^)î  la  somme 
de  leurs  aires  est  évidemment  supérieure  à  Taire  de  la  courbe  com- 
prise entre  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  x  =  a,  :r  =  a  -{-  /i, 

f         cp(ir)  dx. 

a 

Si  nous  prenons  au  contraire  les  rectangles  intérieurs  construits 
avec  la  base  un  et  les  hauteurs  respectives  cp(a  H-  i),  cp(a  +  2),  . . . , 
'f(a-\-n)^  la  somme  des  aires  de  ces  rectangles  est  moindre  que 
Taire  de  la  courbe,  ce  qu'on  peut  écrire 

Jr.rtH-/i 
f         o{x)dx. 
a 

Cela  posé,  si   l'intégrale    /    (f(x)dx  tend  vers  une   limite  L 

lorsque  /augmente  indéfiniment,  la  somme  ?p(a)  +  . .  .-Hç(a-4-/i), 
restant  constamment  moindre  que  <p(a)-|-L,  tend  vers  une  li- 
mite; la  série  (6)  est  donc  convergente.  Au  contraire,  si  Tinté- 

I        (f{x)dx  croît  au  delà  de  toute  limite,  il  en  est  de  même, 

a 

d'après  la  première  inégalité,  de  la  somme 

o(a)-}-o(a-i-i)-f-...-h©(a-»-  n); 

la  série  (6)  est  donc  divergente. 

Prenons  par  exemple  cp(x)  =  — >  où  [x  est  positif,  et  a  =  i. 

Cette   fonction  'f(a:)   satisfait  bien  à   toutes  les   conditions   de 

Jr  '  dx 
f    —7  tend  vers  une  limite  lorsque  /  croît 
j       XV" 

indéfiniment,  pourvu  que  [jl  soit  supérieur  à  l'unité,  et  dans  ce  cas 
seulement.  Il  en  résulte  que  la  série 

I  r  I  I 

77     •"      TT  —^  Ô77  ~^~  •  •  •  ~1~  — 17  "^  •  •  • 

iH-        'iV-        35^  TiM- 

est  convergente  si  [jl  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  si  [Ji^i. 

Supposons   encore   (f(x)=  --r|-! ,  a  =  2,   pi  étant   positif 

et   log^   désignant    le  logarithme   népérien.    On  a,   en    suppo- 
sant (Ji'<  I9 

dx  — 


cr 


f 


a:(logar)H.        m^, 


[(log/i)i-l*-(loga)'-|*], 
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le  second  membre  a  une  limite  finie  si  [jl  >>  i  et  augmente  indéfi- 
niment si  pi<C  I  •  Dans  le  cas  particulier  où  u.  =  i,  on  voit  de  la 
même  façon  que  Tintégrale  croît  au  delà  de  toute  limite.  La  série 


est  donc  convergente  si  [x  >•  i ,  et  divergente  si  [jl^  i . 
Plus  généralement  la  série  dont  le  terme  général  est 


n  Jog/i  log*  71  log» 71 . . .  log^-'  /i(loiç/'/i;l^ 

est  convergente,  si  Ton  a  a  >  i  et  divergente  si  o.^  i .  On  a  écrit, 
pour  abréger,  log^/i  à  la  place  de  loglog/i,  log'n  à  la  place  de 

log  log  Iog/£ 

Bien  entendu  on  ne  donne  à  l'entier  n-que  les  valeurs  assez  grandes 
pour  que  log/i,  log^/i,  log'/i,  .  . .,  log/»/i  soient  positifs,  et  l'on 
suppose  les  termes  manquants  remplacés  par  des  zéros.  On  le 
démontre  comme  pour  les  séries  précédentes;  si,  par  exemple,  on 
a  [JL  ^  1 ,  la  fonction 


X  loga:  log* a? . . .  {\o^t*x )V' 

est  la  dérivée  de—- — (log^'j:)*"!^,  et  cette  dernière  fonction  ne 

tend  vers  une  limite  finie  lorsque  x  augmente  indéfiniment  que  si 
l'on  a  jjL  >  I . 

La  propositioQ  de  Cauchy  est  susceptible  d'applications  d'un  autre 
genre.  La  fonction  ^{x)  satisfaisant  toujours  au^i  conditions  énoncées 
plus  haut,  considérons  la  somme 

o(/i)-+-o(/i-4-i)-i-...-Ho(/i-^/>;, 

■ 

où  n  et  p  sont  deux  nombres  entiers  que  l'on  fait  croître  indéfiniment. 
Si  la  série,  dont  le  terme  g(^néral  est  ^{n),  est  convergente,  la  somme  précé- 
dente a  zéro  pour  limite,  car  elle  est  la  différence  des  deux  sommes  Sn+p+i 
et  S/i  qui  tendent  Tune  et  l'autre  vers  la  somme  de  la  série.  Mais  si  cette 
série  est  divergente,  on  ne  peut  plus  rien  affirmer.  En  reprenant  la  repré- 
sentation géométrique  de  tout  à  l'heure,  on  parvient  à  la  double  inégalité 

<p(x)rfj:<^(n)4-o(/i-4-i)-l-...H-o(/i-4-/>)<o(/i)-f-   /         ^{x)dx\ 
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cominc  <p(/i)  tend   vers  zéro  lor«que  n  croît  indéfiniment,  on   voit  que 
la    linnite    de    la    somme    considérée    est    la    même  que  celle   de  Tinté- 

'         o{x)dx,  et  elle  dépend  de  la  façon  dont  les  nombres  n  et p 

m 

croissent  au  delà  de  toute  limite. 

Par  exemple,  pour  avoir  la  limite  de  la  somme 


Il  I 


n        n  -^  \  n  -h  p 

r^'-^P  dx  /         p\ 

il  suffit  de  chercher  la  limite  de  l'intégrale  définie   /         — =Iog(i-+-— J. 

Il  est  clair  que  cette  intégrale  n'a  une  limite  que  si  le  rapport  —  a  une 

limite;  si  a  est   la   limite   de  ce   rapport,  la  somme  précédente  a  pour 
limite  log(i  -h  a),  comme  on  l'a  déjà  démontre  (n°  49). 
Four  avoir  la  limite  de  la  somme 

I  I  1 

t  >  I 

» 


il  faut  de  même  chercher  la  limite  de  l'intégrale 


r      cix       ' — 

/         -p^'x{sfn^-^-p  —  \ln)\ 


pour  que  cette  expression  ait  une  limite,  il  faut  que  le  quotient  ■A=.  ait 
lui-même  une  limite  a.  L'expression  précédente  peut  alors  s'écrire 


/'       -  ..  -  -^ 


/«  -f-  /?  H-  \/n 


et  l'on  voit  qu'elle  a  aussi  pour  limite  a. 

162.  Critères  logarithmiques.  —  Ea  prenant  comme  terme  de 
comparaison  la  série 


Caiichy  a  été  conduit  à  une  nouvelle  règle  de  convergence,  tout  à 
fait  analogue  à  celle  qui  est  relative  à  y/w„  : 

I       I 
log  — 

Si,  à  partir  d^un  certain  rang,  ~\~^~  ^^^  constamment  siipé- 
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rieur  à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  V unité,  la  série  est 

convergente»  Si-, -est  constamment  inférieur  à  r unité,  la 

série  est  divergente. 

Lorsque  -| tend  vers  une  limite  l  quand  n  augmente  indé- 
finiment, la  série  est  convergente  si  l^  i ,  e/  divergente  si  1<C  i . 
Il  y  a  doute  si  1=^  i . 

Pour  démontrer  la  première  partie,  remarquons  que  de  l'iné- 
galité 


log—  >  Alog/i 


on  déduit 


ou 


Un 


"«  <  T.Â  ' 


comme  l'on  a  A*  ;>  i ,  la  série  est  donc  convergente. 
De  même,  si  l'on  a 


Iog-1  <log«, 

u,i 


on  en  déduit  Un  >  -  >  la  série  est  donc  divergenle. 

Cette  règle  permet  de  reconnaître  la  convergence  d'une  série 
toutes  les  fois  qu'à  partir  d'un  certain  rang  les  termes  de  celle 
série  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série 


A         A 

A 

■  •  "-^ ;; 

iV-    '    '^\^~^ 

nV- 

où  A  est  un  fadeur  constant,  et  (jl  >  i .  Si  l'on  a,  en  effet, 

Un<     -y 

on  en  déduit 

log«rt-4-  Hilog/i  <  logA, 

ou 

iorr 

""lin  _L^^^, 

log/i        ^       log/i' 
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et  le  second  membre  a  pour  limite  pi  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment. A  partir  d'un  certain  rang,  on  aura  donc  en  désignant 
par  K  un  nombre  compris  entre  un  et  (jl, 


logn 


'  En  prenant  de  même  comme  termes  de  comparaison  les  séries 

V       '  V ' 

^d  n{\oç^n)^       ^^  n\o^n{\o^'^n)V^ 
on  obtient  une  infinité  de  règles  de  convergence,  qui  se  déduiront 

log^î-         log 


de  la  précédente  (  *  )  en  remplaçant  dans  l'énoncé  -, par   .  ^^  ' 


nun 


\{y<r 

^  nUn  lopr/i 


puis  par j — ~ — ^^—9  •••-  Ces  règles  s'appliquent  à  des  cas  de 

plus  en  plus  étendus;  il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  si 
Tune  d'elles  permet  de  reconnaître  la  convergence  ou  la  diver- 
gence d'une  série,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  suivantes. 
Mais,  aussi  loin  que  l'on  aille  dans  la  série  des  essais,  il  peut  se 
faire  que  l'application  de  ces  règles  ne  permette  jamais  de  recon- 
naître le  caractère  d'une  série.  M\I.  du  Bois-Reymond  (*)  et 
Pringslieim  C)  ont  en  effet  formé  des  séries,  tant  convergentes 
que  divergentes^  pour  lesquelles  les  critères  logarithmiques  ne 
donnent  aucune  indication.  Ce  résultat  est  d'un  grand  intérêt 
théorique,  mais  les  séries  convergentes  de  celte  espèce  sont  évi- 
demment très  lentement  convergentes  et  ne  paraissent  pas  sus- 
ceptibles d'applications  au  calcul  numérique  {*). 


(*)  Voir  Bertrand,  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  I,  p.  238; 
Journal  de  Liouville,  i^  série,  t.  VII,  p.  35. 

(')  Ueber  Convergenz  von  Reihen...  {Journal  de  C relie,  t.  76,  p.  85;  1873). 

(^)  Allgemeine  Théorie  der  Divergenz...  {Afathematische  Annalen,  t.  35; 
1890). 

{*)  Dans  un  exemple  de  série  convergente,  dû  à  M.  du  Bois-Reymond,  il  fau- 
drait, d'après  l'auteur,  calculer  la  somme  d'un  nombre  de  termes  égal  au  volume 
de  la  Terre  exprimé  en  millimètres  cubes  pour  avoir  seulement  la  moitié  de  la 
somme  de  cette  série. 
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163.  Règle  de  Raabeet  Duhamel.  —  En  conservant  les  mêmes 
séries  comme  termes  de  comparaison,  mais  en  comparant  les 
rapports  de  deux  termes  consécutifs  au  lieu  de  comparer  les 
termes  eux-mêmes,  on  est  conduit  à  de  nouvelles  règles,  moins 
générales,  îl  est  vrai,  que  les  précédentes,  mais  qui  sont  souvent 
d'une  application  plus  commode  dans  la  pratique.  Ainsi,  soit 

(7)  Mo-i- "i-H  WjH-. .  .-h  a^-t-.. . 

une  série  à  termes  positifs  dans  laquelle  le  rapport  — ^^  tend  vers 

Ufi 

Tunité,  en  étant  constamment  inférieur  à  un.  On  peut  l'écrire 


Un  i-f-a«' 


a„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  La  compa- 
raison de  ce  rapport  avec  ( )    conduit  à  la  règle  suivante, 

obtenue  d'abord  par  Raabe  (*),  puis  par  Duhamel  {^)  \ 

Si,  à  partir  d^un  certain  rang,  le  produit  noLnest  constam- 
ment supérieur  à  un  nombre  fixe^  plus  grand  que  un,  la  série 
est  convergente.  Si,  à  partir  dhin  certain  rang,  ce  produit 
est  constamment  plus  petit  que  un,  la  série  est  di{>ergente, 

La  seconde  partie  de  la  proposition  est  immédiate.  Si,  à  partir 
d'un  certain  rang,  on  a  /ia„<!  i,  on  en  déduit 


n 

y 


et  le  rapport  -^^  est  supérieur  au  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  série  harmonique  :  la  série  est  donc  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  qu'à  partir  d'un 
certain  rang  on  ait  constamment  /ia«I>  A*  >  i.  Soit  [x  un  nombre 
compris  entre  i  et  /:,  i  <C.  \t-<C  /c',  la  convergence  de  la  série  sera 

assurée  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  rapport  — ^^  est  moindre 
que  le  rapport  ( j    de  deux  termes  consécutifs  de  la  série 


(')  Zeitschri/t  fur  Matheniatik  und  Physiky  t.  X;  i83a. 
(*)  Journal  de  LiouvillCy  t.  IV;  i838. 

G.  25 
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dont  le  terme  général  est  n"^.  Il  faut,  pour  cela,  que  l'on  ait 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  développant  (n — J  parla  formule  de 
Taylor  limitée  au  terme  en  —  > 

I  -f.  ^  H-  -^  <  I  -f-  a„, 

"kn  restant  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe  lorsque  n  augmente 
indéfiniment.  Cette  condition  devient,  en  simplifiant, 

or  le  premier  membre  a  pour  limite  pi  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment. A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  ce  premier  membre 
sera  donc  moindre  que  ncLn^  ce  qui  suffit  pour  démontrer  l'inéga- 
lité (8)  et  par  suite  la  convergence  de  la  série. 

Lorsque  le  produit  noLn  tend  vers  une  limite  l  pour  n  infini,  on 
peut  appliquer  la  règle  précédente.  La  série  est  convergente 
si  />  I,  et  divergente  si  /<C  i.  H  y  a  doute  pour  /=  i,  sauf  dans 
le  cas  où  nxn  tend  vers  un  en  lui  restant  constamment  inférieur; 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  le  produit  wa«  a  pour  limite  runité,  on  compare  ""*"^  au  rap- 
port  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série 


2(log2)l*      '*'       /i(log/i)l* 

qui  est  convergente  si  jjl>i,  et  divergente  si  (ili.  Écrivons  le  rapport 
de  deux  termes  consécutifs 

«»       ,  +  1  +  h' 

n        n 

^n  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si,  à  partir  d'un 
certain  rang,  le  produit  p^logn  est  constamment  supérieur  à  un 
nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,  la  série  est  convergente.  Si  ce 
produit  est  constamment  inférieur  à  l'unité,  la  série  est  divergente. 
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Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  p,  on  ait  P»  logn  >  A:  >  i.  Soit  ]i 
un  nombre  tel  que  i  <  ]i  <  A*.  La  convergence  de  la  série  sera  établie  si, 
à  partir  d'un  certain  rang,  on  a 


> 


ce  qui  peut  s'écrire 

IH h^>   (H--  IH i I 

n        n        \        71/  L  iog/i       J 

ou,  en  appliquant  la  formule  de  Taylor  au  second  membre, 

n         n       \         nj  \  log/i  L        *og/i       J    / 

X/i  restant  inférieur  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fîxe  lorsque  n  crott 
indéfiniment.  Cette  inégalité  devient,  en  simplifiant, 

,           >        X„(n  +  i)riog(i-f-i)l' 
p,log/»>,*(/n-i)log(i+-j+ ^l,— ^ -iJ-; 

or  le  produit  (n  -h  i)  log  (  i  h —  j  a  pour  limite  l'unité  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  car  on  peut  l'écrire,  d'après  la  formule  de  Taylor, 

E  tendant  vers  zéro.  Le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  a  donc 
pour  limite  {x,  et  l'inégalité  est  assurée  à  partir  d'un  certain  rang,  puisque 
le  premier  membre  est  supérieur  à  un  nombre  A*  >  fi. 

On  démontre  de  même  la  seconde  partie  en  comparant  le  rapport     ^"*"' 
au  rapport  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série  dont  le  terme  général 


est — ; •  L'inégalité 

/ilog/i 


peut  s  écrire 


I 

IH 

n 

ou 


Un  n  -+-  I    log  (  /l  -h  I  ) 

n        \         /!/  L  *ûg/i        J 


P/*iog/i<(n  -+-i)iogn-f-  ^h 
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or  le  second  membre  tend  vers  l'unité  par  valeurs  supérieures  à  l'unité, 
comme  le  montre  la  formule  (lo).  L'inégalité  est  donc  assurée,  à  partir 
d'un  certain  rang,  puisque  le  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit  encore,  comme  corollaire,  que, 
si  le  produit  ^n^ogn  tend  vers  une  limite  /,  lorsque  n  croit  indéGuiment, 
la  série  est  convergente  si  /  >  i ,  et  divergente  si  /  <  i.  Il  y  a  doute  pour 
/  =  I,  sauf  dans  le  cas  où  le  produit  p;»log/i  reste  toujours  inférieur  à  un; 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  ^/ilog/i  tend  vers  l'unité  en  lui  restant  supérieur,  on  écrira  de 

même 

Un+l  _  I 


n    '    nlogn 

*fn  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  aura  des 
énoncés  tout  pareils  aux  précédents  en  considérant  le  produit  Ynlog*n, 
et  ainsi  de  suite. 

Corollaire.  —   Lorsque,  dans  une  série  à  termes  positifs,  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  est  de  la  forme 

^/i-t-i  _    ^         H„ 

Un    ~         n       n^-^V- 

[i  étant  un  nombre  positif,  r  étant  constant,  et  la  valeur  absolue  de  fl^ 
restant  inférieure  à  un  nombre  fixe  lorsque  n  croit  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  r  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  dans  tous 
les  autres  cas. 
Si  nous  posons 


on  a,  en  effet, 


'A 


W/»+l 

I 

Un 

I  r-  a,i 

ni»- 

t  —  ~~ 

I 

r           lin 
n        /ii+!^ 

et  par  suite  lim  na^  =  r.  La  série  est  donc  convergente  si  r  >  i  et  diver- 
gente si  r<i.  Le  seul  cas  douteux  est  celui  où  r=- 1.  Pour  lever  l'ambi- 
guïté, posons 

u^\  I 

Un 


il  vient 


pnlog/i  = 


I 

-f- 

1 
n 

4- 

5/1 
n 

lo^/i 
n 

n 

-+-  1 
// 

-h 

og/i 
n\^ 

• 

I 

— 

I 
n 

f 
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et  le  second  membre  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfîniment) 
aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  ^.  La  série  est  donc  divergente. 

Supposons,  par  exemple,  que  -^^  soit  une  fonction  rationnelle  de  n. 

Un 

tendant  vers  Tunité  lorsque  n  croit  indéfîniment, 


Un         nP-h  bi  nP-^  -h  bx  nP-* 


9 

m     m 


on  peut  aussi  l'écrire,  en   effectuant  la  division  et  s'arrétant  au   terme 


f 
en  --, 


=  I  -T 1 —  y 

Un  n  /l* 

cp(/i)  étant  une  fonction  rationnelle  de  n  qui  tend  vers  une  limite  finie 
lorsque  n  croit  indéfiniment.  D'après  le  résultat  qui  précède,  pour  que  la 
série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait 

61  ]>  aj  -t-  I. 

Ce  théorème  est  dû  à  Gauss,  qui  l'a  démontré  directement;  c'est  une 
des  premières  règles  générales  de  convergence  (*). 

164.  Séries  absolument  convergentes.  —  Occupons-nous  main- 
tenant des  séries  dont  les  termes  peuvent  avoir  des  signes  quel- 
conques. Lorsque  à  partir  d'un  rang  assez  élevé  tous  les  termes 
ont  le  même  signe,  ce  cas  se  ramène  immédiatement  au  précédent. 
Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  il  j  a  dans  la  série  une  infinité 
de  termes  positifs  et  une  infinité  de  termes  négatifs.  Nous  allons 
d'abord  démontrer  la  proposition  suivante,  qui  est  fondamentale  : 

Une  série  à  termes  quelconques  est  convergente  lorsque  la 
série  formée  par  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  est  elle- 
même  convergente^ 

Soient 

(n)  ao-+- Mi+.  .  .4- W/t-r.  . . 

une  série  dont  les  termes  peuvent  avoir  un  signe  quelconque  et 

(12)  UoH-Ui-f-...-4-U„-+-... 


(')  Disquisitiones  générales  circa sérient  infinitam  i  H x-k- {Œuvres 

*  "Y 
complètes,  t.  III,  p.  i38.) 
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la  série  formée  par  les  valeurs  absolues  des  termes  de  la  première, 
où  Ton  a  posé  U/,=  \Ufi\.  Si  la  série  (12)  est  convergente  il  en  est 
de  même  de  la  série  (11);  c'est  une  conséquence  du  théorème 
général  de  convergence,  puisqu'on  a 

et  que  la  seconde  somme  peut  être  rendue  moindre  que  tout 
nombre  donné,  pourvu  que  l'on  prenne  le  nombre  n  assez  grand, 
le  nombre/?  restant  arbitraire. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  autrement.  Écrivons 

et  considérons  la  série  auxiliaire  dont  le  terme  général  est  u,,  -h  U,m 

(l3)  (Mo-HUo)-f-(Mi-4-  Ui)-f-.  ..-h(zf«-+-  U„jH-...; 

S«,  S^,,  S'^  désîgnaut  respectivement  les  sommes  des  n  premiers 
termes  des  séries  (i  i),  (12)  et  (1 3),  on  a  évidemment 

Or  la  série  (12)  est  convergente  par  hypothèse;  il  en  est  de 
même  delà  série  (i3)  qui  n'a  aucun  terme  négatif  et  dont  le  terme 
général  est  au  plus  égal  à  :i\J„.  Les  sommes  S'„,  SJ,,  et  par  suite  S^,, 
tendent  donc  vers  des  limites  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
c'est-à-dire  que  la  série  proposée  (11)  est  convergente.  On  voit  de 
plus  que  celte  série  peut  être  considérée  comme  provenant  de  la 
soustraction  terme  à  terme  de  deux  séries  convergentes  à  termes 
positifs. 

Toute  série,  telle  que  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  forment 
une  série  convergente,  est  dite  absolument  convergente.  On 
peut,  dans  une  pareille  série,  modifier  l'ordre  des  termes  d'une 
façon  arbitraire  sans  changer  la  somme  de  cette  série.  Considé- 
rons d'abord  une  série  convergente  à  termes  positifs,  de  somme  S, 

et  soit 

(i5)  60-+- ^i-^-«  •  .-+-^rt 


une  autre  série  ayant  les  mêmes  termes  que  la  première,  rangés 
dans  un  ordre  différent,  de  telle  façon  que  chaque  terme  de  la 


1.   --  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES   SÉRIES.  301 

série  (i4)  se  retrouve  dans  la  série  (i5)  à  une  place  quelconque, 
et  qu'inversement  chaque  terme  de  la  série  (i5)  se  retrouve  aussi 
dans  la  série  (i 4), mais  à  un  rang  différent. 

Soit  S^j  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série  (i5); 
puisque  tous  ces  termes  se  retrouvent  dans  la  série  (14)9  îl  est 
clair  que  l'on  peut  prendre  un  nombre  n  assez  grand  pour  que 
les  m  premiers  termes  de  la  série  (i5)  fassent  partie  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série  (i4)'  O"  a  donc 

S//4  <C  S/1  <c  S, 

ce  qui  prouve  que  la  série  (i5)  est  convergente  et  a  une  somme 
S'5S.  Tout  pareillement,  on  doit  avoir  S^S',  et  par  suite  S'=  S. 
Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  l'une  des  séries  (i  4)  et  (i  5) 
est  divergente,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 

On  peut  aussi,  dans  une  série  convergente  à  termes  positifs, 
grouper  les  termes  ensemble  d'une  façon  arbitraire,  c'est-à-dire 
former  une  nouvelle  série  dont  chaque  terme  soit  égal  à  la  somme 
d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  première,  pris  d'une  façon 
quelconque,  sans  changer  la  somme  de  la  série.  Supposons 
d'abord  que  l'on  groupe  ensemble  un  certain  nombre  de  termes 
consécutifs,  et  soit 

(16)  Ao-h  Ai-h  Aj-*-.  ..H- A;»-!-. . . 

la  nouvelle  série  ainsi  obtenue,  où  l'on  a,  par  exemple, 

Aj  =  dq^X  ~4-  •  .  .  — |— Cï;-j  •  •  •  • 

La  somme  S'^  des  m  premiers  termes  de  la  série  (16)  est  égale 
à  la  somme  Sj^des  N  premiers  termes  de  la  série  proposée  (N  >►  m). 
Lorsque  m  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  N  et,  par 
suite,  S'„^  a  aussi  pour  limite  S. 

En  combinant  les  deux  opérations  précédentes  on  voit  que, 
étant  donnée  une  série  convergente  à  termes  positifs,  on  peut, 
sans  changer  la  somme,  la  remplacer  par  une  autre  série  dont 
chaque  terme  est  formé  par  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  première  pris  dans  un  ordre  quelconque.  Il  suffit 
que  chaque  terme  de  la  première  série  entre  dans  un  des  groupes 
qui  forment  les  termes  de  la  seconde  série  et  dans  un  seul. 

Toute   série   absolument  convergente    pouvant   être   regardée 
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comme  la  différence  de  deux  séries  convergentes  à  termes  positifs, 
les  opérations  précédentes  sont  encore  légitimes  pour  une  pareille 
série.  On  voit  donc  qu'une  série  absolument  convergente  peul 
ôtre,  au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  traitée  comme  une 
somme  d'un  nombre  fini  de  termes. 

165.  Séries  semi-convergentes.  —  Une  série  à  termes  quel- 
conques peut  être  convergente,  sans  que  la  série  formée  par  les 
valeurs  absolues  de  ses  termes  soit  convergente.  C'est  ce  que 
prouve  très  clairement  le  théorème  sur  les  séries  alternées  dont  je 
me  borne  à  rappeler  l'énoncé  : 

Une  série  à  termes  alternatwement  positifs  et  négatifs  est 
convergente  si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus 
petite  que  la  valeur  absolue  du  terme  précédent^  et  si,  en 
outre^  les  termes  décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue 
quand  leur  rang  s^ éloigne  indéfiniment. 

Par  exemple  la  série 

I H  -  —  7  -H.  ..-h{— l)«-J h... 

•2        i        4  n 

est  convergente;  nous  avons  trouvé  (n°  49)  que  la  somme  est 
égale  à  log2.  La  série  formée  par  les  valeurs  absolues  des  termes, 
qui  est  la  série  harmonique,  est  divergente.  Les  séries  conver- 
gentes, qui  ne  sont  pas  absolument  convergentes,  sont  dites  semi- 
convergentes.  Les  travaux  de  Cauchy,  de  Lejeune-Dirichlet  et  de 
Riemann  ont  bien  montré  la  nécessité  de  distinguer  entre  les 
séries  absolument  convergentes  et  les  séries  semi-convergentes. 
Ainsi,  dans  une  pareille  série,  on  n'a  pas  le  droit  de  changer 
l'ordre  dans  lequel  les  termes  se  succèdent  ou  de  grouper  ces 
termes  d'une  façon  arbitraire  \  ces  opérations  peuvent  avoir  pour 
résultat  de  modifier  la  somme  de  la  série,  ou  même  de  changer 
une  série  convergente  en  une  série  divergente,  et  inversement. 
Reprenons,  par  exemple,  la  série  convergente 

III  I  I 

•2  3  4  2/H-I  a7H-2 


I.    —    PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES   SÉRIES.  SqS 

dont  la  somme  est  évidemment  la  limite  de  l'expression 


ii:=m 


n=0 


lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Écrivons  les  termes  de  cette 
série  dans  un  autre  ordre,  en  faisant  suivre  chaque  terme  positif 
de  deux  termes  négatifs, 


1       I        I        I       I 
I  — 


a        4        3        6        8  a/iH-i        4'*^"*^        4^-+-4 

on  démontre  aisément,  en  considérant  les  sommes  Ss/t,  Ssn^f, 
San+Qï  <I"C  cette  nouvelle  série  est  convergente.  Elle  a  pour  somme 
la  limite  de  l'expression 


n=.m 


y  l—^- 1 ^—\ 

n  =  0 


lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Mais  on  a 

I  I  '       _  ^  /      '  ' \ 

et,  par  conséquent,  la  somme  de  la  seconde  série  est  égale  à  la 
moitié  de  la  somme  de  la  première. 

D'une  façon  générale,  étant  donnée  une  série  qui  est  convergente  sans 
l*être  absolument,  on  peut  ranger  les  termes  de  celte  série  dans  un  ordre 
tel  que  la  nouvelle  séiie  soit  convergente  et  ait  pour  somme  un  nombre 
quelconque  A  donné  à  l'avance.  Désignons  par  Sp  la  somme  des  p  pre- 
miers termes  positifs  de  cette  série,  par  S'^  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  q  premiers  termes  négatifs;  la  somme  des  p  -{- q  premiers  termes  est 
évidemment  S;, —  S'^.  Lorsque  les  deux  nombres/?  et  q  augmentent  indé- 
finiment, il  doit  en  être  de  même  des  deux  sommes  S^  et  S'^^,  sans  quoi  la 
série  serait  divergente  ou  absolument  convergente.  D'autre  part,  la  série 
étant  convergente,  le  terme  général  doit  tendre  vers  zéro. 

Cela  posé,  nous  formerons  une  nouvelle  série  ayant  pour  somme  A  de 
la  manière  suivante  :  Prenons  les  termes  positifs  de  la  série  proposée  dans 
Tordre  où  ils  se  présentent  jusqu'à  ce  que  leur  somme  soit  supérieure  à  A  ; 
écrivons  à  leur  suite  les  premiers  termes  négatifs  dans  l'ordre  où  ils  se 
présentent,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  des  termes  écrits  est  infé- 
rieure à  A;  écrivons  ensuite  les  termes  positifs  en  commençant  par  le 
premier  des  termes  négligés,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  des  termes 
écrits  est  supérieure  à  A,  puis  reprenons  les  termes  négatifs,  et  ainsi  de 
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suite.  Il  est  visible  que  les  sommes  des  termes  de  cette  nouvelle  série  sont 
tantôt  plus  grandes  et  tantôt  plus  petites  que  A,  mais  qu'elles  diffèrent 
de  À  d'une  quantité  qui  décroit  indéfiniment. 

166.  Règle  d'Abel.  —  On  doit  à  Abel  un  théorème  permettant  de  recon- 
naître la  convergence  de  certaines  séries,  qui  échappent  aux  règles  pré- 
cédentes. La  démonstration  repose  sur  un  lemme  dont  on  s'est  déjà 
servi  (n*  75). 

Soit 

Mo  -H  Wi  -f- .  .  .  -4-  Un.  H- .  .  . 

une  série  convergente  ou  indéterminée  (c'est-à-dire  telle  que  la  somme 
des  n  premiers  termes  soit  toujours  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  fixe  A);  soit,  d'autre  part, 

une  suite  de  nombres  positifs,  dont  chacun  est  plus  petit  que  le  précédent 
et  tels  que  \\mtn=  o,  pour  /i  =oo.  Cela  posé,  la  série 

(17)  ÊoMo-i- £iMi-+-.  .  .-h  e;,Mrt-|-  .  .  . 

est  convergente,  sous  les  conditions  énoncées. 

Il  résulte  en  eiïet  des  hypothèses  que  l'on  a,  quels  que  soient  les 
nombres  n  et  /?, 

[  Un+i  H- -+-  Un^p  [  <  2  A, 

et,  par  suite,  d'après  le  lemme  rappelé  tout  à  l'heure, 

I  M/i-Hi  E/i^-i  4- ...  -1-  Ufi-i-p  tji+p  I  <C  îî  A  e„_n  ; 

puisque  e;i+i  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de  la  somme 

soit   moindre   que   tout    nombre  donné   à  l'avance,  quel    que  soit  p.  La 
série  (17)  est  donc  convergente,  en  vertu  du  théorème  général  (n*  157). 
Lorsque  la  série  Mq -h  Wi -f-. .  .h-  «,»-{-.. .  se  réduit  à  la  série 

I  —  i-i-i  —  i-f-i  —  I  ... 

dont  les  termes,  sont  alternativement  -h  i    et  — i,  la  proposition  précé- 
dente se  réduit  au  théorème  rappelé  plus  haut,  concernant  les  séries 
alternées. 
Voici  un  autre  exemple.  La  série 

sin  0  4-  sin2Ô  -t-  sin36  H-. .  .-h  sin/i6  -h. . . 

est  convergente  ou  indéterminée.  Lorsque  sinô=o,  la  série  a  tous  ses 
termes  nuls;  lorsque  sinO^o,  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale, 
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d'après  une  formule  de  Trigonométrie,  à 


sin  — 

sin 


.   0 
sin- 

2 


K^«). 


et  par  conséquent  est  moindre  en  valeur  absolue  que 


que  la  série 

sinO       sinaO  sinnO 


.  e 

sin- 

2 


•  On  en  conclut 


n 


est  convergente,  pour  toute  valeur  de  0,  et  l'on   démontre  de  la  même 
façon  que  la  série 

copft       COS26  cos/i6 


I  2  n 

est  convergente,  sauf  pour  6  =  2^:1:. 

Corollaire.  —  On  peut  énoncer  une  propriété  plus  générale,  en  se  bor- 
nant aux  séries  convergentes.  Soient 

Uo  ~f"  Mj  -f- .  .  .  -4-  Ufi  -H  .  .  . 

une  série  convergente,  et 

une  suite  de  nombres  positifs,  allant  toujours  en  croissant  ou  en  décrois- 
sant, et  tendant  vers  une  limite  A:,  différente  de  zéro,  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  la  série 

(18)  eoMo -+- Êi  W|-+-- • --^  £rt"rt-^- •  ■ 

est  aussi  convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  nombres  e/  aillent  en  croissant; 
nous  pouvons  écrire 

et  les  nombres  ao,  ai,  . . .,  a/i,  . . .  forment  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants,  an  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Les  deux 
séries 

kuo  H-  kui  -+-...  4-  kun   -f- . . . , 

OLq  Uq  •+-  OLi  Ui  -^  ,  .  .  -h  ût/i  Ufi  -i-  .  .  . 

sont  Tune  et  l'autre  convergentes  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  la 
série  (18). 
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II.  -  SÉRIES  A  TERMES  IMAGINAIRES.  -  SÉRIES  MULTIPLES. 

167.   Définitions.    —    Nous   indiquerons    dans   ce   paragraphe 
quelques  généralisations  de  la  notion  de  série.  Soit 

une  série  dont  les  termes  sont  des  quantités  imaginaires 

cette  série  est  dite  convergente^  si  les  deux  séries  formées  par  les 
parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  sont  séparément  conver- 
gentes, 

(20)  «0  ^  « I  -f-  ûTj  — . . .  -H  a^  ^-    . . , 

^21)  ba  \- bx-r- bi-+  . ,  .-^  bfi-^ '  ■  " 

Soient  S'  et  S''  les  sommes  des  deux  séries  (20)  et  (21)  :  la  somme 
de  la  série  (19)  est  S  =  S' -h  «  S"^  il  est  évident  que  cette  somme 
est  encore  la  limite  de  la  somme  S^  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (19)  lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment.  On  voit 
qu'une  série  à  termes  imaginaires  n'est  au  fond  que  l'ensemble  de 
deux  séries  à  termes  réels. 

Lorsque  la  série  formée  par  les  modules  des  différents  termes 
de  la  série  (19) 


(22)  s/cLq-^  ^0"*-  V^^î  H-  ^1-+--.  .-H  \/aJ-+-  ^J-t-.  .. 

est  convergente,  il  est  clair  que  chacune  des  séries  (20)  et  (21)  est 
absolument  eonvergente,  car  on  a 

et  

\bn\S>/âîTb\\ 

la  série  (19)  est  dite  elle-même  absolument  convergente.  On 
peut  modifier  l'ordre  des  termes  d'une  pareille  série,  ou  grouper 
ces  termes  d'une  façon  arbitraire,  sans  changer  la  somme. 

A  toute  règle  permettant  d'affirmer  qu'une  série  à  termes 
positifs  est  convergente  correspond  une  règle  permettant  d'af- 
firmer qu'une  série  à  termes  quelconques,  réels  ou  imaginaires, 


^ 
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est  absolument  convergente.    Ainsi,  lorsque  dans   une   série  le 

module  du  rapport  -^^  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  plus  petit 

qu'un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  la  série  est  absolument  con- 
vergente. Soit  en  effet  U/  =:  |  m/|  ;  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on 

a  constamment 


M/n-l 


Un 


<;  A:<[  I,  on  peut  écrire  cette  inégalité 
<A:<i, 


U„^, 


ce  qui  prouve  que  la  série  des  modules 

Uo -H  Ui -h  .  .  . -h  Urt -H .  .  . 

est  convergente.  Si  le  rapport  — ^  tend  vers  une  limite  /  lorsque  n 

croît  indéfiniment,  la  série  est  convergente  lorsque  |/|<^i,  et 
divergente  lorsque  |  /|  ^  i  ;  dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  le  module 
du  terme  général  Un  ne  tend  pas  vers  zéro,  les  deux  séries  (ao) 
et  (21)  ne  peuvent  être  à  la  fois  convergentes.  Il  y  a  doute  si  (/|  =  i. 

D'une  façon  générale,  soit  o)  la  plus  grande  des  limites  de  y^U»  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  La  série  (19)  est  absolument  convergente  si  u)  <  i, 
et  divergente  si  a>>i,  car  dans  ce  cas  le  module  du  terme  général  ne 
tend  pas  vers  zéro  (n®  161).  II  y  a  doute  si  (u  =  i;  la  série  peut  être 
absolument  convergente,  simplement  convergente,  ou  divergente. 

168.  Multiplication  des  séries.  —  Soient 

(23)  Uo-f-  W| -4-  Mj-h.  .  .-h-  W;,-+-.  .  ., 

(24)  Co  -H  ('i  -+-  Pî  -+- .  .  .  -t-  P«  H- .  .  . 

deux  séries  à  termes  quelconques.  Multiplions  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  un  terme  de  la  première  série  par  un  terme  de 
la  seconde,  et  groupons  ensemble  tous  les  produits  mvj  pour 
lesquels  la  somme  f'+y  des  indices  est  la  même;  nous  obtenons 
ainsi  une  nouvelle  série 

l    Mo<'o^-(«ot'l-+-  WiPo)  H-  (Mo^'î-H  MjP|-t-  f«îfo)H-.  .  . 
î  -+-  (Mo^'/lH-  "l*'»-l-H-  •  •^-  Wrt^^o)  H- 

Lorsque  les  deux  séries  (2<H)  et  (24)  sont  absolument  conver- 
gentes, la  série  (a 5)  est  aussi  convergente  et  a  pour  somme  le  pro- 
duit des  sommes  des  deux  premières.  Ce  théorème,  dû  à  Cauchy, 
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a  été  généralisé  par  M.  Mertens  (*),  qui  a  montré  qu'il  était 
encore  vrai,  pourvu  qu'une  seule  des  deux  séries  (aS)  et  (24)  fût 
absolument  convergente,  la  seconde  pouvant  être  simplement 
convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  série  (^3)  soit  absolu- 
ment convergente,  et  soit  (v„  le  terme  général  de  la  série  (26) 

Pour  démontrer  la  proposition,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  deux 
différences 

Wo-H  wiH-. .  .-H  wt„      ~  (ao-h  «1-+-. .  .-f- a,i)     (('o-^-*^!-*-- ••-^*'/i)» 

tendent  vers  zéro,  lorsque  n  croît  indéfiniment.  La  démonstration 
étant  la  même  dans  les  deux  cas,  considérons  la  première  diffé- 
rence, que  nous  pouvons  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  aux  Wi, 

8  =  ao(ï'n-4-i4-    ..-+-  t'2«)-t-  «l(«'rt-MH---.-+-<^ï»-l)-+--  ••-+-  Wrt-lt'n+l 

La  série  (^3)  étant  absolument  convergente,  la  somme 

> 

Uo-r-  Ui-h.  .  .H-  Urt 

reste  inférieure,  quel  que  soit  n,  à  un  nombre  positif  fixe  A;  de 
même,  la  série  (24)  étant  convergente,  le  module  de  la  somme 
^^0+  ^<  +  •  •  •  +  ^«  reste  inférieur,  quel  que  soit  /?,  à  un  nombre 
positif  fixe  B.  Cela  posé,  e  étant  un  nombre  positif  quelconque 
donné  à  l'avance,  nous  pouvons  choisir  un  nombre  positif  m  assez 
grand  pour  que  l'on  ait 

e 

quel  que  soit  le  nombre  /?,  pourvu  que  /i^m.  Le  nombre  n  étant 
choisi  de  cette  façon,  on  aura  une  limite  supérieure  du  module 
de  8  en  remplaçant  Wo,  ii\^  Ma,  . . ,  Wa/i  par  Uo,  U|,  . . . ,  Ua»  res- 
pectivement,  puis   Vnjf.\  +  ^/f+2  -h ...  --h  t^/i+p    par  j — rr  et  enfin 


(*)  Journal  de  CrellCy  t.  79. 
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^o-{-  •  •  •  -I-  i'/i-i ,  ^0  +  •  •  •  -i-  ^'/i-2î  •  •  •  î  ^0  par  B.  Il  vient  alors 


|S|<Uo 


Ui 


A-hB  *  A-hB 

-*-  U„+iB  -f-  Urt+jB  -H. .  ,-h  U„tB, 


U«-i 


B 


ou  encore 


|S|< 


A-f-B 


(Uo-r-  Ui-h.  .  .H-  U«_i) 


■f-  B(U,n.i-!-.  .  .-r-  Ujrt)  <  "T r:  •+• 


B 


B' 


ou  enfin  |8|  <C  s.  La  diflTérence  8  a  donc  zéro  pour  limile. 

169.  Séries  doubles.  —  Considérons  un  échiquier  rectangulaire 
qui  serait  limité  en  haut  et  à  gauche,  mais  qui  se  prolongerait 
indéfiniment  en  bas  et  à  droite.  Cet  échiquier  contient  une  infi- 
nité de  colonnes  verticales,  qui  seront  numérotées  de  o  à  +  oo,  et 
une  infinité  de  files  horizontales  qui  seront  numérotées  également 
de  o  à  +00.  Concevons  maintenant  qu'à  chaque  case  de  cet  échi- 
quier on  fasse  correspondre  un  nombre  qui  sera  inscrit  dans  la 
case  correspondante;  soit  a/^  le  nombre  correspondant  à  la  case 
qui  est  située  dans  la  file  de  rang  i  et  dans  la  colonne  de  rang  k. 

Nous  obtenons  ainsi  un  tableau  disposé  comme  le  suivant 


(26) 


aoo 

«01 

«01       . . 

aon      •  •  • 

«10 

«11 

a„     ... 

«1/1     •  •  • 

•  •  • 

•  •  * 

t  •  •            •  • 

«2/»        •  •  • 

•              ...              •   •   . 

<3t//iO 

.  •  . 

•  •  • 

«ml 

.  .  • 

•  ■  •            ■  • 

amt     •  • 

•     •    •              •    ■    < 

•              *  •  •              •   .    . 

>       *  .  •  •       •  •  . 

Nous  supposerons  d'abord  que  tous  les  termes  de  ce  tableau 
sont  réels  et  positifs. 

Imaginons  maintenant  une  suite  de  courbes  C| ,  C2,  .  •  .  »  C/i,  . . . , 
s'éloignant  indéfiniment  dans  toutes  les  directions  et  formant,  avec 
les  deux  droites  qui  limitent  le  tableau,  une  suite  de  courbes 
fermées  s'enveloppant  mutuellement.  Soient  S{,  S2,  •  •  • ,  S/i,  . . . , 
les  sommes  des  termes  du  tableau  qui  sont  à  l'intérieur  de  ces 
courbes  fermées.  Si  la  somme  S^  tend  vers  une  limite  S  lorsque  n 
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augmente  indéfiniment,  on  dit  que  la  série  double 

-4-  •    -»-• 

est  convergente  et  a  pour  somme  S.  Pour  justifier  cette  définition, 
il  est  indispensable  de  démontrer  que  la  limite  S  est  indépendante 
de  la  forme  des  courbes  C.  Imaginons,  en  effet,  une  autre  suite  de 
courbes  s*élbignant  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  C, ,  (3^,  . . ., 
C^,  . . . ,  et  soient  S'^ ,  S^,  -  . .  ,  S'^,  ...  les  sommes  corres- 
pondantes. Le  nombre  m  étant  fixé,  on  peut  toujours  choisir  le 
nombre  n  assez  grand  pour  que  la  courbe  C/,  soit  tout  entière  à 
l'extérieur  de  C'^^;  on  a  donc  S'„,<.  S;i  et,  par  suite,  S',„<:i  S,  quel 
que  soit  m.  Or  celte  somme  S'^  croît  avec  l'indice  ;  elle  tend  donc 
vers  une  limite  S'5  S.  On  démontrera  de  la  même  façon  que  Ton 
a  aussi  S  ^  S'  ;  par  suite  S'  ==  S. 

On  pourra  prendre,  par  exemple,  pour  former  les  courbes  C, 
les  deux  côtés  d'un  carré  dont  le  côté  augmente  indéfiniment,  ou 
des  droites  également  inclinées  sur  les  deux  côtés  de  l'échiquier; 
les  sommes  correspondantes  seront  les  suivantes 

aoo-t-(«ioH-  «ii-t-aoi)-i-...-+-(ano-+-«/n-+-.---H  ««»-*-  ««-i,/tH-.-.-Haon), 

si  l'une  de  ces  sommes  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indé- 
finiment, il  en  est  de  même  de  la  seconde  et  ces  limites  sont  égales. 
On  peut  aussi  faire  la  somme  du  tableau  par  lignes  ou  par 
colonnes.  Supposons  en  effet  que  la  série  double  (27)  soit  con- 
vergente, et  soit  S  la  somme.  Il  est  clair  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  est  inférieure  à  S,  et  il 
en  résulte  que  toutes  les  séries  telles  que 

(a8)  a/o -+- ût/j -h . . . 4- a//, -H . . .         (*  =  o,  1,2,  . . .  ), 

obtenues  en  prenant  les  termes  d'une  file  horizontale  sont  conver- 
gentes, car  la  somme 

est  toujours  inférieure  à  S  et  va  en  croissant  avec  n. 

Soient  ctq;  cTi,  .  .  .,  cr/,   ...  les  sommes  des  diverses  séries  con- 
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vergentes  ainsi  obtenues;  la  nouvelle  série 

{29)  7Q-+-  <7i-i- .  .  ,'-  ^i—    .  .  , 

est  également  convergente.  En  effet,  considérons  la  somme  des 
termes  du  tableau  S^/^,  tels  que  l'on  ait  t^/>,  k^r.  Cette  somme 
est  toujours  moindre  que  S;  si,  laissant  fixe  le  nombre  /?,  on  fait 
croître  indéfiniment  le  nombre  r,  elle  a  pour  limite 

On  a  donc  toujours  cto-I- J| -h .  . . -h  o'^<!  S,  et,  comme  cette 
somme  va  en  croissant  avec  le  nombre  /?,  on  en  conclut  que  la 
série  (29)  est  convergente  et  a  pour  somme  un  nombre  S^S. 
Inversement,  si  toutes  les  séries  (28)  sont  convergentes,  et  si  la 
nouvelle  série  (29)  formée  par  les  sommes  des  premières  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  S,  il  est  évident  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  (26)  est  inférieure  à  £. 
On  a  donc  aussi  S  ^  S,  et  par  suite  2  =  8. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  séries  obtenues  en  prenant 
des  files  horizontales  s'applique  évidemment  aux  séries  obtenues 
en  prenant  des  colonnes  verticales.  Pour  avoir  la  somme  d'une 
série  double  dont  tous  les  éléments  sont  positifs,  on  peut  l'évaluer 
soit  par  lignes,  soit  par  colonnes,  soit  en  prenant  des  courbes 
limites  de  forme  quelconque.  En  particulier,  si  la  série  est  con- 
vergente quand  on  fait  la  somme  par  lignes  horizontales,  il  en 
sera  de  même  quand  on  l'évaluera  par  colonnes,  et  la  somme  sera 
la  même.  On  pourrait  énoncer  pour  les  séries  doubles  à  termes 
positifs  une  suite  de  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  éta- 
blis pour  les  séries  simples.  Par  exemple,  si  une  série  à  double 
entrée,  à  termes  positifs,  a  ses  termes  respectivement  moindres 
que  ceux  d'une  autre  série  double  convergente,  la  première  série 
est  également  convergente,  etc. 

Supposons  maintenant  que  les  éléments  du  tableau  (26)  aient 
des  signes  quelconques.  Si  la  série  double 


•    -4-  M 


221"'*' 


i=:0  A  =  0 

G.  26 
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est  convergente,  il  en  sera  de  même  de  la  série  double 


•e    -t-«e 


(3o)  22^'** 


1=0  *=rO 


Imaginons  en  effet  deux  tableaux  à  double  entrée,  T',  T"  ana- 
logues au  tableau  (26),  que  Ton  obtiendrait  en  remplaçant  aïk 
par  aiA  +  |<^i;t|f  puis  par  {a/A|*  La  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  du  tableau  (26)  est  égale  à  la  différence  entre  la  somme 
des  termes  correspondants  du  tableau  T'  et  la  somme  des  termes 
correspondants  du  tableau  T''.  Or  ces  deux  sommes  tendent  vers 
des  limites  déterminées,  et  indépendantes  de  la  façon  dont  on 
fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  termes  dont  on  calcule  la 
somme,  car  les  deux  séries  doubles  à  termes  positifs 

sont  convergentes,  la  première  par  hypothèse,  la  seconde,  comme 
ajant  ses  termes  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  série  S£2|a/A|.  On  dit 
que  la  série  double  (3o)  est  absolument  convergente;  on  peut 
l'évaluer,  soit  par  lignes,  soit  par  colonnes,  comme  pour  une 
série  à  termes  positifs. 

Enfin,  lorsque  les  éléments  du  tableau  (26)  sont  imaginaires, 
on  peut  évidemment  le  décomposer  en  deux  tableaux  en  prenant 
d'une  part  les  parties  réelles,  d'autre  part  les  parties  imaginaires. 
Si  le  tableau  à  double  entrée  obtenu  en  remplaçant  chaque  terme 
par  son  module  donne  naissance  à  une  série  double  convergente, 
chacun  des  tableaux  partiels  donne  naissance  à  une  série  double 
absolument  convergente.  La  série  double 

est  elle-même  absolument  convergente;  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  voir,  on  peut  évaluer  la  somme  soit  par  lignes,  soit  par 
colonnes,  soit  de  toute  autre  façon. 

170.  Une  série  double  absolument  convergente  peut  être  remplacée  par 
une  série  ordinaire  formée  des  mêmes  termes.  Il  suffit  de  montrer  qu*on 
peut  toujours  numéroter  les  cases  d'un  échiquier  indéfini  tel  que  (26),  de 
telle  façon  que  chaque  case  ait  un  numéro  déterminé,  aucune  d'elles  n^étant 
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oubliée.  En  d'autres  termes,  si  l'on  considère,  d'une  part  la  suite  naturelle 
des  nombres 

(Sa)  o,     1,     a,     ...,     /i,     ..., 

d'autre  part  tous  les  systèmes  de  deux  nombres  entiers  (i,  k),  où  t'^o, 
A:^o,  on  peut,  à  chacun  de  ces  systèmes,  faire  correspondre  un  des 
nombres  de  la  suite  (3*2)  de  façon  qu'inversement  à  un  nombre  n  ne  cor- 
responde  qu'un  seul  de  ces  systèmes.  Ecrivons,  en  effet,  tous  ces  systèmes, 
les  uns  à  la  suite  des  autres,  de  la  manière  suivante 

(o,  o),     (i,  o),    (o,  I),    (2,  o),    (i,  i),    (o,  a)     ..., 

et,  d'une  façon  générale,  après  avoir  écrit  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
on  a  e-+-A:</i,  écrivons  tous  les  systèmes  pour  lesquels  t-*-A:  =  /i,  en 
commençant  par  le  système  (n,  o)  et  faisant  décroître  i  successivement 
d'une  unité  jusqu'à  zéro.  Il  est  clair  que  chaque  système  (/,  k)  n'en  aura 
qu'un  nombre  Jlni  avant  lui  et  occupera  par  conséquent  un  rang  déter- 
miné dans  la  suite.  Imaginons  maintenant  qu'on  écrive  les  termes  de  la 
série  double  absolument  convergente  £2Ia/jtdans  l'ordre  que  nous  venons 
de  définir;  nous  obtenons  une  série  ordinaire 

(33)      ûfoo~+~  ût|o-4-  ûToi  -+-  (iiQ-¥-  ail  ■+■  aojH"»  •  •-+-  ^/io"+"  ^/i— i,i-+~'  •  •  > 

dont  les  termes  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  série  double  considérée, 
qui  est  absolument  convergente  comme  elle  et  a  la  même  somme.  Il  est 
clair  que  ce  mode  de  transformation  n'est  pas  unique,  puisqu'on  peut 
permuter  l'ordre  des  termes  d'une  façon  arbitraire.  Inversement,  toute 
série  ordinaire  absolument  convergente  peut  être,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, transformée  en  une  série  double,  et  ce  procédé  constitue  un  moyen 
puissant  de  démonstration  pour  certaines  identités  (<). 

On  voit  que  la  notion  de  série  à  double  entrée  n'est  pas  distincte  au 
fond  de  la  notion  ordinaire  de  série.  Dans  une  série  absolument  conver- 
gente, on  a  vu  plus  haut  qu'on  pouvait  remplacer  un  nombre  fini  de 
termes  par  leur  somme  effectuée,  ou  ranger  les  termes  dans  un  ordre 
arbitraire.  En  cherchant  à  généraliser  encore  cette  propriété,  on  est  con- 
duit tout  naturellement  à  introduire  les  séries  à  double  entrée. 

171.  Séries  multiples.  —  La  notion  de  série  à  double  entrée  est 
encore  susceptible  d'une  grande  extension.  Tout  d'abord,  on  peut 
considérer  des  séries  dont  chaque  terme  amn  dépend  de  deux 
indices  dont  chacun  peut  varier  de  — oo  à  +  c».  On  peut  ima- 
giner les  termes  de  cette  série  disposés  suivant  les  cases  d'un 
échiquier  rectangulaire  indéfini  dans  tous  les  sens,  et  Ton  voit  que 


(')  Taxneuy,  Introduction  à  la  théorie  des  /onctions  d'une  variable,  p.  67. 
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la  série  à  double  entrée  SSam»  peut  se  partager  en  quatre  séries 
doubles,  telles  que  celles  que  nous  avons  étudiées  jusqu'ici.  Une 
extension  plus  importante  est  la  suivante.  Considérons  une  série 

dont  chaque  terme  ^ni,.w, m   dépend  de  p  indices  m^j  m^^  . . ., 

m^,  pouvant  varier  de  o  à  -t-oo,  ou  de  — oo  à  4-00,  ces  indices 
pouvant  d^ailleurs  être  assujettis  à  vérifier  certaines  inégalités. 
Quoiqu'on  ne  puisse  plus  se  servir  d'une  représentation  géomé- 
trique analogue  à  la  précédente  dès  qu'il  ja  plus  de  trois  indices, 
un  peu  de  réflexion  suffit  pour  montrer  que  les  propositions 
établies  pour  les  séries  doubles  s'étendent  sans  difficulté  aux 
séries  multiples  d'ordre  p. 

Supposons  d'abord  que  tous  les  termes  «;„„;„„...,«  soient  réels  et 
positifs.  Imaginons  que  l'on  prenne  la  somme  d'un  certain  nombre 
de  termes  de  cette  série,  que  Ton  ajoute  ensuite  à  cette  somme  la 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes  négligés,  et  ainsi  de  suite, 
de  telle  sorte  qu'un  terme  quelconque  de  la  série  figure  dans 
toutes  les  sommes  successives  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opé- 
rations. Soient  Sj,  S2,  •  »  ••,  S,^,  . . .  les  sommes  successives  ainsi 
obtenues;  si  S»  tend  vers  une  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, la  série  est  convergente  et  a  pour  somme  S  ;  comme  dans 
le  cas  de  deux  indices,  cette  limite  S  est  indépendante  de  la  façon 
dont  on  fait  croître  le  nombre  des  termes  ajoutés.  Si  les  termes 
ont  des  signes  quelconques  ou  sont  imaginaires,  la  série  est  encore 
convergente  pourvu  que  la  série  formée  parles  modules  soit  con- 
vergente. 

172.  Généralisation  du  théorème  de  Cauchy.  —  On  peut  souvent 
décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  mul- 
tiple, au  moyen  du  théorème  suivant,  qui  est  la  généralisation  du 
théorème  de  Cauchy  (n°  161).  Soit/(^,  y)  une  fonction  des  deux 
variables  x  et  j^,  qui  est  positive  pour  tous  les  points  {^y  y)  exté- 
rieurs à  une  certaine  courbe  fermée  F,  et  telle  quey*(x,  y)  diminue 
lorsque  le  point  (^,  y)  s'éloigne  de  l'origine.  Considérons,  d'une 

part,  l'intégrale  double   /  \  /{^t  y)dx  dy^  étendue  à  la  couronne 

comprise  entre  la  courbe  F  et  une  autre  courbe  extérieure  G 
qui  grandit  indéfiniment;  d'autre  part,  la  série  à  double  entrée 
22/(771,  72),  où  l'on  attribue  aux  indices  771,  n  toutes  les  valeurs 
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entières,  positives  et  négatives,  telles  que  le  point  (m,  n)  soit 
extérieur  à  F.  Dans  ces  conditions,  la  série  double  est  conver- 
gente lorsque  Cintégrale  double  a  une  limite,  et  inversement. 
Les  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  j:  =  o,  ±:  i ,  ±:  2,  . . . , 
etj^z-^o,  dii,  ±12,  ...,  décomposent  l'aire  comprise  entre  les 
deux  courbes  C  et  F  en  un  certain  nombre  de  carrés  et  de  portions 
irrégulières.  Si  nous  prenons  dans  chacun  des  carrés  le  sommet  le 
plus  éloigné  de  l'origine,  il  est  clair  que  la  somme  Sy(m,  n)  cor- 
respondante sera  inférieure  à  l'intégrale  double  /  I  /{x,y)dxdy, 

étendue  à  l'aire  comprise  entre  C  et  F.  Si  cette  intégrale  double 
tend  vers  une  limite  S,  lorsque  la  courbe  C  s'éloigne  indéfiniment, 
il  suit  de  là  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  double  est  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe;  cette 
série  est  donc  convergente.  On  voit  de  la  même  façon  que,  si 
la  série  double  est  convergente,  l'intégrale  double  est  toujours 
moindre  qu'un  nombre  fixe;  cette  intégrale  tend  donc  vers  une 
limite*  Le  théorème  s'étend  à  une  série  multiple  à  p  indices,  sous 
des  hypothèses  convenables;  le  terme,  de  comparaison  est  alors 
une  intégrale  multiple  d'ordre />• 

Par  exemple,  la  série  double  dont  le  terme  général  est  - — - 


les  indices  m  et  n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  — 00 
à  -{-  00,  sauf  772  :  -  /i  rzr  o,  cst  convcrgcntc  si  [JL  >  i,  et  divergente 
si  [JLi^i.  Car  l'intégrale  double 

/*  /*     dx  dy 

^•^^^  J  J  l-x^^yiyv-' 

étendue  à  la  portion  du  plan  extérieure  à  un  cercle  concentrique 
à  l'origine,  a  une  valeur  finie  si  [x  >•  1  et  augmente  indéfiniment 
si  [Ji'^i  (n«  133). 

Plus  généralement,  la  série  multiple  dont  le  terme  général  est 


la  combinaison  /n4=:m2=..  .  =  mp=^  o  étant  exclue,  est  con- 
vergente si  l'on  a  2  [jl  >•/?(*  ). 


(')  On  trouvera  des  propositions  plus  générales  dans  le  Traité  d'Analyse  de 
M.  Jordan,  tome  I;  p.  i63. 
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CONVERGENTES. 


173.  Définition  de  la  convergence  uniforme.  —  Une  série 

(35)  Mo(^) -♦- Wi(^) -!-•••-+- Wn(a:) -h. . . 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d^une  variable  ^dans 
un  intervalle  (a,  è),  et  qui  est  convergente  pour  toute  valeur  de:r 
comprise  dans  cet  intervalle,  ne  représente  pas  nécessairemenl 
une  fonction  continue  de  cette  variable,  comme  on  serait  tenté  de 
le  croire.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  reprendre  la  série 
(^voir  n®  4). 


dont  la  somme  est  discontinue  pour  x  =^  o.  Comme  un  grand 
nombre  de  fonctions  se  présentent  en  Analyse  sous  forme  de 
séries,  on  a  dû  étudier  les  propriétés  des  fonctions  représentées  de 
cette  façon  et  la  première  question  qui  se  présente  est  précisément 
de  chercher  à  reconnaître  si  la  somme  d'une  série  est  une  fonction 
continue  d'une  variable.  Quoiqu'on  ne  possède  pas  de  solution 
générale  de  ce  problètne,  son  élude  a  conduit  à  une  notion  extrê- 
mement importante,  celle  de  la  convergence  uniforme. 

On  dit  qu'une  série,  telle  que  (35),  est  uniformément  conver- 
gente dans  un  intervalle  (a,  b)  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut 
faire  correspondre  un  nombre  entier  positif  n  tel  que  la  valeur 
absolue  du  reste  R/{  de  cette  série 

soit  moindre  que  e  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans 
l'intervalle  (a,  b),  La  condition  que  le  nombre  /i,  qui  correspond 
à  une  valeur  donnée  de  e,  soit  le  même  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  de  l'intervalle  (a,  6),  est  essentielle  dans  cette  définition. 
Pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  il  est 
certain  qu'il  existe  un  nombre  entier  n  satisfaisant  à  la  condition 
que  R;,  soit  moindre  que  e,  mais  rien  ne  prouve  a  priori  que^  pour 
une  valeur  donnée  de  /i,  aussi  grande  qu'on  la  suppose,  le  reste  R„ 
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reste  constamment  plus  petit  que  e  en  valeur  absolue»  lorsque  x 
varie  de  a  à  6,  Ainsi,  pour  la  série  considérée  tout  à  l'heure,  on  a 

R,j(j7)  z= -*  pour  a:<o; 

la  série  n'est  pas  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (o,  i), 
car  il  est  impossible  de  trouver  un  nombre  entier  n  tel  que  l'on 
ait  Kn{x)  <C  e,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i. 
L'importance  des  séries  uniformément  convergentes  provient 
de  la  propriété  suivante  : 

La  somme  d'une  série  uniformément  com^ergente  dans  un 
intervalle  (a,  é),  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues 
d'une  variable  x  dans  cet  intervalle,  est  elle-même  une  fonc- 
tion continue  de  cette  variable. 

Soit  Xq  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  et  Xo-f-  A  une 
valeur  voisine,  comprise  aussi  entre  a  et  b.  Choisissons  un 
nombre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  R/i(a;) 

soit  moindre  que  5  en  valeur  absolue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

de  rintervalle  (a,  b),  e  désignant  un  nombre  positif  donné  à 
l'avance,  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Soit /(a:)  la  somme  de  la 
série  convergente  considérée;  on  peut  écrire 

en  désignant  par  ^{x)  la  somme  des  n  -h  1  premiers  termes 

«p(a7)  =  Uo(x)-^  Ui(x)  ■»-...-+-  Un(x), 
Des  égalités 

/(xo-+-A)  =  ^(xo-hk)-i-  Rrt(rro-f-/i), 
on  tire,  en  les  retranchant  membre  à  membre, 

f(Xo-^  h)—f(xo)  =  [o{xo-hh)  —  (p(a'o)]-h  Hn{xo-^-h)--  R«(a?o); 

le  nombre  n  ajant  été  choisi  de  cette  façon,  on  a  déjà 
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D*autre  part,  puisque  les  différents  termes  de  la  série  sont  des 
fonctions  continues  de  x^  f  (^)  ^st  aussi  une  fonction  continue  et 
Ton  peut  trouver  un  nombre  positif  t^  tel  que  l'on  ait 

|«p(iro-+-/t)  — <p(a:o)|  <  y 
pourvu  que  |  A|  soit  <[  r^.  On  aura  donc,  a  fortiori^ 

\f{x,-^h)-f{x,)\<^%^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  T]  en  valeur  absolue,  ce 
qui  montre  bien  que  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  x  =  x©. 

Remarque.  —  Il  paraît  au  premier  abord  1res  difficile  de  recon- 
naître si  une  série  est  uniformément  convergente  dans  un  inter- 
valle. La  proposition  suivante  permet,  dans  bien  des  cas,  d'affirmer 
qu'il  en  est  ainsi.  Soit 

(36)  ao(^)^- Mi(a?)H-. .  .4- M,i(:r) -+-... 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans 
un  intervalle  (a,  b)\  soit,  d'autre  part, 

(37)  Po -^- ^'i  H- . .  • -1 


n 


une  autre  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  posi- 
tifs constants.  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  l'intervalle  (a,  b) 
on  a,  quel  que  soit  /i,  \un\  <i  ^//?  ïa  première  série (36)  est  unifor- 
mément convergente  dans  cet  intervalle.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'on 
a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6, 

et  il  suffira  de  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  correspon- 
dant de  la  seconde  série  soit  moindre  que  e,  pour  que  l'on  ait,  quel 
que  soit  X  oans  l'intervalle  (a,  6), 

Par  exemple,  ^'o?  ^i?  ^'2f  •  •  •  ayant  toujours  la  même  signification, 

la  série 

VQ-h  Vi  sina:  H-  v^  sin2:r  -h. . .-+-  v„  s'innx  -+-. . . 

est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle. 
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174.  Intégration  et  différentiation  des  séries.  —  Une  série  uni- 
formément convergente  peut  être  intégrée  terme  à  terme. 

Soient  x^^  x^  deux  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  é,  et  n 
un  nombre  entier  tel  que|R/j(x)|  <<  e  pour  toutes  les  valeurs  Aex 
de  cet  intervalle.  On  peut  écrire 

et  par  suite 

f      f(x)dx—  I      Uo(x)dx-\~  I      Ui(x)  dx  -T- . . . 


JT. 


-h  I      Un{x)dx-h  I      Rn{^)clx; 

K„{x)dx  est  moindre  que 
-• 
e|^i  —  ^o|  et,  par  conséquent,  peut  être  rendue  plus  petite  que 

tout  nombre  donné,  pourvu  que  Ton  prenne  n  assez  grand.  Il 

s^ensuit  que  l'on  a 

f{x)dx=  j      Uo(x)dx-r'  j      Ui(x)dx'^...-h  I      Un{x)dx-^...; 

si  laissant  Xq  fixe,  on  considère  x^  comme  variable,  on  a  une  série 

Jf      Uo(x)dx  -i-,  .  .-+■   j     Un^xjdx-^.., 

qui  est  convergente  dans  IMntervalle  (a,  6)  et  dont  la  somme 
admet  pour  dérivée y(rr). 

De  même,  une  série  peut  être  dlfférentiée  terme  à  terme /?OMrt^« 
que  la  série  des  dérivées  soit  uniformément  convergente. 

Soit 

une  série  convergente  dans  Tintervalle  (a,  b)\  supposons  que  la 
série  formée  par  les  dérivées  est  uniformément  convergente  dans 
le  même  intervalle,  et  désignons  par  ^{x)  la  somme  de  cette 
nouvelle  série 

*  dx  ~^  dx       "         dx 
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En  intégrant  terme  à  terme  entre  deux  limites  Xq  et  x^  comprises 
entre  a  et  6,  il  vient 


(f(x)dx  =  [Uo(x)  —   Uo(Xo)]  -h  [Ui(x)  —  Ui(Xo)]-^..  ., 


c'est-à-dire 

/     tf{x)  dx  =f{x)  — /(iPo), 

relation  qui  montre  que  ^{x)  est  la  dérivée  de/(x). 

—  dx  ne  peut  s'exprimer  par 

une  combinaison  en  nombre  fini  de  fonctions  élémentaires;  écri- 
vons-la comme  il  suit 

—  dx  =  I h  I  dx  =  logar  -f-  / dx. 

On  peut  trouver  pour  la  dernière  intégrale  un  développement 
en  série  valable  pour  toute  valeur  de  ^;  on  a,  en  efl'et, 


e^ —  I  X  x^  rr'»-* 

=  IH H 


X  1.2  1.2.3  I  .  2 .  .  .  /t 

et  cette  série  est  uniformément  convergente,  dans  l'intervalle 
de  — R  à  -|-R,  aussi  grand  que  soit  R,  car  les  valeurs  absolues 
de  ses  termes  sont  moindres  que  les  termes  de  la  série 


1.2  1  .  2 .  .  .  /l 


On  en  conclut  que  la  série,  obtenue  par  l'intégration 

„,     .  a?  1     57*  \  x^ 

F(x)  =  n h 


I        21.2  n  i ,1. . .  n 

qui  est  convergente  quel  que  soit  x,  représente  une  fonction  dont 
la  dérivée  est  — ^^  • 

X 

2^*  Le  périmètre  d'une  ellipse,  dont  le  grand  axe  est  na  et  l'excenlri- 
cilé  e,  est  égal  à  l'intégrale  définie  (n*  112) 


S  =  4«  /     /»  —  e*sin*çpc?o. 
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Le  produit  e'sin'op  est  compris  entre  o  et  e'<l,  de  sorte  que  le  radical 
est  égal  à  ]a  somme  de  la  série,  obtenue  par  la  formule  du  binôme 

i/i  —  e*sin*©  =  I tf*sin*« ;  c^sin^cp  — . . . 

1.3.5. ..(2n  —  3)    ,„  .  -^ 

2.4>0.  .  .  2/1  * 

et  la  série  du  second  membre  est  uniformément  convergente,  car  ses 
termes  sont  moindres  en  valeur  absolue  que  ceux  de  la  série  obtenue  en 
faisant  sinç  =  1.  On  peut  donc  intégrer  terme  à  terme  et  en  observant 
que  Ton  a  (n**  116) 


r     •  .«     j         1 .3.5..  .(9./1  —  1)  iz 

I     sin"*cpa9  =  ;— H - 

J^  ^     ^  2 . 4 . 6 . . .  2  /l        •! 


jl  vient 


Si  Texcentricité  e  est  très  petite,  il  suffit  de  prendre  un  petit  nombre 
de  termes  dans  le  second  membre  pour  avoir  la  valeur  de  Tintégrale  avec 
une  grande  approximation. 

On  peut,  de  la  même  façon,  développer  en  série  Tintégrale 


1      y/i  —  e^sin*©  d^y 
'0 


quelle  que  soit  la  limite  supérieure  ^.  Nous  citerons  encore  la  formule 


f. 


*  rf©  it  l  1.9. 

^  =  -  ;  I  -4-  -   e*  -V-  —  e* 


ri.3.5...(2/i-i)i«^,„  1  ..  j 

L       •2.4.<i. .  .2/4      J  \ 


qui  donne  le  développement  de  Tintégrale  complète  de  première  espèce 
de  Legendre. 

La  définition  de  la  convergence  uniforme  s'étend  aux  séries 
dont  les  termes  sont  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes, et  aux  séries  multiples.  Par  exemple,  soit 
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une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  des  deux 
variables  x,  y,  et  qui  est  convergente  lorsque  le  point  (x,  y) 
reste  à  Tîntérieur  d'un  contourC  On  dira  que  la  série  est  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine,  si  à  tout  nombre  positif  e 
on  peut  faire  correspondre  un  nombre  n  tel  que  la  valeur  absolue 
du  reste  R,j  soit  moindre  que  e  pour  tout  point  {œ,  y)  intérieur  au 
contour  C,  et  l'on  démontrera  comme  plus  haut  que  la  somme  de 
cette  série  est  une  fonction  continue  des  variables  x  et  y  dans 
ce  domaine.  Le  théorème  sur  l'intégration  se  généralise  aussi  ^ 
si/(^,  y)  est  la  somme  de  la  série  précédente,  on  a 

j  f  f{^^y)d^dy  =  I  I  Ufi{x,y)dji:dy-^  j  1  U\{Xy  y)  dx  dy -^- . . . 

-^  j  j  ihi(o^,y)dxdy  -r-..., 

toutes  les  intégrales  doubles  étant  étendues  à  Taire  intérieure  au 
contour  C. 

De  même  une  série  double  dont  les  termes  sont  fonctions  d'une 
ou  plusieurs  variables,  et  qui  est  absolument  convergente  lorsque 
ces  variables  restent  comprises  dans  un  certain  domaine,  est  dite 
uniformément  convergente  si  Ton  peut  prendre  un  nombre  de 
termes  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de  la  somme  des 
termes  négligés  soit  moindre  qu'un  nombre  positif  e,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  des  variables  considérées.  Les  propriétés 
établies  plus  haut  s*étendent  sans  difficulté,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  et  aussi  quel  que  soit  le 
nombre  des  dimensions  de  la  série. 

Remarque,  —  Lorsqu'une  série  n'est  pas  uniformément  convergente, 
on  ne  peut  pas  toujours  l'intégrer  terme  à  terme;  en  voici  un  exemple. 
Posons 

Srt(a7)  = /ixc-"-»',       So(ar)  — o,       W/t(^)  =  Sn— Sn-i       (n  =  i,  !a,  . . ."); 

la  série  dont  le  terme  général  est  u„(x)  est  convergente  et  a  pour  somme 
zéro,  car  Sn{x)  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  peut 
donc  écrire 

f{x)  =  O  =  Ui{x)  -h  .Ui(x)  -h.  ..-^  Un(x)-h"  ' 

et  par  suite    f  f{x)  dx  =  o.  D'autre  part,  si  l'on  intègre  la  série  terme 
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à  terme  entre  les  limites  zéro  et  un,  on  obtient  une  nouvelle  série  dont 
la  somme  des  n  premiers  termes  a  pour  valeur 

et  cette  somme  a  pour  limite  -  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Cet  exemple 
est  dû  à  M.  Osgood. 

175.  Application  à  la  di£férentiation  sous  le  signe  /.  —  I^a 

démonstration,  donnée  plus  haut,  de  la  formule  de  difTérentiation 

sous  le  signe   /  suppose  essentiellement  que  les  limites  Xq  et  X 

sont  finies  (n"  97).  Si  X  est  infini,  on  n'a  pas  toujours  le  droit 
d'appliquer  la  formule.  Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 

cette  intégrale  ne  dépend  pas  de  a,  car,  si  on  fait  le  changement 
de  variable  olx  --- y-i  elle  devient,  en  supposant  a  !>  o, 

En  appliquant  à  l'intégrale  F(a)  la  formule  ordinaire  de  difTéren- 
tiation, on  arrive  à  l'égalité 


'(a)  r=    1         c.o^oLX  dx, 

«    0 


dont  le  premier  membre  est  nul,  tandis  que  le  second  membre 
n'a  pas  de  valeur  déterminée. 

On  peut  trouver  des  conditions  suffisantes  pour  qu'on  ait  le 
droit  de  dilTérentier  par  la  formule  habituelle,  même  lorsqu'une 
des  limites  est  infinie,  en  rattachant  la  question  à  l'étude  des 
séries.  Considérons  d'abord  une  intégrale 


/. 


f(,x)dx. 


que  nous  supposons  avoir  une  valeur  déterminée.   Soient  aj, 
a^'t    •••9  ci/n    •••   ^^^  suite  indéfinie  de  nombres  plus  grands 
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que  Oq,  allant  conslammenl  en  croissant,  de  telle  sorte  que  On 
augmente  indéfiniment  avec  n.  Posons 


f{x)dx,         ...; 

la  série 

Uo-hU|-+-  Uj-^...-t-  U«-h. . . 

^5/  convergente  et  a  pour  somme  f       f{^)  dx^  car  la  somme  S« 

f     /(.r)  dx. 

Il  est  à  remarquer  que  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie. 
Prenons,  par  exemple, 

y{x)  =  cosXf        «0=0,         at  =  TZf         ...,         a/i=/i'it,         .... 

nous  avons 


cosx  dx  =  o; 

nie 


la  série  est  donc  convergente,  tandis  que  l'intégrale  ne  tend  vers 
aucune  limite. 

Soit  maintenant  /{x^  a)  une  fonction  continue  des  deux  va- 
riables X  et  a,  lorsque  x  est  supérieur  à  ao  et  a  compris  dans  un 

intervalle  (ao,  a^).   Si   l'intégrale    /  /(x^  cL)dx  tend  vers  une 

limite  lorsque  /  augmente  indéfiniment,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a,  celte  limite  est  une  fonction  de  a, 

F(«)=  f      /(^,  a)^, 

que  l'on  peut  remplacer,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  par  la 
somme  d'une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
continues  de  a, 

F(a)  =  Uo(a)-^U,(a) -+-... ^U„(a)  4-..., 
^'o(«)=   f    /(^,  a)c/^,         Ui(a)=  f  */ix,a)dx, 
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Celle  fonction  F(a)  est  continue,  pourvu  que  la  série  soit  uni- 
formément convergente.  Par  extension,  nous  dirons  que  Vin- 

tégrale    j       /{^^  cL)dx  est  uniformément  convergente  dans 

rinlervalle  (a©,  ai)  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  cor- 
respondre  un  nombre  N   tel   que    l'on   ait,   pour  toute  valeur 


de   />N, 


dx 


<.  e,  quel  que  soit  a  dans  l'inter- 


valle (ao,  «i).  Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  il  en 
est  de  même  de  la  série,  car  si  l'on  prend  a«>  N,  on  aura 


f        f{x,  a)  dx 


<e; 


la  fonction  F(a)  est  donc  continue  dans  l'intervalle  (ao,  a»), 

à/ 


[        ^  dx  ait  une  valeur 

Gnie  pour  toute  valeur  de  a  comprise  dans  l'intervalle  (a©,  ai),  et 
qu'elle  soit  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle;  on 
peut  aussi  la  représenter  par  la  somme  d'une  série 

f       ^û?^  =  Vo(a)-t-Vi(a)-t-...-^-V„(a)^-.... 
où 

V  0  =     I         ~r—  CiXj  •  •  •  t  »  rt  — -     I  "\~  ClXf  •  .  •  • 

La  nouvelle  série  est  uniformément  convergente  et  ses  termes 
sont  égaux  respectivement  aux  dérivées  des  termes  de  la  pre- 
mière. On  a  donc,  d'après  le  théorème  qui  a  été  démontré  sur  la 
différentiation  des  séries, 

«•0 

c'est-à-dire  que  la  formule  de  différentiation  sous  le  signe    / 

s'applique  encore,  pourvu  que  l'intégrale  qui  figure  au  second 
membre  soit  uniformément  convergente. 

176.  Exemples.  —  i**  Reprenons  l'intégrale  du  n°  91, 


F(a)=  f 


ftin.T    , 
e-ax ^x 

X 
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que  ao,  allant  coDStamment  en  croissant,  de  telle  sorte  que  an 
augmente  indéfiniment  avec  n.  Posons 


Uo=   r  'f{x)dx,        U,=   r    Ax)dx, 


f{x^dx, 
la  série 


Uo -+-  U 1  H-  U  j -+- .  .  . -4-  U,t -h .  .  . 


est  convergente  et  a  pour  somme  f       /{^)  dx,  car  la  somme  S/, 

[     /{x)dx. 

Il  est  à  remarquer  que  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie. 
Prenons,  par  exemple, 

nous  avons 


U«=  f 


(/H-1)1Ï 

cosx  dx  =  o;' 


la  série  est  donc  convergente,  tandis  que  Tinlégrale  ne  tend  vers 
aucune  limite. 

Soit  maintenant  /{x,  a)  une  fonction  continue  des  deux  va- 
riables X  et  a,  lorsque  x  est  supérieur  à  ao  et  a  compris  dans  un 


vers   une 


intervalle  (a©,  a^).   Si   l'intégrale    /  f{x^  0L)dx  tend 

limite  lorsque  /augmente  indéfiniment,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a,  celte  limite  est  une  fonction  de  a, 

F(«)=  f      Ax,a)dx, 

que  l'on  peut  remplacer,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  par  la 
somme  d'une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
continues  de  a, 

F(a)  =  Uo(a)-hUi(a)4-...-4-U«(a)-+-..., 
Uo(«)=   f  '/(x,a)dx,         Ui(a)=  f*/{x,a)dx, 
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Celte  fonction  F(a)  est  continue,  pourvu  que  la  série  soit  uni- 
formément convergente.  Par  extension,  nous  dirons  que  /'m- 

tégrale    1       /{^^  0L)dx  est  uniformément  convergente  dans 

l'intervalle  (ao,  «i)  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  cor- 
respondre  un  nombre   N   tel   que    l'on   ait,   pour   toute  valeur 


de  />N,  1  /       f{x^  7.)dx 


<.  e,  quel  que  soit  a  dans  l'inter- 


valle (ao,  a<).  Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  il  en 
est  de  même  de  la  série,  car  si  l'on  prend  «/,>  N,  on  aura 


|R«I=-     /        f(a;,a)dx 


<e; 


où 


la  fonction  F(a)  est  donc  continue  dans  l'intervalle  (ao,  a^). 
Cela  posé,  supposons  que  l'intégrale    /        a'  ^^  ^'^  ^'^^  valeur 

finie  pour  toute  valeur  de  a  comprise  dans  l'intervalle  (ao,  ai),  et 
qu'elle  soit  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle;  on 
peut  aussi  la  représenter  par  la  somme  d'une  série 

La  nouvelle  série  est  uniformément  convergente  et  ses  termes 
sont  égaux  respectivement  aux  dérivées  des  termes  de  la  pre- 
mière. On  a  donc,  d'après  le  théorème  qui  a  été  démontré  sur  la 
difTérentiation  des  séries, 

c'est-à-dire  que  la  formule  de  diflerenliation  sous  le  signe    / 

s'applique  encore,  pourvu  que  l'intégrale  qui  figure  au  second 
membre  soit  uniformément  convergente. 

176.  Exemples.  —  i"  Reprenons  l'intégrale  du  n""  91, 


c-ow: dx 

X 

^  D 
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OÙ  CE  est  positif.  L'intégrale  obtenue  en  différentîant 


£ 


e-o"^  sina?  dx 


est  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à 
un  nombre  positif  k.  On  a  en  effet 


/ 


e-owrsina?  dx 


< 


I. 


+  • 


a 


et  il  suffit  de  prendre  /  assez  grand  de  façon  que  Ton  ait  Ac*'  >  -  pour  que 

la  valeur  absolue  de  cette  intégrale  soit  inférieure  à  s,  lorsque  a  est  supé- 
rieur à  k.  On  a  donc 


F'(a)  =  —   /         e-a^sina- ^.r; 


l'intégrale  indéfinie  a  déjà  été  calculée  (n**  119)  et  l'on  trouve 


F  (»)=[- m^i -^J,  = 


—  I 


1  -H  a 


î' 


on  tire  de  là 


F(a)  =  G  —  arc  tanga, 


et  l'on  détermine  la  constante  G  en  remarquant  que  l'intégrale  définie  F(z) 

tend  vers  zéro  lorsque  a  croît  indéfiniment,  ce  qui  donne  G  =  -•  On  a 
donc  en  définitive 


(38) 

% 


/ 


-4-  «o 


sina7    ,  1 

g-ax fix  =  arc  tanc- 

X  a 


Gette  formule  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  positives  de  a,  mais  on  a 
vu  plus  liaut  que  le  premier  membre  est  la  somme  d'une  série  alternée 

dont  le  reste  R,»  est  toujours  inférieur  à  --•  Gette  série  est  donc  unifor- 
mément convergente,  et  l'intégrale  est  une  fonction  continue  de  a,  même 
pour  a  =  o.  En  faisant  tendre  %  vers  zéro,  on  a  donc  à  la  limite 


(39) 


/ 


-»-ao 


sina? 


<k 


dx  = 

X  1 


2°  Si,  dans  la  formule  du  n°  134, 


I. 


H-  00 


e-^'  dx  = 


i/^ 


•1 


III.    —    SÊHIES  A  TERMES  VARIABLES.  4(7 

on  pose  X  =.  y  y^a,  a  étant  positif,  il  vient 

0  ^ 

et  il  est  facile  de  vérifier  que  toutes  les  intégrales  que  Ton  déduit  de 
celle-là  par  des  dilTérentiations  successives  par  rapport  au  paramètre  a 
sont  uniformément  convergentes,  pourvu  que  a  reste  supérieur  à  un 
nombre  fixe  A:  >  o.  De  la  formule  précédente  on  déduit  donc  les  valeurs 
de  toute  une  série  d'intégrales 

8 


(4i) 


X"*"*  I   3      -    -' 

y^e-<^y^dy   =  -^ /r  a   «, 


«»  «Vl    ^  I.i.5...(ï/l-  I)  /- T— 


et,  en  les  combinant,  on  pourra  en  déduire  une  infinité  d'autres.  On  a, 
par  exemple, 


aO 


=  Ç       e-^y'dy—  f       e-^y  l^lZl*  dy 


0  «^0 

( 

0 


,A  l.'2...-2/l 


Toutes  ces  intégrales  viennent  d'être  calculées,  et  il  reste 


.       .  (2p)«»       /^  1.3.5. ..ra/i-f) 

^      1.2. 3... '2/1      2  2'* 

ou,  en  réduisant. 


a       « 


(42)  J       e-<V«co82pj^rf7  =  i^^ 


G.  37 
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EXERCICES. 


1.  Démontrer  la  formule 


,^\^  -J^  [a:«(loga:)«]  r-.  i  -,-  S,  logar  -h  ^-^  (loga:)«-t-. . . 

\,%  .  .  .  n       ^ 
Sp  désignant  la  somme  des  produits  p  k  p  des  n  premiers  nombres. 

[MURPHV.] 

[On  part  de  la  formule 

I   r-  a  log.r  -h ^~—  -h . . .  -T ^^-    —  -•  . . . 

1.2  i.'i. . .  n  J 

que  l'on  diiférentie  n  fois  de  suite  par  rapport  à  x.] 
â.  Calculer  Tintégrale  définie 


«  .       — jt 


•0 


en  utilisant  la  diiïérentiation  sous 


li.  Démontrer  la  formule 


le  signe   /  . 


X 


ri 


4-  «O  ,         fl^  l~ 

c         ^  dx  ^  —  e-*" 

'2 


[/I  "I 

On  démontre  que  l'on  a  ^  =  —  ^I.  I 


4.  Déduire  de  la  formule  précédente  l'intégrale  définie 


/' 


yo  -•-  • 

».   De  la  relation  ~-  =  -    /         x^e-^^dx  déduire  la  formule 


-t-ao 

n  — 1 


x^dx 
e^ —  I 


I 


CHAPITRE  IX. 

SÉRIES  ENTIÈRES.  -  SÉRIES  TRIGONOM  ÉTRIQUÉ  S. 


Nous  étudions,  dans  ce  Chapitre^  deux  classes  de  séries  parti- 
culièrement importantes,  les  séries  entières  et  les  séries  trigono- 
métriques.  Quoiqu'on  ne  s'occupe  que  de  variables  réelles,  les 
raisonnements  employés  dans  l'étude  des  séries  entières  s'étendent 
d'eux-mêmes  au  cas  des  variables  imaginaires,  en  remplaçant 
partout  les  mots  valeur  absolue  par  module. 

1.  -  SÉRIES  ENTIÈRES  A  UNE  VARIVBLE. 

177.  Région  de  convergence.  —  Considérons  d*abord  une  série 

(i)  Ao-H  A,X-h  A,X*-^...-T- A^X^-i-... 

où  tous  les  coefficients  Aq,  A|,  A2,  . . .,  sont  positifs,  et  où  l'on 
n'attribue  à  la  variable  indépendante  X  que  des  valeurs  positives. 
Il  est  clair  que  tous  les  termes  de  cette  série  vont  en  croissant 
avec  X;  si  la  série  est  convergente  pour  une  valeur  particu- 
lière X  =  Xi ,  elle  est  a  fortiori  convergente  pour  toute  valeur 
de  X  inférieure  à  X|.  De  même,  si  la  série  est  divergente  pour  la 
valeur  Xa,  elle  est  certainement  divergente  pour  toute  valeur  de  X 
supérieure  à  Xj.  Cela  posé,  plusieurs  cas  peuvent  se  présenter  : 
1**  Il  peut  se  faire  que  la  série  (i)  soit  convergente,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  la  variable  X  ;  telle  est  la  série 

X" 

I  .  a  .  .  .  /t 


X      x« 

I  H 

-t-  ■  ■ 

1         l  .'>. 

1^  Il  peut  aussi  arriver  que  la  série  (i)  soit  toujours  divergente, 
quel  que  soit  X,  sauf  pour  X  =  o  ;  telle  est  la  série 

I  -h  X  -T-  1 . 2  X*  ^ . . .  -- 1 .  '2 . 3  . . .  /i  X'»  — 


L 
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3**  Supposons  enfin  que  la  série  proposée  soit  tantôt  conver- 
•  gente,  tantôt  divergente.  Soient  X|  une  valeur  de  X  rendant  la  série 
convergente,  et  Xj  une  valeur  de  X  rendant  la  série  divergente. 
D'après  la  remarque  de  tout  à  Pheure,  on  a  X|  <!  Xa,  la  série  est 
convergente  si  X<cX|,  et  divergente  si  X>X2.  Il  n'y  a  doute 
que  pour  les  valeurs  de  X  comprises  entre  X|  et  X2.  Mais  toutes 
les  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  convergente  sont  inférieures 
à  X2;  soit  Rieur  limite  supérieure.  Comme  toutes  les  valeurs  de  X 
qui  rendent  la  série  divergente  sont  supérieures  à  l'une  quel- 
conque des  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  convergente,  ce 
nombre  R  est  aussi  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  X  qui  ren- 
dent la  série  divergente.  La  série  (i)  est  donc  convergente  pour 
toutes  les  valeurs positwes  de  X  inférieures  à  R,  et  divergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  X  supérieures  à  R.  Pour  X  =r  R,  la 
série  peut  être  convergente  ou  divergente. 

Ainsi,  la  série 

i-+-X-+-X«H-...-f-X«-f-... 

est  convergente  si  X  <[  i ,  et  divergente  si  X  ^  i  ;  on  a  R  =  1 . 

Remarquons  que  le  dernier  cas  examiné  renferme  les  deux  autres 
comme  cas  limites  ;  on  les  obtient  en  supposant  R  infini,  ou  R  =  o. 

Considérons  maintenant  une  série  entière 

(2)  «0-+- ûtia? -h  a^ar^-f-. .  .-f- ana?'»-^-. . . 

où  les  coefficients  a/  et  la  variable  x  peuvent  avoir  des  signes 
quelconques.  Nous  poserons  dorénavant  A/=  |ai|,  X=[x[,  de 
façon  que  la  série  (i)  sera  formée  par  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (2).  Soit  R  le  nombre  qui  vient  d'être  défini 
pour  cette  série  (i);  il  est  évident  que  la  série  (2)  est  absolument 
convergente  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  R  et  -f-  R, 
d'après  la  définition  même  du  nombre  R.  Il  nous  reste  à  montrer 
que  la  série  (2)  est  divergente  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est 
supérieure  à  R.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  fondamen- 
taie  d'Abel  (*)  :  Si  la  série  (2)  est  convergente  pour  une  valeur 
particulière  Xq,  elle  est  absolument  convergente  pour  toute 
valeur  de  x,  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  \x^\. 


^     .        .             ...           m            mim  — i)     . 
(  ' )  Recherche  sur  la  série  iH a?  H x^-\- 
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En  effet,  la  série  (2)  étant  supposée  convergente  pour  x  =  a:©, 
désignons  par  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  Tun 
quelconque  des  termes  de  cette  série,  de  telle  sorte  que  Ton  ait, 
quel  que  soit  le  nombre  n, 

A„|^o|"<M. 
Nous  pouvons  écrira 

a,x»=a,|..|-.(^)"<m(A)''; 

la  série  (i)  est  donc  convergente  si  l'on  suppose  X  <C  \xq\^  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

Cela  posé,  si  la  série  (2)  est  convergente  pour  x  =  Xo^  on 
voit  que  la  série  des  modules  (i)  sera  convergente  pourvu  que 
X  soit  inférieur  à  |a:o|.  On  ne  peut  donc  avoir  |^o|  >  Rj  car  alors 
le  nombre  R  ne  serait  pas  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  X 
qui  rendent  convergente  la  série  (i). 

En  résumé,  étant  donnée  une  série  entière  (2)  où  les  coefïi- 
cients  ont  des  signes  quelconques,  il  existe  un  nombre  positif  R 
possédant  la  propriété  suivante  :  la  série  (2)  est  absolument  con- 
vergente pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  R  e^  4-  R, 
et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à^en  valeur 
absolue.  L'intervalle  ( — R,  -h  R)  s'appellera  la  région  de  con- 
vergence; cette  région  s'étend  de  —  00  à  -+-  00  dans  le  cas  limite 
où  R  est  iniini.  Elle  se  réduit  à  l'origine  si  R  =  o;  nous  laisserons 
de  côté,  dans  la  suite,  ce  cas  particulier. 

La  démonstration  ne  nous  apprend  rien  sur  ce  qui  arrive  pour 
les  valeurs  limites  j?  =  R,  a:  =  —  R.  La  série  (2)  peut  être  abso- 
lument convergente,  simplement  convergente,  ou  divergente. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  séries 


1-4- 

X 

-4-  a:»  H-  ...  -1-  a?« 

I  -h 

X 

l 

H 1- . . .  -^ 

•2                   n 

I-h 

X 

-h  -—  -4-...H-  -- 
2*                         71* 

•  1 


I      •    •    .  J 


on  a,  pour  ces  trois  séries,  R  =  i,  car  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  a  pour  limite  x,  La  première  série  est  divergente  pour 
x=  ±\y  la  deuxième  est  divergente  pour  0:=  i  et  convergente 
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pour  j?  =  —  i;   la  troisième  est  a])soIument  convergente  pour 


jr=^  =!z  I. 

Remarque,  —  L'énoncé  de  la  proposition  d'Abel  peut  être 
généralisé;  il  suffit,  en  effet,  pour  la  suite  du  raisonnement,  de 
supposer  que  la  valeur  absolue  d'un  terme  quelconque  de  la 
série 

reste  inférieure  à  un  nombre  fixe.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  la 
série  (2)  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  la 
variable  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  I^ToI. 


Le  nombre  R  est  lié  par  une  relation  très  simple  au  nombre  eu  défini 
plus  haut  (n°  160),  qui  est  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  la 
suite 

f 

En  effet,  si  Ton  considère  la  suite  analogue 

AiX,     v^A2X*,     ...,     i/A/^X",     ..., 

il  est  clair  que  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite  sera  eaX. 
La  suite  (1)  est  donc  convergente,  si  Ton  a  X  <  —  i  et  divergente  si  X  >  -; 

par  conséquent  R  =  —  (i). 

178.  Continuité  d'une  série  entière.  —  Désignons  par  f{x)  la 
somme  d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  de  —  R 
à-l-R, 

(3)  /(a?)  —  ao-f- aiar-h. . .  4- a,i^'*-f-. . . 

et  soit  R'  un  nombre  positif  inférieur  à  R.  Nous  allons  d'abord 
montrer  que  la  série  (3)  est  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle de  —  R'  à  +  R'.  En  effet,  pour  une  valeur  de  x^  moindre 
que  R'  en  valeur  absolue,  le  reste  R,i 

est  inférieur  en   valeur  absolue   au  reste   correspondant  de   la 


(')  Ce  théorème  a  été  démontré  par  Cauchy  dans  son  Cours  d'Analyse;  il  a 
été  retrouvé  par  M.  Hadamard  dans  sa  Thèse. 
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série  (i) 

or  la  série  (i)  étant  convergente  pour  X  .=  R',  puisque  R'<;R, 
on  peut  prendre  le  nombre  n  assez  grand  pour  que  Je  reste  pré- 
cédent soit  plus  petit  qu'un  nombre  positif  donné  £.  On  aura 
donc  |R«|  <  e,  pourvu  que  l'on  ait  '^]  <C  R'. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  f{x)  de  la  série  est  une  fonction 
continue  de  x^  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  — R  ^/  -h  R.  En  effet,  étant  donné  un  nombre  Xq^  plus 
petit  que  R  en  valeur  absolue,  il  est  évident  qu'on  peut  trouver 
un  autre  nombre  positif  R',  inférieur  à  R,  et  supérieur  à  |^o|- 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  série  est  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  de  —  R'  à  -1-  R';  la  somme  f{x)  est  donc 
continue  pour  la  valeur  Xq  qui  appartient  à  cet  intervalle. 

La  démonstration  ne  s'applique  plus  aux  limites  -f- R  et  — R 
de  la  région  de  convergence.  La  continuité  subsiste  cependant, 
pourvu  que  la  série  soit  convergente.  Abel  a  démontré  en  effet 
que  si  la  série  (3)  est  convergente  pour  x  -—  R,  la  somme  de 
cette  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de  la 
série /(x)  lorsque  x  tend  vers  R  en  étant  inférieur  à  R. 

Désignons  par  S  la  somme  de  la  série  convergente 

S  —  ao-4-  a,R  -T-  ajR2-^. . .  i-  a^K"  — . . . 

et  soit  n  un  nombre  entier  tel  que  la  valeur  absolue  de  l'une 
quelconque  des  sommes 

a,i+i  R'»^!,     an^i  R«+»  H-  a„-HiR"    - 

an^i  R'»-^» -+-...  —  rt«^/,R«+^/',     . .  . 

soit  inférieure  à  un  nombre  positif  donné  e.  En  posant  :z:  =  R6, 
et  faisant  croître  6  de  o  à  i^  x  croîtra  de  o  à  R,  et  l'on  aura 

/(x)=/(^R)  r:r  ao-ha,eRH-rt20îR2-f-...-^-a„e«R«-h...; 

nous  pouvons  écrire,  le  nombre  n  ayant  été  choisi  comme  il  vient 
d'élre  dit, 

/  S  —/(a:)  rrz  a,  R(i  —  G)  -^  a,  R»(i  —  0^)  -:-  . .  .-ha,,  R«('  —  ^'*) 
(4)    !  H-  a«^_,  R«-^»-r-..  .-^  «,,.+-;,  R'»-^/' H-.. . 


( 


—  a„^i  e^+i  R"+J  — . . .—  a;,_H„6«-^-/'R'»-^-/'— . . . 
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Diaprés  la  façon  dont  on  a  pris  le  nombre  n,  la  somme  de  la 
série  qui  est  sur  la  deuxième  ligne  est  plus  petite  que  e  en  valeur 
absolue.  D'un  autre  côté,  les  nombres  6«+*,  6"+^,  ...,  0"+^ 
forment  une  suite  décroissante;  on  a  donc,  d'après  le  lemme 
d'Abel  déjà  employé  (n°  75), 

a„-Hi  e«+ï  R«^«  -f- . . .  -r-  On-t-p  0«+P  R«+^  I  <  6«+»  e  <  e 


et,  par  conséquent,  la  somme  de  la  série  qui  est  sur  la  troisième 
ligne  est  aussi  inférieure  à  e  en  valeur  absolue.  Considérons  main- 
tenant la  première  ligne  de  la  formule  (4);  c'est  un  polynôme  de 
degré  /i  en  6  qui  est  nul  pour  6  =  i.  On  peut  donc  trouver  un 
autre  nombre  positif  r^^  tel  que  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme 
soit  moindre  que  e  pourvu  que  8  soit  compris  entre  i — r^  et 
l'unité.  Pour  toutes  ces  valeurs  de  6,  on  a,  par  conséquent, 

|S-/(a7)|<3e: 

or  e  est  un  nombre  positif  arbitraire  '-  f{x)  a  donc  pour  limite  S 
lorsque  x  tend  vers  R. 

On  voit  de  la  même  façon  que,  si  la  série  (3)  est  convergente 
pour  X  =  —  R,  la  somme  de  cette  série  pour  x  =^  —  R  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  y(jf)  lorsque  x  tend  vers  —  R. 
Il  suffit  du  reste  de  changer  x  en  —  x  pour  être  ramené  au  pre- 
mier cas. 

Application.  —  Cette  proposition  permet  de  compléter  le  théorème 
établi  plus  haut  (d°  168)  sur  la  multiplication  de  deux  séries. 
Soient 

(  5  )  S  =  Mo  -^-  Wi  -H  «1  -f- . . .  -4-  a«  -4- . . . , 

(6)  S'—  t^o -»- <^l  -^  ^J -t-.  .  .-r- t'rt  H-. . . 

deux  séries  convergentes^  dont  aucune  n'est  absolument  convergente,  la 
série  obtenue  par  la  règle  de  multiplication 

peut  être  convergente  ou  divergente;  mais,  si  elle  est  convergente,  sa 
somme  £  est  égale  au  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries, 
2  =  SS'.  Considérons,  en  effet,  les  trois  séries  entières 

f(x)  =  Uo  -{-  UyX  -h.  .  .-h  Un^^-^'  .., 

çp(ar)  =  i^o -H  i'iar -h.    .4- (^rta?» -h. . ., 
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oes  séries  sont  convergentes,  par  hypothèse,  pour  a:  =  i,  et,  par  suite, 
sont  absolument  convergentes  lorsque  x  est  compris  entre  — i  et  -4-i. 
Pour  ces  valeurs  de  ar,  le  théorème  de  Gauchy  sur  la  multiplication  des 
séries  est  applicable  et  nous  donne  la  relation 

(8)  /(^)?(^)  =  4'(a?); 

or,  lorsque  x  tend  vers  runité,/(a7),  cp(a7),  ^{x)  ont  respectivement  pour 
limites,  d'après  le  théorème  d'Abel,  S,  S'  et  2i.  Les  deux  membres  de  la 
formule  (8)  restant  constamment  égaux,  on  a  donc,  à  la  limite,  £  =  SS'. 
Le  théorème  est  encore  vrai  pour  les  séries  à  termes  imaginaires  et 
s'établit  de  la  même  façon. 

179.  Dérivées  successives  d'une  série  entière.  —  En  difTéreo- 
liant  terme  à  terme  une  série  entière 

convergente  dans  l'intervalle  (  —  R,  -H  R),  on  obtient  une  nou- 
velle série  entière 

qui  est  convergente  dans  le  même  intervalle.  Il  suHi{,  pour  le 
prouver,  de  montrer  que  la  série  des  valeurs  absolues 

Ai-h  aAjXH-. .  .-h  /iA/|X«-*-i-. . . 

est  convergente  si  X  <I  R,  et  divergente  si  X  >>  R. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  X  <;  R,  et  soit 
R'  un  nombre  compris  entre  X  et  R,  X<<  R'<!R-  La  série  auxi- 
liaire 

R'  "'"  R'  R'  "^  R' VR7  -^'"^  R'VRV       "*"*•* 

est  convergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour 

X     .         . 

limite  un  nombre  ^y  inférieur  à  l'unité.  En  multipliant  les  difle- 

renls  termes  de  celte  série  par  les  facteurs 

A,R',    A,R'«,     ...,    A^R''»,     ..., 

qui  sont  tous  plus  petits  qu'un  nombre  fixe,  puisque  R'  <!R,  il  est 
évident  que  la  nouvelle  série  obtenue 

At  -  '2  Al  X  -H . . .  -T-  n  A„  X"-*  -t- . . . 

est  encore  convergente. 
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La  seconde  partie  se  démontre  de  même.  Si  la  série 

où  Xi  est  supérieur  à  R,  était  convergente,  il  en  serait  de  même 

de  la  série 

Al  X 1  -r-  x  Aj X }  -f- . . .  -*-  n  Art Xy  -h . . . 

et  par  suite  de  la  série  \]A,|X"  qui  a  ses  termes  plus  petits  que 

ceux  de  la  précédente.  Le  nombre  R  ne  serait  donc  pas  la  limite 
supérieure  des  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  (i)  convergente. 
La  somme  yi(j?)  de  la  série  entière  (9)  est  une  fonction  con- 
tinue de  la  variable  dans  le  même  intervalle.  Cette  série  étant 
uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  ( —  R',  -r-  R'),  où 
R'<!  R,  représente  la  dérivée  de/(^)  dans  cet  intervalle  (n°  174). 
Comme  le  nombre  R'  peut  être  pris  aussi  rapproché  de  R  qu'on 
le  veut,  on  en  conclut  que  la  fonction  f{x)  admet,  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  R  et  -f-  R,  une  dérivée  qui  est  repré- 
sentée par  Ja  série  obtenue  en  dif}<érentiant  terme  à  terme 

En  raisonnant  sur  cette  série  entière  comme  on  a  raisonné  sur 
la  première,  on  en  conclut  que  f{x)  admet  une  dérivée  seconde 

et  ainsi  de  suite.  La  fonction  /{x)  admet,  dans  l'intervalle 
[ —  R,  -h  R),  une  suite  illimitée  de  dérivées  qui  sont  représentées 
par  les  séries  obtenues  en  différentiant  terme  à  terme 

(11)  f^"^{x)  —  i  ,'1. . .  nan-r-1.3. , .  n{n  ~r-  i)a„^ix  — . . .. 

Si  Ton  fait  dans  ces  formules  j?  ^^  o,  il  vient 

fio) 

et,  d'une  manière  générale, 


I  .  t2  .  .  .  71 

de  sorte  que  le  développement  de  /{x)  est  identique  au  dévelop- 
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pement  que  fournirait  la  formule  de  Maclaurin 

/(x)=/(o)  +  -/'(o)+— /'(0)-H...+  — ^/(«>(0)^.... 

Les  coefficients  ao,  ai,  ,,,j  an  étant  égaux,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  valeurs  que  prennent  la  fonction /(a:)  el 
ses  dérivées  successives  pour  ^  =  o,  il  est  clair  que  le  développe- 
ment d'une  fonction  en  série  entière  ne  peut  être  possible  que 
d'une  seule  manière. 

De  même,  en  intégrant  terme  à  terme  une  série  entière,  on 
obtient  une  nouvelle  série  entière,  avec  un  terme  constant  arbi- 
traire, qui  est  convergente  dans  le  même  intervalle  que  la  pre- 
mière, et  l'admet  pour  dérivée.  En  intégrant  de  nouveau,  on 
obtiendra  une  nouvelle  série  dont  les  deux  premiers  coefficients 
seront  arbitraires,  et  ainsi  de  suite. 

Exemples.  —  i®  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
et  -^  1 ,  la  progression  géométrique  de  raison  —  x 

I  —  a:  -f-  iP* —  arS-h. .  .H-  ( —  i)nar'»H-.  . . 

est  convergente  et  a  pour  somme  •  En  intégrant   terme  à 

terme  entre  les  limites  o  et  x,  où  |  j^j  <;  i ,  on  retrouve  le  dévelop- 
pement de  log(i  -r-  x)  (n®  49) 

log(n-a7)  = 1-—  — ...-h  (— I)'» h..., 

et  la  formule  est  encore  vraie  pour  j:  =  i ,  puisque  la  série  qui  est 
au  second  membre  reste  convergente  pour  x  =r  i . 

2"  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  H-  i,  on  a  aussi 

=  I  —  x'^-^  x*  —  x*  -T- . . .  -t-  /^^  —  I  )« ar*'»  H- . . .  ; 


1  -i-  X' 


en  intégrant  terme  à  terme  entre  les  limites  o  et  a:,  où  'jr|  <  i,  il 

vient 

X       x^        x^  a7*«-^i 


arc  tanga:  = o"  "^  "ë . .  .-^  ('—  i)'*  - 


5  2/1  -h  I 

La  série  restant  convergente  pour  a;  =  i ,  on  en  conclut  l'égalité 

ir  _  II  I  /        \n         ' 

4  307  ^       '2/1-+-  l 
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.'i"  Soit  F(x)  la  somme  de  la  série  convergente 

I  \  .'Â  l  .2.  .  .p 

OÙ  m  est  un  nombre  quelconque,  et  où  ]x|  <C  i.  On  en  déduit 

p./^v      ^r,       ^^"^  ^^        ,    (m^i)...(m-/?-^i)  ^^^^  ,        1. 
r  (x)  =  m\i-'. X  -h. .  ,-\ — ; xP   ^-^. . .  I  ; 

L  I  J.2...{/?  — I)  J 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  (i  -h  a:)  et  qu'on  réunisse 
les  deux  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  x,  il 
vient,  d'après  l'identité 

(m—i)..,(m — ^-^i)        {m  —  i)..,(m—p)        m(m  —  i)...(m — p-^i) 


\  ,%...(  p  —  l)  1 .1.  .  ,p  l.'Jt.../; 

qu'il  est  facile  de  vérifier, 


m  m(m  —  i)     . 

X  H -^ X^-r-.  . . 

1  .2 


{i-\-x)¥\x)  =  m    iH 


m(m  —  i)...(/n  —  p-4-i) 

H ^ 1 ^^ il L  xP  H- 


1 .2. . . p 

c'esl-à-dire 

(n-^)F'(a7)  =  mF(a7). 

On  déduit  de  là  successivement 

¥'{x)  __      m 

y{x)   ~    I  -h  37* 

log[F(a:)]  =  /nlog(n-a7)  -+-  logC, 

c'est-à-dire 

¥{x)  =  C(i  -f-a:)"«. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de  remarquer  que  Ton 
a  F(o)  =  I,  ce  qui  donne  C  =  i,  et  nous  retrouvons  le  dévelop- 
pement de  (i  H-  x)"^  (n°  50) 

(n-a7)'"  =  i-< 07-+-... H i î c :  xP-^ 

I  1  .2.  .  ./? 

4**  Remplaçons,  dans  la  formule  précédente,  x  par  —  x^^  m  par 
-;  Il  vient 


2 


T     .       1.3     ,  1 .3.5...(2/i  —  O    .. 

=  IH-  -  a?*  H ;  a?*  -i- ...  H — tH a?*» 


y/l x^  ^  ^-4  2. 4. 6...  2/1 
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formule  qui  est  valable  pour  loule  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
et  -h  I .  En  intégrant  les  deux  membres  entre  les  limites  o  et  j:,  où 
x\<^iy  on  obtient  le  développement  de  arc  sin^  : 


X        i   T^        1.3  ar*                  i.3.'>...(2/i  — I)     a:"»-^» 
arcsina:= h-  —H ;  -—  -^..,-\ -—H h 

1 80.  Extension  de  la  formule  de  Taylor.  —  Soient/(^)  la  somme 
d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  ( —  R,  -h  R),  a;© 
un  point  de  cet  intervalle,  et  Xq  H-  A  un  autre  point  du  même  inter- 
valle, tel  que|a;o|H-|A|<;  R.La  série  qui  a  pour  sommey*(a:o-+-  h) 

peut  être  remplacée  par  une  série  à  double  entrée,  que  l'on  obtient 
en  développant  les  diverses  puissances  de  Xo~\-  h  et  écrivant  sur 
une  même  ligne  les  termes  de  même  degré  en  h 

■+■  Aih  -haaia^oA-T-. .  .-i- /iana7j~*  A-h. . . 

^'^^  1  !.•  n{n~-\) 

*  H- a,  A»       -^...^ ^^ a„  arj-*  A  »-*-.. . 

1.2 


Cette  série  à  double  entrée  est  absolument  convergente;  en  elTet, 
si  Ton  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  on  a  la  nou- 
velle série  à  double  entrée  et  à  termes  positifs 

/  Ao-4- Ai|a?o| -f- Aj|a7o|*         -h. .  .-f- A„|a7o|'*-i-. . . 

-h  Ai|/i|    -h2A,|a?o||A|-+-...-f-/iA»|a7o|'»-*|^l  -^-  •  • 

-+- A,|A|*  -i-...-i ■ ■  A„|aroI«-*|A|»H-... 

1.2 


Si  l'on  fait  la  somme  des  éléments  de  ce  tableau  par  colonnes  ver- 
ticales, on  obtient  la  série 

Ao-H  Ai[|aroI  -l-|A|J  -f-...-+-Art[|a7o|  -H  [A|]«-i-... 

qui  est  convergente  puisqu'on  suppose  |.roj  -i-|A|<!R'  On  peut 
donc  faire  la  somme  des  éléments  du  tableau  (12),  soit  par  lignes, 
soit  par  colonnes.  En  faisant  la  somme  par  colonnes,  on  re- 
trouve/(  a:© -I- A);  en  faisant  la  somme  par  lignes  horizontales,  le 
résultat  est  ordonné  suivant  les  puissances  de  h  et  les  coefficients 


43o  CHAPITRE  IX.    —   8ÉBIES  ENTIÈRES.   SÉRIES  TRIGONOM ETRIQUES. 

tie  A,  A^,  .  .  .  sont  respectivement/'(a:o),  >  ...  Nous  pou- 

vons  donc  écrire,  en  supposant  |A|  •<  R  —  |^o|) 

I  ■«^•••'i 

La  formule  (i4)  s'applique  certainement  dans  l'intervalle  de 
Xq  —  R-|-|^o|  à  a:o-^-R  —  l^olî  maïs  il  peut  se  faire  que  la  série 
qui  est  au  second  membre  soit  convergente  dans  un  intervalle 
plus  étendu.  Considérons  par  exemple  la  fonction  (i  -r-x)^^  où  m 
n'est  pas  un  nombre  entier  positif;  le  développement  suivant  les 
puissances  de  x  est  valable  de  :r  =  —  i  jusqu'à  a:  =  -r  i .  Soit  x^ 
une  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  nous  pouvons  écrire 


(i  -+-a7)"»  =  (\-^  Xq-\-  X  —  aro)"*  =  (i-t-  aro)'"[i  ^  z] 


m 


OU 


X  —  aTo 


x^ 


et  développer  (i-f-^)'"  suivant  les  puissances  de  :;.  Ce  nouveau 
développement  sera  valable  pourvu  que  l-s]  <;  i,  c'est-à-dire  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  i  4-  iXq.  Si  x^  est  positif, 
le  nouvel  intervalle  est  plus  grand  que  le  premier  ( —  i,  -[-  i)  el, 
par  conséquent,  la  nouvelle  formule  permettra  de  calculer  la 
valeur  de  la  fonction  pour  des  valeurs  de  la  variable  situées  en 
dehors  de  l'intervalle  primitif.  En  approfondissant  cette  remarque, 
on  est  conduit  à  une  notion  extrêmement  importante,  celle  du 
prolongement  analytique,  dont  nous  réservons  l'élude  pour  le 
Volume  suivant. 

Remarque,  —  Les  propriétés  établies  pour  les  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  positives  d'une  variable  x  s'étendent 
évidemment  sans  difficulté  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances positives  de  ^  —  a  et,  plus  généralement,  aux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  positives  d'une  fonction  continue 
(juelconque  o{x)\  il  suffit  de  les  traiter  comme  des  fonctions 
composées,  la  fonction  intermédiaire  étant  ©(a:).  Ainsi,  une  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  -  est  convergente 

■ 

pour  les  valeurs  de  x  dont  la  valeur  absolue  dépasse  une  certaine 
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limite,  et  représente  une  fonction  continue  pour  toutes  ces  valeurs 

(Je  la  variable.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  \Jx^  —  a,  que 

.1. 

nous  pouvons  écrire  ±  x\\ -A  ;  pour  des  valeurs  de  x  dont 

la  valeur  absolue  est  supérieure  à  y/a,  (  i  —  ^  )    peut  être  déve- 
loppé suivant  les  puissances  de  ~>  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 


si'. 


jc^  —  a  =  X 


x^ 
la  I     a*  1 .2.3. . .  (2)t> — 3)      aP 


'XX       2.4^^  '2.4.6...2/>        x^P-^  "  ' 


qui  donne  le  développement  de  ^x'^  —  a,  lorsque  a:  est  >sja^ 

Lorsque  j?  <<  —  \/a,   la  série  est  encore  convergente  et  a  pour 

somme  —  ^x- — a.  Celte  formule  peut  servir  à  trouver  le  déve- 
loppement de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  lorsque  l'on 
connaît  le  carré  parfait  immédiatement  supérieur. 

181.  Fonctions  majorantes.  —  Les  propriétés  déjà  démontrées 
établissent  une  grande  analogie  entre  les  polynômes  et  les  séries 

entières.  Ltant  données  plusieurs  séries  entières/i  (a;),  y"2(^)>  •  •  •» 
fn{^)^  soit  ( —  r,  H-  r)  la  plus  petite  des  régions  de  convergence 
de  ces  séries;  pourvu  que  \x\  <C  r,  ces  séries  sont  absolument  con- 
vergentes et  l'on  peut  les  combiner  par  addition  et  multiplication, 
comme  des  polynômes.  D'une  façon  générale,  tout  polynôme  entier 
en  f\{x),  /i{^)^  ■  ••?  fn{x)  peut  être  développé  en  une  série 
entière  convergente  dans  le  même  intervalle. 

Pour  étendre  ces  propriétés,  nous  définirons  d'abord  certaines 
expressions,  qui  seront  employées  par  la  suite.  Soit  f{x)  une 
série  entière 

f{x)  —  a^-r-  n^x  -T^  a^x--^. . .—  On^"  -^  . .  • 

et  '^{x)  une  autre  série  entière  convergente  dans  un  intervalle 
convenable 

dont  tous  les  coefficients  a,  sont  positifs.  On  dit  que  la  fonc- 
tion o(^x)  est  majorante  pour  la  fonction y(j7)  si  l'un  quelconque 
des  coefficients  a,,  est  supérieur  à  la  valeur  absolue  du  coefficient 
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correspondant  de/(^) 

d'après  une  notation  proposée  par  M.  Poincaré,  on  indique  ainsi 
cette  relation  entre  les  deux  fonctions /(^)  et  <p(^)  : 

L'utilité  des  fonctions  majorantes  dans  les  raisonnements  tient 
à  la  propriété  suivante,  qui  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
définition.  Soit  P„(aoi  ^u  •••  ^n)  un  polynôme  dépendant 
des  n  -h  I  premiers  coefficients  de  f{x)y  et  dont  les  coefficients 
sont  réels  et  positifs;  si  Ton  remplace  dans  le  polynôme  a^, 
ai,  ...  a/s  par  les  coefficients  correspondants  de  la  fonction  majo- 
rante 'f  (^),  on  a  évidemment 

|P(ao,  ai,  . . .,  a»)!^  P(ao,  «1,  ...la»). 

Par  exemple,  si  'f  (^)  est  une  fonction  majorante  poury(j:),  la 
série  qui  représente  [f  (^)]*  sera  majorante  pour  [/(^)]*i  .  »  .  et, 
en  général,  [©(^)]''  sera  majorante  pour  [/(^)]"-  De  même,  si  o 
et  Çi  sont  des  fonctions  majorantes  pour/ et /i  respectivement, 
le  produit  co^pi  sera  une  fonction  majorante  pourri,  .... 

Étant  donnée  une  série  entière  f{x)  convergente  dans  l'inter- 
valle ( —  R,  +  R),  la  recherche  d'une  fonction  majorante  est  un 
problème  d'une  grande  indétermination.  Mais  il  y  a  intérêt,  pour 
la  suite  des  raisonnements,  à  choisir  une  fonction  majorante  aussi 
simple  que  possible.  Soit  r  un  nombre  positif  inférieur  à  R,  mais 
aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra.  La  série  étant  absolument  con- 
vergente pour  A' r=  r,  soit  M  la  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  des  termes  de  cette  série;  on  a,  quel  que  soit  /i, 

A„r«<M, 
ou 

La  série  dont  le  terme  général  est  M  —  »  c'est-à-dire 

M  -h  M  - 


r  /•'*  X 

I  _  _ 

r 
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est  donc  une  fonction  majorante  pour  f{x)\  c'est  celle  dont  on 
se  sert  le  plus  souvent.  Lorsque  la  série /(ar)  ne  présente  pas  de 
terme  constant,  on  peut  de  même  prendre  pour  fonction  majo- 
rante la  fonction 

M 


X 

I 

r 


—  M. 


On  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  inférieur  à  R,  et 
il  est  clair  que  le  nombre  correspondant  M  diminue  en  général 
avec  r,  mais  ne  peut  jamais  être  inférieur  à  Âo,  si  Âq  n'est  pas 
nul.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre 

positif  p  <;  R,  tel  que  la  fonction  — —  soit  majorante  pour  f{x). 

I 

P 
En  effet,  soit 

M-+-M  — hM-r  -+-...-+-M h..., 


OÙ  M>>  Ao,  une  première  fonction  majorante.  Prenons  un  nombre  p 

M 

|a«p«|  =  |a„r«|x(^)''<M^(e^'-* 


inférieur  k  r  -=-;  on  peut  écrire,  en  supposant  /i  ^  i , 


et  par  suite  l^/ip"!  <!  A©;  d'ailleurs,  on  a  |ao|  =  Ao.  La  série 

Aq-H  Ao h  Ao  — r  H-.  .  .-f-  Ao  — -  -f-.  . . 

P  P'  9" 

est  donc  majorante  pour  f{x)\  cette  propriété  nous  servira  tout  à 
l'heure.  Plus  généralement,  on  peut  prendre  pour  M  un  nombre 
quelconque  supérieur  ou  au  moins  égal  à  Aq. 

On  verra  de  la  même  façon  que,  dans  le  cas  où  ^0=  o,  on  peut 
prendre  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la  forme 


X 

*""  P 


—  t*i 


où  p.  est  un  nombre  positif  arbitraire. 

Remarque,  —  La  connaissance  d'une  progression  géométrique  décrois- 
sante  comme  fonction  majorante  permet  aussi  de  se  rendre  compte  de 
G.  28 
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rapproximation  obtenue  quand  on  remplace  la  somme  f{x)  de  la  série 

M 

par  la  somme  des  n  -h  i  premiers  termes.  Si  la  série est  majorante 

Su 
1 

r 

pour  /{x)j  il  est  évident  que  le  reste  de  la  série  proposée 

est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  reste  correspondant  de  la  série 


M 


c'est-à-dire  que  M 


X 

I 

r 


182.  Substitution  d'une  série  dans  une  autre  série.  —  Soit 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  variable  y^  el 
convergente  pourvu  que  l'on  ait  |y  |  <  R.  Soit,  d'autre  pari, 

une  autre  série  convergente  dans  Tinlervalle  de  —  r  ^  -\-  r.  Ima- 
ginons qu'on  remplace,  dans  la  série  (i5),  j^,^^,  j^^,  .  . .  par  leurs 
développements  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x^ 
déduits  de  la  formule  (i6);  nous  obtenons  de  cette  façon  uu 
tableau  à  double  entrée 


-\- a\hxx  -^'ia<ihiihxx  -\-, ,  .-^  nanh^'^  b\X  -^ 


(17)     '. 

-h  aib^x'^-\-  a^ibl  -h  7.bobi)x^ 


et  nous  allons  chercher  si  ce  tableau  à  double  entrée  peut  être 
absolument  convergent.  11  faut  d'abord  que  la  série  obtenue  en 
prenant  les  termes  de  la  première  ligne,  c'est-à-dire 

«y  -H  ai  6o  -^  «2  b^  -H .-. . , 

soit  absolument  convergente,  ou  que  l'on  ait  |6o|<R'  Cette 
condition  est  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  on  peut 
prendre  pour  fonction  majorante  de  f{^)  une  expression  de  la 
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forme >  où  m  est  un  nombre  positif  quelconque  supérieur 

I 

P 
à  |6o|)  e^  où  p  <^  /•;  on  peut  donc  supposer  que  Ton  a  pris  m  <  R. 

Soit  R'  un  nombre  positif  compris  entre  m  et  R;  la  fonction /(y) 

admet  elle-même  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la 

forme 

M  Y  y' 


1-^ 


m 


Si  dans  cette  dernière  série  on  remplace  y  par 1  et  qu'on 

I 

P 
développe  les  diverses  puissances  de  y  suivant  les   puissances 

croissantes  de  x  par  la  formule  du  binôme,  on  obtient  un  nou- 
veau tableau  à  double  entrée 


('«>  ■  M 


M4- m(^W...4-M^^  j    -+-..., 


dont  tous  les  coefficients  sont  positifs  et  supérieurs  aux  valeurs 
absolues  des  coefficients  correspondants  du  tableau  (17),  car  un 
coefficient  quelconque  du  tableau  (17)  se  déduit  des  coefficients  ao, 
ai,  a^,  . .  M  ^09  ^17  ^2  •  •  M  P^^  ^^s  additions  et  des  multiplica- 
tions seulement.  Si  donc  la  série  double  (18)  est  absolument  con- 
vergente, il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la  série  double  (17). 
Si  dans  la  série  (i  8)  on  remplace  x  par  sa  valeur  absolue,  il  faudra, 
pour  que  le  tableau  soit  convergent,  que  les  séries  obtenues  en 
prenant  les  termes  d'une  même  colonne  soient  convergentes,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait  |j7|  <C  p.  Cette  condition  étant  remplie,  la  somme 
des  termes  de  la  (n  -h  i)**^'"®  colonne  est  égale  à 


W-'fli' 


et  il  faudra  en  outre  que  l'on  ait  aussi 


"■(-^) 


■"< .  , 
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c'est-à-dire 

(19)  l^l<p(i-g)- 

La  dernière  inégalité  (19)  entraînant  la  précédente  |a:|<;p, 
il  s'ensuit  qu'elle  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  série  double  (18)  soit  absolument  convergente.  La 
série  double  (17)  sera  donc  aussi  absolument  convergente  pour 
les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  condition;  remarquons  que 
toutes  ces  valeurs  de  x  rendent  convergente  la  série  <p(x),  et  que 
la  valeur  correspondante  de  y  est  moindre  que  R'  en  valeur 
absolue,  car  les  inégalités 


p 

entraînent  l'inégalité  |«p(^)|  <  R'.  Si  l'on  fait  la  somme  de  cette 
série  (17)  en  ajoutant  par  colonnes,  on  trouve 

ao4-«i?(a7)-+-aj[ç(a?)p-+-...-f-a„[<p(iF)]'»4-..., 

c'est-à-dire /[<f  (a:)];  au  contraire,  si  l'on  ajoute  par  lignes  horizon- 
tales, on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x^  et  l'on  peut  écrire 

les  coefficients  Co,  C|,  C2,  ...  s'exprimant  au  moyen  des  coeffi- 
cients des  deux  séries  par  des  formules  faciles  à  établir 


Co  =  ao -H  a  i  ^0 -i-  « j  ^0  ^" . . . -t-  <3t;i  6  J -h 
(21) 


Cl  =  ai  61 -h  2 «2 ^1^0  +  .  •  •^-  /iart^o~*^i"^~*  •  •» 


C2  =  ai6j4-  ai{b\'\-7,bQb^) 


La  relation  (20)  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  l'inégalité  (19),  mais  ce  n'est  là  qu'une  limite  inférieure 
de  l'intervalle  où  cette  relation  est  applicable.  Il  peut  se  faire 
qu'elle  subsiste  dans  un  intervalle  beaucoup  plus  étendu.  C'est 
une  question  dont  la  solution  complète  exige  l'étude  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire  et  qui  sera  reprise  plus  tard. 
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Cas  particuliers*  —  i**  Le  nombre  R'  qui  figure  dans  l'iné- 
galité (19)  pouvant  être  supposé  aussi  voisin  de  R  qu'on  le 
veut,  il  s'ensuit  que  la  formule  (20)  s'applique  pourvu  que  l'on 

ait  |a;|  <;  pf  I —  -^  )•  Cela  posé,  si  la  série  (i5)  est  convergente, 

quel  que  soit  y^  on  peut  supposer  R  infini,  et  p  aussi  voisin  de  r 
qu'on  le  voudra.  La  formule  (20)  sera  donc  applicable  pourvu  que 
l'on  ait  |a;|  <  r,  c'est-à-dire  dans  le  même  intervalle  que  la  for- 
mule (16).  En  particulier,  si  la  série  ^{x)  est  convergente  quel  que 
soit  X,  comme  f{y)y  on  peut  aussi  supposer  r  infini,  et  la  for- 
mule (20)  subsiste  quel  que  soit  x, 

2°  Lorsque  le  terme  constant  6©  de  la  série  (16)  est  nul,  on  peut 
prendre  comme  fonction  majorante  de  ^{x)  une  expression  de  la 
forme 


m 

■  m. 


X 

I 

P 


oii  p  <C!  ^7  '^  pouvant  être  quelconque.  En  raisonnant  comme 
dans  le  cas  général,  on  démontrera  que  la  formule  (20)  est  appli- 
cable, pourvu  que  l'on  ait 

R' 

(22)  I^Kpj^ 


—  > 

m 


R'  étant  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra.  L'intervalle  fourni  par 
cette  dernière  inégalité  est  plus  étendu  que  celui  qui  est  donné 
par  la  condition  générale  (19)* 

Ce  cas  particulier  se  présente  fréquemment  dans  la  pratique. 
L'inégalité  |èo|<!Rest  alors  satisfaite  d'elle-même,  et  le  coeffi- 
cient Ca  ne  dépend  que  de  ao,  a\^  •  •  •  ?  ^/d  &o?  ^i»  •  •  •  7  ^//* 

Co  =  «0»     <?i=ûti6i,     Cj  =  ai  6j-+- «2  6J,     ...,     C/j  =  ai  ôfl -+-. .  .-H  a/,6f. 

Exemples,  —  1°  Cauchy  a  montré  qu'on  pouvait  déduire  la  formule  du 
binôme  du  développement  de  log(n-a?).  On  peut  écrire  en  effet 

(i-l-ar)l*=  cl*»o»Ci-HJ^)  =  er  =  f-t-  Z  4- Z-  _l..  . . 

I         1.2 

en  posant 

(  X        x^        x^        x^         \ 
j^  =  |ilog(n-a:)  =  fx^-  -  _  +  ^_-.  ...j, 
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ce  qui  donne,  en  substituant  le  second  développement  dans  le  premier, 

,  fx       x^       a?'         \        u'  (x       a?'        ar'        \* 

(l-+- 07)1*  =1-1-  |l( h-x-*--)4-  -^--  ( h-r----)    -t- 

\l  2  3  /I.-2\I  2  3  / 

Il  est  clair  qu'en  ordonnant  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  Xy  on  obtient  pour  coefficient  de  x^  un  polynôme  de  degré  n  en  {x, 
soit  Pn(|i).  Ce  polynôme  doit  s'annuler  pour  fx  =  o,  i,  a,  . . .,  n  —  i  et  se 
réduire  à  l'unité  pour  (i  =  n,  ce  qui  suffît  à  le  déterminer 

(^^>  ^^- rï7../i 

1 
2*  Soit  z  =  (i-f-a:)-^,  x  étant  compris  entre  —  i  et  M-i.  On  peut  écrire 


y      y^ 

I  1.2 


en  posant 


I  ,                 .              X       x^                              a?" 
y  =  -log(i  -hx)  =  1 h-= ,..-{-  ( — i)« h 

*^  X      ^  2  3  71  -T-  i 

Le  premier  développement  est  valable  quel  que  soit  j^;  le  second  n'est 
valable  que  si  |ar|  <  i.  La  formule  obtenue  en  substituant  le  second  déve- 
loppement dans  le  premier  s'appliquera  donc  aux  valeurs  de  x  comprises 
entre  — i  et  -i-i. 

En  se  bornant  aux  deux  premiers  termes,  on  a 

^  x  l  I  I  \ 

(24)     (H-ir)-^=  e (  i-f-i  H H. .  .H h...  )  -h... 

^     '     ^  ^  2  \  1 .2  1.2. ..  n  / 

^  e 

2 

1 

Lorsque  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  (i-i-a:)^  tend  donc 
vers  e  en  croissant. 

183.  Division  des  séries  entières.  —  Considérons  d^abord  Tin- 
verse  d'uDC  série  entière  commençant  par  Tunité 

f(x)  = î , 

et  convergente  dans  l'intervalle  ( —  r,  -f-  r).  Posons 

y  =  bix  -{-  b%x^-\-. ,  .^ 

on  peut  écrire 

et,  en  substituant  le  premier  développement  dans  le  second,  on 
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obtient  pourf^x)  un  développement  en  série  entière 

(25)  f(x)  =  1^  bix-^  (b\  —  bi)x^-h.. . 

qui  est  valable  dans  un  certain  intervalle. 

On    développerait    de    même    l'inverse    d'une    série    entière 
quelconque  commençant  par  un  terme  constant  diflférent  de  zéro. 

Soit  maintenant  à  développer  le  quotient  de  deux  séries  entières 

convergentes 

ç(ir)  __  aQ-h  aiT-^  a^x^-h. . . 

^{x)  ~"  ùo-^  bix  -^  biX^-^..  . 


Si  bo  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire 

©(a?) 

{-7-^  =  (ao-^aiX-\-aiX^-{-.. .)  x 


"^(x)  '"'       bo-^  bix  -\-  bfX^-\-.. . 

et,  d'après  le  cas  que  nous  venons  de  traiter,  le  second  membre 
est  le  produit  de  deux  séries  entières  convergentes;  le  quotient 
peut  donc  se  mettre  sous  forme  d'une  série  entière  convergente 
pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  zéro 

(a6)  -^ ,' , — . — -—  =  Cq-\-CiX-^  CiX^-^. .. 

bo-^  byx  -^  biX^-h, , , 

En  chassant  le  dénominateur  et  égalant  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  on  obtient  les 
relations  suivantes 

(•27)  an^=  boCn-^- biCn-\-^  *  • '-h  bfiCo  (n  =  O,   I,  2,   .  .  .  ), 

qui  déterminent  de  proche  en  proche  les  coefficients  Co,  c,,  ...  c„. 
On  remarquera  que  ces  coefficients  sont  précisément  ceux  que 
l'on  obtiendrait  en  effectuant  la  division  des  deux  séries  par  la 
règle  ordinaire  de  la  division  de  deux  polynômes  ordonnés  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x. 

Lorsque  60=  o,  le  résultat  est  différent.  Supposons,  pour  plus 
de  généralité,  J'(.'ï^)  ^^  x^^i  (x),  k  étant  un  nombre  entier  positif, 
et  A|  (:r)  désignant  une  série  entière  où  le  terme  constant  est  diffé- 
rent de  zéro. 

On  peut  écrire 

?(3^)  _  J_   ?(^) 

^(x )  X^   ^i(  X ) 
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et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  a 

V— — r  =  Co  -h  Cl  ar  H-  .  .  .  -f-  Cjk-i  07*-!  -h  Cjfc  r*  -h  C;t-*-l  ^*'*'*  -+-.... 

On  en  déduit 

le  quotient  est  donc  égal  à  la  somme  d'une  fraction  rationnelle 
qui  devient  infinie  pour  x  =  o,  et  d'une  série  entière  qui  est  con- 
vergente dans  un  certain  intervalle  autour  de  l'origine. 

Remarque.  —  Pour  calculer  les  puissances  successives  d'une  série 
entière,  il  est  avantageux  dans  la  pratique  d*opérer  comme  il  suit.  Si  dans 
l'identité 

(ao-+-aiar-+-. .  .4-  a,ia7«-i-. .  .)"*=  Co-i-  Cl  J?  -h. .  .-h  C/iar^-H. . . 

on  prend  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  et  qu'on  chasse 
les  dénominateurs,  on  parvient  à  une  nouvelle  identité 

{  m(ai-h2aja7-4-. .  .H-  nanX'^-^ -\- . .  .)(co-i-Cia?-+-. .  .  +  Crtar'»-+-. . .) 
(      =(ao-l-aia7-+-.  .  .-Ha„a?«-+-. .  .)(ci-i-2CjiF-!-. .  .-i-/ic«ir«-*-h...) 

Il  est  facile  de  former  les  coeffîcients  des  diverses  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  et,  en  égalant  les  coeffîcients  des  mêmes  puissances, 
on  a  une  suite  de  relations  qui  déterminent  de  proche  en  proche  C], 
C2,  . . . )  C/t,  . . . ,  connaissant  Cq.  Or  on  a  évidemment  Co  =  a^, 

184.  Développement  de  --  —  Proposons-nous  de  dévc- 

/T —  'IXZ  -h  5* 

lopper  —-=^==:^=  suivant  les  puissances  de  «.  En  posant y=^ixz — -5*, 

v/l  —  7.XZ  -f-^> 

on  peut  écrire,  pourvu  que  \y\  <i, 

1  ,  -,  1  i-3     , 


y/l  — y  ^  ^'i 

c'est-à-dire 

/o  \                       I                          ixz  —  z^       3  .  ... 

(3o)  =  =n h  -('ixz^z^)^'\-.. 

»/  I  —  «i  rr.  -L.  T-.t  2  o 


V  I  —  'XXZ 


Z' 


et  en  réunissant  ensemble  tous  les   termes  qui  sont  divisible»  par   une 
même  puissance  de  Zy  on  obtient  un  développement  de  la  forme 

(Si)  -1-=-- '     =Po-+-Pi>3-hP,>3«-4-...-+-P,|5'*-h..., 

y  I  —  xxz  -h  z^ 
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OÙ 

2x^ 1 

Pq  =  I  »         Pi  =  arj         Pj  = y         •  •  •  » 

Pn  étant  un  polynôme  de  degré  n  en  x.  Ces  polynômes  se  déterminent  de 
proche  en  proche  par  une  loi  de  récurrence.  En  diiïérentiant  la  formule 
précédente  par  rapport  à  z,  il  vient  en  effet 

'■ 3-  —  Pi -4-2  Pî  5  -h... -h  7lP/i^«-»-h.  .  ., 

(l  —  7.XZ  -h  ^*)* 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3])  elle-même, 

(a?— z)(PoH-  Pi^+...-f-  P„5«H-..  .)  =  (l  —  9.XZ  -f-^»)(Pi-f-2Pi^-h...); 

égalons  les  coefficients  de  z"  dans  les  deux  membres,  et  nous  trouvons  la 
relation  de  récurrence 

(71 -M)  P,,-+-i  =  (in  -+-  i)a:P,|— /iP„_i. 

Or  cette  relation  est  identique  à  celle  qui  lie  trois  polynômes  de  Legendre 
consécutifs  (  n°  88),  et  Ton  a  P©  =  Xq,  Pi  =  X|,  Pj  =  Xj.  On  a  donc  P^  =  X», 
quel  que  soit  n,  et  la  formule  (3i)  devient 

(3a) =  I -{- Xi^ -4- Xig«-4-. ..-»- Xfl:s"-4-..., 

yi  —  ^xz  -h  ;;' 

Xn  étant  le  /i'^"*  polynôme  de  Legendre 
On  verra  plus  tard  dans  quel  intervalle  cette  formule  est  applicable. 
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185.  Propriétés  générales.  —  Les  propriétés  des  séries  entières 
à  une  seule  variable  s^étendent  sans  difficulté  aux  séries  entières  à 
plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons  d'abord  une  série 
double  ^amn^^y"i  ^^  ^^^  nombres  m  et  /i  varient  de  o  à  +  oo,  et 
où  les  coefficients  Umn  ont  des  signes  quelconques.  Si,  pour  un 
système  de  valeurs  x=Xo,  y=yo^  l^  valeur  absolue  d^un 
ternie  quelconque  de  cette  série  est  inférieure  à  un  nombre 
fixe,  la  série  est  absolument  convergente  pour  tout  système  de 
valeurs  de  x  et  de  y,  tel  que  Von  ait  \x\<^\xq\,  \y\<.  |jKo|- 

Supposons,    en   eflet,    que   l'on   ait,  quels  que  soient  les   in- 
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dices  m  ei  n, 

M 

lamnarï'^SKM         ou         \a„n\< 


^o|'"b'oi"' 


la  valeur  absolue  du  terme  général  de  la  série  double  ^am„x"*y" 
est  plus  petite  que  le  terme  correspondant  de  la  série  double 

>  série  qui   esl   convergente   pourvu    que  Ton   ait 


SM 


Xq 


|^|<|^o|i  ly|<^|yo|  et  a   pour  somme 


comme  on  le  voit  en  faisant  d'abord  la  somme  des  termes  ren- 
fermés dans  une  même  colonne  et  ajoutant  ensuite  les  diverses 
sommes  obtenues. 

Désignons  par  r  et  p  deux  nombres  positifs  tels  que  la  série 
double  S I a^/i  I ''"' p"  soit  convergente,  et  soit  R  le  rectangle  formé 
par  les  quatre  droites  x  =  r^  :r  =  —  r,  jk  =  p»  .>'  ==  —  p-  Pour 
tout  point  {x^  y)  pris  à  l'intérieur  ou  sur  un  des  côtés  de  ce  rec- 
tangle, la  série  à  double  entrée 

(33)  Y(x,  y)='La^nX"'y^ 

a  tous  ses  termes  plus  petits  en  valeur  absolue  que  ceux  de  la 
sérieS|rt,„„|  r^'p";  elle  est  donc  absolument  et  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  de  R  et  définit  par  suite  une  fonction  con- 
tinue des  deux  variables  x  ely  dans  cette  région  du  plan. 

On  démontre,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable,  que  les 
séries  doubles  obtenues  en  différentiant  terme  à  terme  un  nombre 
quelconque  de  fois  sont  absolument  et  uniformément  convergentes 
dans  le  rectangle  formé  par  les  droites  x  =  r  —  e,  x  =^  —  r  -f-  e, 
^  =  p  —  e',  y  =  —  p  +  s',  e  el  e'  étant  deux  nombres  positifs 
arbitraires.  Ces  séries  représentent  les  dérivées  partielles  des 
différents  ordres  de  F(.r,  )');  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

^mamn^"*~*y^  est  égale  à  ^r-»  car  si  Ton  ordonne  les  deux  séries 

par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x^  les  termes  de  la 
seconde  série  seront  égaux  respectivement  aux  dérivées  des 
termes  correspondants  de  la  première.  Ainsi  la  dérivée  par- 
tielle -r est  és:ale  à    la  somme  d'une  série  double   dont  le 

terme  constant  est  ezmn  ^  •  2*  •  • '^^  i  •  ^*  •  •  ^;  les  coefficients  Omn 
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représentent  donc,  à  des  facteurs  numériques  près,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  F{x,  y)  pour  :r  =  j^  =  o,  et  la 
formule  (33)  peut  encore  s'écrire 


'  "^  ^™   1  .  '2 .  .  .  /7l .  I  .  2  .  .  .  n 


(34)  F(.,  y)=.^  —V  — ;^^^^  x-J--, 

ce  qui  montre,  remarquons-le  en  passant,  qu^une  fonction  de 
deux  variables  ne  peut  être  développée  en  série  entière  que  d*une 
seule  façon.  Si  l'on  groupe  ensemble  tous  les  termes  de  la  série 
double  du  même  degré  en  x  et  y,  on  obtient  une  série  ordinaire 
que  l'on  peut  écrire 

(  35 )  F  ( a:,  ^,  )  =  ?o  -+-  ?i  -H  ?î  H- . . .  H-  O/i  - 


•  •  » 


O/j  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  x,  y^  que  l'on 
peut  écrire,  sous  forme  symbolique, 

ce  développement  est  donc  identique  à  celui  que  fournirait  la  for- 
mule de  Taylor  (n**  51). 

Soient   (a:©,  jKo)   un   point   à    l'intérieur   du    rectangle   R,    el 

(.ro-H  A,  ^0+  ^0  un  point  voisin  tel  que  l'on  ait  |xû|  H-  |/«|  -<  r, 
|j^o|  +  1^1  <  pj  à  l'intérieur  du  rectangle  formé  par  les  quatre 
droites 

a:  =  a:o±  [r—  |:ro|],         ^  =^o±  [p  —  |^ol], 

'    la  fonction  F(:r,  y^  peut  être  développée  en  série  entière  ordonnée 
suivant  les  puissances  positives  de  j?  —  ^o  et  de  y  — y^^ 


( 


()tn^n  p 


t:^:./. /C'a '""'''■ 

On  le  démontre  en  remplaçant,  dans  la  série  double 

chaque  terme  par  son  développement  suivant  les  puissances  de  h 
et  de  k  et  observant  que  la  nouvelle  série  multiple  est  absolument 
convergente,  sous  les  hypothèses  qui  ont  été  faites.  En  ordonnant 
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cette  nouvelle  série  suivant  les  puissances  de  h  et  de  Ar,  on  arrive 
précisément  à  la  formule  (36). 

Le  lecteur  vérifiera  aisément  que  les  raisonnements  et  les  théo- 
rèmes précédents  s'étendent  d'eux-mêmes  aux  séries  entières  à  un 
nombre  quelconque  de  variables. 

186.  Fonctions  majorantes.  —  Étant  donnée  une  série  entière 
à  n  variables  y( a:,  ^,  2,  .  . .),  nous  dirons  qu'une  autre  série  à  n 
variables  ^{x^  y^  ^j  ••  •)  est  majorante  pour  la  première,  si  un 
coefficient  quelconque  de  ç  (:r,  y ,  ^,  . . .  )  est  positif  et  supérieur  à 
la  valeur  absolue  du  coefficient  correspondant  de/{x^  y^  z,  .  . .). 
Le  raisonnement  du  n®  185  repose  en  réalité  sur  l'emploi  d'une 
fonction  majorante;  si  la  série  Jl\am„x'^y"\  est  convergente 
pour  X  =  r,  y  =  p^ldi  fonction 

('-^)(-f)  ^'■^     ^'^ 

OÙ  M  est  supérieur  à  tous  les  termes  de  la  série  l\amn'''^?"\i  est 
une  fonction  majorante  pour  la  série  Hamn^'^y"*  La  fonction 


est  aussi  une  fonction  majorante;  car  le  coefficient  de  x^y^ 
dans  <j^(^,  y)   est  égal  au  coefficient  de  ce   même   terme  dans 

M  ( •"      )  ®^   P^^   conséquent  est  au   moins   égal  à   celui 

de  x^y*^  dans  cp(a:,  j^). 

De  même,  étant  donnée  une  série  triple 

si  elle  est  absolument  convergente  pour  x=:r^  y  =  r* ,  z=ir^, 
r,  H,  /•''  étant  trois  nombres  positifs,  elle  admet  pour  fonction  ma- 
jorante une  expression  de  la  forme 


(-')(-?)(-?) 
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que  l'on  peut  remplacer  encore  par  Tune  quelconque  des  suivantes 
M M 

Lorsque /(j:,^,  5)  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  on  peut 
prendre  aussi  pour  fonction  majorante  l'une  ou  l'autre  des  précé- 
dentes, diminuée  de  M. 

Le  théort^me  sur  la  substitution  d'une  série  entière  dans  une 
autre  série  entière  (n°  182)  s'étend  aux  séries  à  plusieurs  variables. 
Si  dans  une  série  entière  convergente  à  p  variables  y^^ 
^2»  •  •  •)  ypy  on  remplace  ces  variables  par  p  déi^eloppements 
en  séries  entières  à  q  variables  Xt,  X2,  .  • . ,  Xq,  ne  présentant 
pas  de  termes  constants,  et  convergentes,  le  résultat  de  la 
substitution  peut  être  mis  sous  forme  d'une  série  entière 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x^,  x^,  ...,  Xqy 
pourvu  que  les  valeurs  absolues  de  ces  variables  soient  infé^ 
rieures  à  certaines  limites. 

La  démonstration  étant  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables,  nous  nous  bornerons,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  parti- 
culier suivant.  Soit 

(37)  F(^,^)  =  2a;„nJ"«-'* 

une  série  entière  convergente  pourvu  que  l'on  ait  |y|<r,  |z|</''; 
soient  d'autre  part 

(38)  \  j  i  t 

\  z  =  Cl  a?  -h  Ci  a:*  -f- . . .  -f-  C/,  J?"  -f- . .  . , 

deux  séries,  sans  terme  constant,  convergentes  tant  que  la  valeur 
absolue  de  x  ne  dépasse  pas  p.  Dans  un  terme  quelconque  de 
la  série  (87)  remplaçons  ^  et  ;;  par  leurs  développements  en 
série  (38);  nous  obtenons  pour  y"';;''  une  nouvelle  série  entière 
en  x^  et  la  série  double  (3^)  est  remplacée  par  une  série  à  triple 
entrée  dont  tous  les  coefficients  se  déduisent  des  coefficients  amny 
bn'i  Cn  pai*  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Il  s'agit 
de  montrer  que  cette  série  à  triple  entrée  est  elle-même  absolu- 
ment convergente  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  ne  dépasse 
pas  une  certaine  limite,  et  qu'on  peut  par  conséquent  l'ordonner 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la   variable.   Remarquons, 
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pour  cela,  qu'on  peut  prendre  pour  fonction  majorante  de /{y,  z) 
la  fonction 

(39)  ?(r. -«)  = 


^^ -=zmUY(ay^ 


et  pour  fonction  majorante  des  deux  séries  (38)  une  expression 
de  la  forme 


+  •0 


«■»  —.-"'Ix^' 


I n  =  i 

? 


M  etN  étant  deux  nombres  positifs.  Si  dans  la  série  double  (Sg) 
on  remplace  maintenant^  et  z  par  le  développement  (4o)  et  qu'on 
développe  chacun  des  produits  j^'"^'»  suivant  les  puissances  de  jc, 
la  série  à  triple  entrée  obtenue  a  tous  ses  coeflicients  réels  posi- 
tifs et  supérieurs  aux  valeurs  absolues  des  coefficients  corres- 
pondants de  la  série  à  triple  entrée  déjà  obtenue.  Il  suffira  donc 
de  démontrer  que  cette  nouvelle  série  est  convergente,  quand  on 
donne  à  x  une  valeur  positive  assez  petite.  Or,  si  Ton  ajoute  les 
termes  provenant  du  développement  d'un  même  terme  de  la 
série  (Sg),  on  retrouve  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme 
général  est 


M 


\~   P/ 


y  \   m-hfi  ' 


c'est  précisément,  au  facteur  M  près,  le  terme  général  de  la  série 
obtenue  en  multipliant  terme  à  terme  les  deux  séries 


N  \  '« 


m 


et  ces  deux  séries  sont  convergentes  pourvu  que  Ton  ait  à  la  fois 


r  .  r 


il  suffira  donc  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  inférieure  au  plus 
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petit  des  deux  nombres  p  -; — ^>    p  — — j^   pour  que  l'on  ait  le 
droit  d'ordonner  la  série  à  triple  entrée  suivant  les  puissances  de  x. 

Remarque,  —  Le  théorème  est  encore  vrai  lorsque  les  sé- 
ries (38)  renferment  des  termes  constants  6©  et  Co,  pourvu  que 
l'on  ait  \bo\<.r^  |Co|</''.  On  peut,  en  effet,  remplacer  le  déve- 
loppement (37)  par  un  développement  ordonné  suivant  les  puis- 
sances de^'  —  bo  eide  z  —  Cq  (n*  185),  et  l'on  est  ramené  au  cas 
qui  vient  d'être  traité. 
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187.  Fonction  implicite  d'une  variable.  —  On  a  déjà  établi 
(p.  4o  et  suiv.)  l'existence  des  fonctions  implicites,  sous  certaines 
conditions  de  continuité.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équa- 
tions considérées  sont  développables  en  séries  entières,  on  arrive 
à  des  résultats  plus  précis,  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

Soit  ¥{x,y)  =  o  une  équation  oit  le  premier  membre  peut 
être  développé  en  série  convergente^  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  —  ^0,  y  — jKo?  cette  série  ne  présentant 
pas  de  terme  constant  y  et  le  coefficient  de  y  — y^  n  étant  pas 
nul.  Cette  équation  admet  une  racine,  et  une  seule,  qui  tend 
vers  yo  lorsque  x  tend  vers  Xq,  et  cette  racine  peut  être 
développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xq. 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  supposons  Xo=yo=^o^  ce  qui 
revient  à  déplacer  l'origine.  En  isolant  dans  un  membre  le  terme 
du  premier  degré  en  y,  on  peut  écrire  l'équation  proposée 

(40  y  =/(-^»  /)  =  aiQX  -+-  atox^ -h  aiixy  ^  aoiy^-h . . . , 

les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  second.  Nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  satisfaire  formellement  à 
l'équation  (4i)  en  remplaçant^  par  une  série 

(i%)  j^  =  Ciar-h  Cja7*H-. .  .-I- C/^ar^-f-. . ., 
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et  en  opérant  sur  le  second  membre  comme  si  cette  série  était  con- 
vergente. On  trouve,  en  effet,  en  identifiant  les  deux  membres, 
après  la  substitution  effectuée,  les  conditions 


Ci=aioj        c,  =  ajo  H- au  Cl  H- «01  ^î> 


•  » 


d'une  manière  générale,  Cn  s'exprime  au  moyen  des  coeffi- 
cients a/A»  où  « -t-  Ar^/i,  et  des  coefficients  précédents  C|,  C2,  • . . , 
Cfi-î  p^r  des  additions  et  des  multiplications  seulement,  de  sorte 
que  nous  pouvons  écrire 

(43)  Crt=  Prt(aio,  ajo,  «11,  ...,  ao«), 

P/i  étant  un  polynôme  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  La  légitimité  des  opérations  précédentes  sera 
établie,  si  l'on  démontre  que  la  série  (4^)  ainsi  obtenue  est  con- 
vergente pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  petites.  On  se  sert 
pour  cela  d'un  artifice  très  général,  dont  la  première  idée  est  due 
à  Cauchy,  et  qui  repose  sur  l'emploi  des  fonctions  majorantes. 
Soit 

une  fonction  majorante  pour  /(x^y),  où  Ton  a  600=  ^oi  =  o»  et 
où  bmn  est  positif  et  au  moins  égal  à  |am/il;  si  l'on  considère 
l'équation  auxiliaire 

(4iy  Y  =  cp(r,  Y)=2  6;,,«a"«Y«, 

et  que  l'on  cherche,  comme  plus  haut,  à  satisfaire  à  cette  équation 
en  prenant  pour  Y  une  série  entière  en  x, 

(42)'  Y  =  Cix-h  Czcc^-h. .  .4-  G^ar^-f-. . . 

on   obtiendra  de  même   pour  les   coefficients   G|,   Ca,    ..•,  les 

valeurs 

Cl  =  ^10,        Cj=  6jo-f- 6iiCi-f- ^ojCf, 

et  en  général 

(43)'  G»  =  Prt(6io,  610,  .•.»^o/»)' 

La  comparaison  des  relations  (4^)  ^1(43/  nous  montre  aussitôt 
que  l'on  a  |c„l  <<  C^,  puisque  tous  les  coefficients  du  polynôme  P^, 
sont  positifs  et  que  l'on  a  \amn\~bmn'  La  série  (42)  sera  donc 
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convergente  si  la  série  (4^)'  est  elle-même  convergente.  Or  nous 
pouvons  prendre  pour  la  fonction  majorante  <p(^,  Y)  une  expres- 
sion de  la  forme  ' 

V--r)V-V 

M,  r,  p  étant  trois  nombres  positifs,  et  Téquation  auxiliaire  (40' 
devient,  en  chassant  les  dénominateurs, 

\ï ^-— Tf  H -Xi  =o. 

p  -h  M        p  -+-  M           X 
^         .         ^  i 

r 

Cette  équation  admet  une  racine  qui  est  nulle  pour  x  =  0]  cette 
racine  a  pour  expression 


Y=-.-P*      ,-- 


2(p-t-M)  2(p-f- 


ia  quantité  sous  le  radical  peut  s^écrîre 


p«         kl         4M(p-f-M)       r     . 
2(p-f-M)W     '  p«  ^_x; 


en  posant 


et  l'on  a  encore 


(-i)(-r 

„,(_p    y, 

\p  -h  -^M/ 


■  -.:ir^[-(-iy(-^)1- 

Cette  racine  Y  peut  donc  être  développée  en  série  convergente 
dans  l'intervalle  ( — a,  -ha);  ce  développement  est  forcément 
identique  à  celui  que  fournit  la  substitution  directe,  c'est-à-dire 
au  développement  (4^^)'-  P^r  suite,  la  série  (4^)  est  a  fortiori 
convergente  dans  l'intervalle  ( — a,  -H  a)i  niais  ce  n'est  là  qu'une 
limite  inférieure  de  l'intervalle  de  convergence  qui  peut  être 
beaucoup  plus  étendu. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  coefficients  c,,,  il 
est  évident  que  la  somme  y  de  la  série  (4^)  satisfait  à  l'équa- 
G.  29 
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lion  (40'  Écrivons  cette  équation  F(^,  y)-=.y — f{x^  y)z=io^ 
et  soit  j^  =  P(^)  la  racine  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  l'on 
pose,  dansF(j:,^),^  =  P(^)  +  z  et  qu'on  ordonne  le  résultat  de 
la  substitution  suivant  les  puissances  de  x  et  de  Zy  tous  les  termes 
doivent  être  divisibles  par  ^,  puisque  ce  résultat  doit  être  nul, 
quel  que  soit  x^  quand  on  fait  2  =  0.  On  a  donc  identiquement 

Q(2:,  z)  étant  une  série  entière  en  x  et  5,  et  si  l'on  remplace  main- 
tenant z  par^  —  P(^)  dans  Q(j:^,  z)^  on  arrive  en  définitive  à 
l'identité 

le  terme  constant  de  Qi  doit  être  égal  à  l'unité,  puisque  le  coeffi- 
cient Aey  doit  être  égal  à  un,  et  nous  pouvons  écrire 

Cette  décomposition  de  F(a?,  j^)  en  un  produit  de  deux  facteurs 
est  due  à  M.  Weierstrass.  Elle  met  en  évidence  la  racine  y  =  P(j^); 
elle  montre  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  racine  de  ¥{x^y)  =  o 
s'annulant  avec  a:,  puisque  le  second  facteur  ne  tend  pas  vers 
zéro  lorsque  :r  et^  tendent  vers  zéro. 

Remarque.  —  La  méthode  précédente  pour  déterminer  les 
coefficients  c«  est  identique  au  fond  à  celle  qui  a  été  indiquée  au 
n®  46.  Mais  on  voit  de  plus  que  la  série  obtenue  en  prolongeant 
indéfiniment  les  opérations  est  convergente. 

188.  Théorème  généraL  —  Considérons  maintenant  un  système 
de/?  relations  entre/?  -|-  q  variables 

, ,.,  ,  ^i(3Cu  Xi,  ...,  Xg\yx,yt,  .,.,  yft)=o, 

(4j)  j 

où  les  fonctions  F,,  F2,  •  •  •,  Fp  sont  nulles  pour a:,=^A=  o,  et 
sont  développables  en  séries  entières  dans  le  voisinage;  nous  sup- 

posons  de  plus  que  le  déterminant  fonctionnel  p/y"  y*'  '  y") 
n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs.  Dans  ces  conditions^  les  équa- 
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lions  (43)  admettent  un  système  de  solutions^  et  un  seul,  de  la 
forme 

©I,  <p2,  . . . ,  cp^  étant  des  séries  entières  en  X\ ,  X2,  • .  • ,  ^^,  5^wi 
s^ annulent  pour  a:,  =  x^  = . . .  =  ^^  =  o . 

Pour  simplifier  Récriture,  bornons-nous  au  cas  de  deux  équa- 
tions en  Ire  deux  fonctions  u  Ql  v  qI  trois  variables  indépen- 
dantes jr,  y^  s, 

j  Fi  =  aa  -^  bv  -t-  ex  -f-  d^  -+-  f 5  -h . . .  =  o, 
(  Fs=  a'w -h  fc't' -h  c'a? -+- c^'j^ -f- c'^-h. .  .  =  o. 

Puisque  le  déterminant  aV —  bd  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  on 
peut  remplacer  les  deux  équations  (4^)  p^^  deux  équations  de  ia 
forme 

les  seconds  membres  ne  renfermant  pas  de  termes  constants,  ni  de 
termes  du  premier  degré  en  u  et  (^.  On  démontre,  de  la  même  façon 
que  plus  haut,  que  Ton  satisfait  formellement  à  ces  équations  en 
prenant  pour  u  ^\.  v  des  séries  entières  en  x^  y,  z 

(48)  u  =  Zctu^^y^^^j        V  =  ^c'iktx^yf^zf, 

les  coefficients  ciki  et  c\f^i  se  déduisant  des  coefficients  amnpqr 
el  bmnpqr  P^i*  ^^s  additions  et  des  multiplications  seulement.  Pour 
établir  la  convergence  de  ces  développements,  il  suffit  encore  de 
les  comparer  aux  développements  analogues  obtenus  en  cherchant 
à  satisfaire  aux  deux  équations  auxiliaires 

U  =  V  = r? TT. M  (  I 


'■ ; r- rrr W  ( 


M,  r  et  p  étant  des  nombres  positifs  dont  on  a  déjà  expliqué  la 
signification.  Ces  deux  équations  auxiliaires  se  réduisent  à  une 
équation  unique  du  second  degré 

X  -^y  4-  z 
•2 p  -f-  4 M    ■    1  p  -h  4 i\I  x-\-y  -^^  z         ' 
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qui  admet  une  racine  nulle  pour  x  =^y  =  ^  :=  o.  Celte  racine  a 
pour  expression 


u=        P' 


a?-h^-h 


4(p-+-2M)       4(pH-2M)l/  x-^y-k-z 


enposant«  =  r(p^jg)*. 

Celte  racine  peut  être  développée  en  série  entière  convergente, 

mm 

tant  que  les  valeurs  absolues  de  x^y^  z  ne  dépassent  pas --Les 

séries  (48)  sont  donc  convergentes  entre  ces  limites. 

Soient  Ux  et  v^  les  solutions  développables  des  équations  (47)- 
Si  l'on  pose  u=z  U\-\-  w',  v  =  Vi-\^  \f'  et  qu'on  substitue  dans  les 
équations  (47))  puis  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x, 
y^  z,  m',  p',  tous  les  termes  devront  contenir  u'  ou  v'  en  facteur. 
Il  s'ensuit  qu'en  revenant  aux  variables  x^y,  5,  u,  p,  les  équations 
proposées  peuvent  s'écrire 

,.     y  j      (U—lll)/    -^{V-^Vl)0      =0, 

fi  ?î  /*«?  T*  ^^^û*-  aussi  des  séries  entières  en  x^y^  Zj  m,  v>.  Les 
solutions  i^=  {/|,  vz=zÇi  sont  ainsi  mises  en  évidence;  mais  on 
voit  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  solutions  s'annulant  pour 
X  z=y  :=  ^  =  o.  En  effet,  toute  autre  solution  des  équations  (47)' 
doit  annuler  /ç,  —  ^f\\  ^^1  ^^  comparant  les  équations  (4?) 
et  (47)'»  oiï  voit  que  le  terme  constant  dans  y  et  ç)|  est  égal  à 
l'unité,  tandis  qu'il  est  nul  dans/i  et  cp.  On  ne  peut  donc  pas  satis- 
faire à  l'équation /©i  —  cp/,  =  o  en  prenant  pour  u  ^l  v  des  fonc- 
tions qui  s'annulent  pour  x  =^y  =  5  =  0. 

189.  Formule  de  Lagrange.  —  Soit 

(49)  y  =  (i^x^{y) 

une  équation  où  la  fonction  vp(^)  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^  —  a,  tant  que  la  valeur 
absolue  de^  —  a  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite, 

?(J' )  =  ?(«)  H- (r  — «)?'(«)+  -^^T^  o'(a)-t-...; 
d'après  le  théorème  général  du  n*  187,  cette  équation  admet  une  racine,  et 
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une  seule,  qui  tend  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro,  et  celte  racine  est 
représentéCi  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  petites,  par  la  somme 
d'une  série  entière  convergente 

y  =:.  a  -^  a\X  -h  a^x^-^- 

Plus  généralement,  si /(y)  est  une  fonction  développable  suivant  les  puis- 
sances positives  de  ^  —  a,  après  y  avoir  remplacé^  par  le  développe- 
ment précédent,  on  aura  pour  /{y)  un  développement  ordonné  suivant 
les  puissances  de  Xj  qui  sera  encore  valable  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  certaines  limites, 

(5o)  /(y)  =/(ûf)  -H  Ajrr  -f-  A,a?*-f-. . .-+-  XnX"-^ 

Le  but  de  la  formule  de  Lagrange  est  précisément  de  donner  Texpres- 
sion  des  coeffîcients  Ai,  As,  ...  A„,  ...,  en  fonction  de  a.  Remarquons 
que  ce  problème  n'est  pas  essentiellement  distinct  du  problème  général; 
le  coefficient  A»  est,  au  facteur  ni  près,  la  dérivée  /i''*"',  pour  x  =  o^ 
àt  f{y),  y  étant  définie  par  l'équation  (49)i  et  cette  dérivée  peut  être 
calculée  par  l'application  des  règles  connues.  Le  calcul  parait  compliqué, 
mais  on  l'abrège  beaucoup,  grâce  aux  remarques  suivantes  de  Laplace 
{voir  Ex.  n*  8,  Ghap.  II).  Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  j'  définie 
par  l'équation  (49))  par  rapport  aux  variables  x  et  a,  sont  données  par 
les  formules 

[\-x^\y)\£^=^^{y\         [,  — a:o'(j^)]£  =  i; 

on  en  déduit  immédiatement  la  relation 

du  du 

(5i)  ~  =^{y)   ,-» 

en  posant  u  =/(y).  D'autre  part,  F(^)  étant  une  fonction  quelconque 
dey,  on  vérifie  immédiatement  par  la  diiférentiation  que  l'on  a 


•^■"■>  si^wSl-IHë] 


9 


car  chacune  des  dérivées  développée  a  pour  expression 


da  dx  da  dx 

Gela  posé,  nous  allons  montrer  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 


La  loi  est  vraie  pour  n  =  i,  d'après  la  formule  (5i);  pour  établir  qu'elle 
est  générale,  supposons-la  établie  pour  une  certaine  valeur  de  /i.  On  en 
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déduil 

^  _  _  d^ r  ^1 


d"-^^u 


Mais  on  peut  écrire,  en  utilisant  les  relations  (5i)  et  (5i*''), 


âx 


[î(^)"  55]  =  à  [?<-^>"  ë]  =  i  [?(-^)'"'  £]î 


on  a  donc  bien 


*-iw  _    d«    r  da"] 


et  la  formule  est  vraie  pour  toute  valeur  de  n. 

Supposons  maintenant  x  =  o\  y  se  réduit  k  a,   u  k  /(a)  et  la  dé- 
rivée /i'**"**  de  u  par  rapport  à  x  devient 


La  formule  de  Taylor  nons  donne  donc  pour  le  développement  de  f(y) 
/(^)  =  /(a)+*<p(a)/(a)+-fi^[«p(a)«/(a)]  +  ... 

;^5^[«P(«)''/(«)]  +  -... 

Telle  est  la  formule  célèbre  due  à  Lagrange;  elle  donne  l'expression  de 
la  racine  y  qui  tend  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  verrons  plus 
tard  entre  quelles  limites  cette  formule  est  applicable. 

Remarque.  —  Il  résulte  aussi  du  théorème  général  que  la  racine  y^ 
considérée  comme  fonction  de  x  et  de  a,  peut  être  représentée  par  une 
série  double  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  a.  On  obtiendrait 
cette  série  double  en  remplaçant  chacun  des  coefficients  A»  par  son  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  a.  On  déduit  de  là  qu'il  est  permis 
de  diiïérentier  terme  à  terme  la  série  (62)  par  rapport  au  paramétre  a. 

Exemples,  —  1°  L'équation 

(53)  r  =  «-^f  (.r*-0 

admet  une  racine  égale  à  a  pour  x  =  0,  La  formule  de  Lagrange  donne 
pour  le  développement  de  cette  racine 

^  i.aVa/  da 

^^^  \  1         /xy  dn-^a*-^i)n 

{  i.a.../i\a/  da"-^  "'' 

d'autre   part,  en   résolvant   l'équation  (53),   on  a  pour  expression   des 
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racines 

y  =^  —  ±  —  /i  —  lax  -^-x^y 


X  X 


et,  pour  avoir  la  racine  égale  à  a  pour  or  =  o,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
En  différentiant  par  rapport  à  la  variable  a  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (54)v  on  parvient  à  une  formule  qui  ne  diffère  que  par  les  notations 
de  la  formule  (3a)  obtenue  plus  haut  (n*'  184). 
2"*  L'équation  de  Kepler 

(55)  a  =  a  -h  c  sin  w 

admet  la  racine  u  =  a  pour  6  =  0.  La  formule  de  Lagrange  donne  pour 
le  développement  de  la  racine  qui  tend  vers  a 

__.  .  c*    rf   ,  .   ,    .      "  c»       rf«-^(sin«a) 

(56)  u=^a-\-e  siuaH y-  (sin'a)-i-. .  .H 7— — ; h. . .. 

^  j.aaa  i.-2.../i       aa'^-^ 

Laplace  a  démontré  le  premier,  par  une  analyse  savante,  que  la  série  pré- 
cédente est  convergente  pourvu  que  e  soit  inférieur  à  la  limite  0,662743. ... 
190.  Inversion.  —  Soit 

(67)  y  T=  aiX-\-  OiX'-i-..  .-h  anXf^-+-. .. 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  (—  r,  -h  r;,  où  le  premier  coeffi- 
cient ai  n'est  pas  nul.  Si  l'on  considère  dans  l'équation  (57)^  comme  la 
variable  indépendante,  et  x  comme  une  fonction  de  y,  cette  équation 
admet,  d'après  le  théorème  général  (n**  187),  une  racine  et  une  seule  qui 
tend  vers  zéro  avec  j^,  et  cette  racine  est  développable  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de^ 

(58)  X  =  biy-^-bty^-hbzy^-h,,  .-H  ^nj^-f- 

Les  coefficients  61,  6],  63,  ...  se  déterminent  aisément  de  proche  en 
proche  en  remplaçant  x  par  son  développement  dans  la  formule  (57)  et 
écrivant  qu'on  a  une  identité.  On  trouve  ainsi 


,  I  ,  ax  ,         ^ta^  —  aïaz 

ai  a\  a\ 


•  • 


9 


on  peut  aussi  obtenir  l'expression  générale  des  coefficients  bn  au  moyen 
de  la  formule  de  Lagrange.  Si  Ton  pose  en  effet 

^(x)  =  at-r-  a%x  -\-, ,  .-^  a«a?'»-*-+-.. ., 
l'équation  (57)  peut  s'écrire 

et  la  formule  de  Lagrange  donne,  pour  le  développement  de  la  racine  qui 
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s'annule  avec  y^ 

"^"•^ÇCÔ)"^*"^  1.2.  ../i  5^^'V4^)/o"^"" 

l'indice  o  indiquant  qu'on  remplace  x  par  o  après  les  difTérentiations. 

Le  problème  précédent  était  connu  autrefois  sous  le  nom  de  problème 
du  retour  des  suites» 

191.  Fonctions  analytiques.  —  Nous  appellerons  par  la  suite 
fonction  analytique  toute  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  Xy  y^  z,   ...,  qui,  dans  le  voisinage  d'un  système  de 
valeurs  Xq^  yo,   Zq^    ...,  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq,  y  — yo,  z  —  5©,  . .  - , 
et  convergente  tant  que  les  valeurs  absolues  de  ces  différences  ne 
dépassent  pas  certaines  limites  (les  valeurs  Xq,  y^^  Co  pouvant 
d'ailleurs  être  soumises  à  certaines  restrictions,  que  nous  n'exa- 
minerons pas  ici).  De  l'étude  qui  vient  d'être  faite  dans  ce  Cha- 
pitre, il  résulte  que  ces  fonctions  naissent  en  quelque  sorte  les 
unes  des  autres.  Étant  données  une  ou  plusieurs  fonctions  analy- 
tiques, l'intégration  ou  la  différentiation,  et  les  opérations  algé- 
briques, telles  que  multiplication,  division,  combinaison  par  sub- 
stitution, etc.,  conduisent  à  de  nouvelles  fonctions  analytiques.  Il 
en  est  de  même  des  fonctions  obtenues  par  la  résolution  d'équa- 
tions dont  les  premiers  membres  sont  analytiques.  Or  les  fonctions 
les  plus  simples,  comme  les  polynômes,  l'exponentielle  et  les 
fonctions  circulaires,  étant  analytiques,  on  s'explique  aisément 
comment  les  premières  fonctions  étudiées  par  les  géomètres  ont 
été  nécessairement  des  fonctions  analytiques,  et  l'importance  de 
ces  fonctions  apparaîtra  encore  mieux  dans  Tétude  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire  et  des  équations  différentielles.  Mais, 
malgré  le  rôle  fondamental  des  fonctions  analytiques,  on  ne  doit 
point  oublier  qu'elles  ne  forment  en  définitive  qu'un  groupe  tout 
particulier  dans  l'ensemble  des  fonctions  continues  (*). 

192.  Courbes  planes.  —  Soit  AB  un  arc  de  courbe  plane.  Nous 
dirons  que  AB  est  un  arc  de  courbe  analytique  si,  dans  le  voisi- 


(1)  On  verra,  dans  le  second  Volume,  des  exemples  de  fonctions  non  analeptiques, 
pour  lesquelles  la  suite  des  dérivées  est  illimitée  dans  un  intervalle  (a,  b). 
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nage  de  tout  point  Mo  de  cet  arc,  les  coordonnëes  {x^  y)  d'un  point 
variable  M  peuvent  être  développées  en  séries  entières  ordonnées 
suivant  les  puissances  d'un  paramètre  t  —  Iq^  et  convergentes  tant 
que  la  valeur  absolue  de  <  —  t^  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite 

Un  point  Mo(^oO'o)  d'une  courbe  analytique  est  dit  un  point 
ordinaire  si,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  Tune  des  diffé- 
rences y — j^O)  ^  —  ^0  peut  être  représentée  par  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  croissantes 
de  la  seconde  différence.  Supposons,  par  exemple,  que  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  —  h  et  a^o  +  /*?  y  — ^o  soit  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  de  x  —  j*,, 

(60)  y  —  7*0=  Cl  (a?  —  rro)-hCj(ar  —  a^o  )* -I- . . . -f-  Crt(x  —  aro/'-H. . .: 

le  point  (:ro,  y^)  est  un  point  ordinaire,  et  il  est  facile  de  rem- 
placer la  formule  (60)  par  deux  formules  de  la  forme  (69)  :  il  n'y 
a  qu'à  poser 

(61) 

Si  Cl  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  peut  inversement 
tirer  de  l'équation  (60)  un  développement  Ae  x  —  Xq  suivant  les 
puissances  de  y  — y^^  valable  pour  les  valeurs  àey  — y^  dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  Chacune  des 
deux  différences  x  —  ^ùy  y — JKo  peut  donc  être  représentée  par 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  de  l'autre. 
Il  n'en  est  plus  de  même  si  le  premier  coeffîcient  c%  est  nul,  c'est- 
à-dire  si  la  tangente  est  parallèle  à  Ox\  on  tire  alors  de  la  for- 
mule (60)  un  développement  de  x  —  x©  suivant  les  puissances 
fractionnaires  de  y — j^o>  comme  on  va  le  voir  un  peu  plus  loin. 
On  verrait  de  même  qu'en  un  point  ordinaire  où  la  tangente  est 
parallèle  à  Oy^  x  —  Xq  peut  être  développée  suivant  les  puissances 
Aey — j^o>  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu. 

Si,  dans  le  voisinage  d'un  point  Mo,  les  coordonnées  x^y  sont 
représentées  par  les  formules  (59),  ce  point  est  un  point  ordinaire 
pourvu  que  l'un  au  moins  des  coefficients  a*,  b%  soit  différent  de 
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zéro.  Sî,  par  exemple,  at  n'est  pas  nul,  on  tirera  de  la  première 
formule  un  développement  de  t  —  Iq  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xq  et,  en  portant  cette  valeur  de  t —  to  dans  la  seconde 
formule,  on  obtiendra  le  développement  de  ^ — y^  suivant  les 
puissances  de  x  —  Xq, 

Observons  encore  qu'en  un  point  ordinaire  une  courbe  ne  peut 
présenter  que  deux  aspects  différents  :  elle  peut  avoir  la  forme 
habituelle,  ou  avoir  une  inflexion.  Tout  point  non  ordinaire  est 
dit  un  point  singulier.  Si  un  arc  de  courbe  analytique  ne  pré- 
sente pas  de  points  singuliers,  on  dit  que  c'est  un  arc  régulier. 

Supposons  que,  dans  les  formules  (Sg),  les  deux  coefficients  ai 
et  b^  soient  nuls,  mais  que  a2,  par  exemple,  soit  différent  de 
zéro.  La  première  des  formules  (Sg)  peut  s'écrire 

\  i 

(ar  —  370 )*  =  (*—  ^o)[«î-+-  «3 ('—  'o) -+-.. .]', 

et  le  second  membre  est  développable  en  série  suivant  les  puis- 
sances de  ^  —  Iq.  On  déduira  donc  inversement  de  cette  relation 

1 
un  développement  de  /  —  to  suivant  les  puissances  de  (x  —  Xq)*^ 

et,  en  portant  cette  expression  de  ^  —  to  dans  la  seconde  des  for- 
mules (09),  on  obtiendra  pourj^  un  développement  de  la  forme 

y  —  yo=  Ci(x  —  Xo)  -\-  Ci{x  ^  Xo)'  -h  c$(x  —  aro)*H- 

Le  point  (^05  ^0)  est  en  général  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce. 

Le  raisonnement  est  général.  Si  le  développement  de  x  —  x^ 
suivant   les   puissances   de    t  —  ^0    commence   par  un  terme  de 

degré  n^  on  en  déduira  pour  j^ — yo  ^"^^  développement  suivant 

1 
les  puissances  de  (x  —  ^o)**  On  peut  observer  que,  dans  le  voisi- 
nage du  point  {xo,yo)i  ^^^  courbe  représentée  par  des  dévelop- 
pements tels  que  (39)  ne  peut  présenter  que  quatre  aspects 
différents  ;  point  ordinaire,  point  d'inflexion,  point  de  rebrous- 
sement de  première  ou  de  deuxième  espèce. 

193.  Courbes  gauches.  —  Un  arc  de  courbe  gauche  AB  est  dit 
analytique  si,  dans  le  voisinage  de  tout  point  Mo  de  cet  arc,  les 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  variable  M  peuvent  être  déve- 
loppées en  séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances  d'un 
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paramètre  t  —  /q 

Un  point  Mo  est  un  point  ordinaire  si  deux  des  trois  différences 
^ — <^oj  y — J^Oî  ^  —  ^0  peuvent  être  développées  en  séries 
entières  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  troisième. 

On  démontre  comme  plus  haut  que  le  point  Mo  est  un  point 
ordinaire  pourvu  qu'un  des  trois  coefficients  ai,  b^f  Cf  ne  soit  pas 
nul.  On  obtiendra  donc  les  points  singuliers  en  cherchant  les 
points  pour  lesquels  on  a  à  la  fois 

rix  dy  dz 

di=°'      -01="^      Tt=''- 

Soient  Xq^  y^y  Zq  les  coordonnées  d\in  point  Mq  d'une  courbe 
gauche  F  représentée  par  un  système  de  deux  équations 

(63)  F(x,y,  z)  =  o,        Fi(^,  r,  ^)=o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  séries  entières  en  x  —  Xq, 
y — ^o>  ^  —  ^0-  Ce  point  Mo  est  un  point  ordinaire  pourvu  que 
les  trois  déterminants  fonctionnels 

D(F,  Ft)       D(F,  Ft)       D(F,  F.) 
\^{x,y)'      l^Ky.z)'      \^{z,x) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  pour  x  =  Xq^  y  =yoy  ^  =  ^o-  Si,  par 

D(F     Fi) 

exemple,  le  déterminant   ^    ^ — r-  n'est  pas  nul  au  point  M©,  on 

tirera  des  équations  (63)  des  développements  en  séries  entières 
pour  X  —  Xo  et  y — y©?   ordonnées  suivant  les    puissances   de 

194.  Surfaces.  —  Une  portion  de  surface  S  est  analytique  si, 
dans  le  voisinage  de  tout  point  M©  de  cette  surface,  les  coor- 
données X,  y,  Zy  d'un  point  variable  M  peuvent  être  développées 
en  séries  entières  à  deux  paramètres  variables  t  —  /©>  ^  —  ^oj 

X  —  Xo=  a\o{t  —  to)  -+-  aoi  (u  —  w©)  H-. . ., 

(64)  {  y  — 7o=  bio{t  —  to)-^boi(u  —  uo) -{-,.., 

z  —  Zo=  Cio(<  —  <o)  -»-  Coi  (m —  Mo)  H--  •  M 
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ces  séries  restant  convergentes  tant  que  les  valeurs  absolues  des 
différences  t —  ^o,  u-r-  Uq  ne  dépassent  pas  certaines  limites.  Un 
point  Mo  de  la  surface  S  est  un  point  ordinaire  si,  dans  le  voisi- 
nage de  ce  point,  une  des  trois  différences  x  —  ^o^y  — J^oi  z-^-  Zq 
peut  être  développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  des  deux  autres.  Tout  point  Mq  pour  lequel  les 

trois  déterminants 

r)f.>',^)       D(z.  x)       Dix,  y) 
D(Y,  w)'     D{e,  uY     "D(<,  u) 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  est  un  point  ordinaire;  si  Ton  suppose, 

par  exemple,  que  le  premier  déterminant  ne  soit  pas  nul,  on  peut, 

des  deux  dernières  équations  (64),   tirer  t  —  t^  et  u — Wo,  et, 

en  portant  les  valeurs  obtenues  dans  la  première,  on  obtient  un 

développement    de    x  —  x^    suivant    les    puissances    de  y — ^Vo 

ei  oe  Mtt  ^~~~  AfQm 

Étant  donnée  une  surface  S  représentée  par  une  équation  non 

résolue  F(:p,  y,  z)  =  o,  soient  ^Tq,  y©»  ^^o  les  coordonnées  d'un 

point  Mo  de  cette  surface.  Si  la  fonction  F  est  développable  en 

série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ^  —  -^oy — y^i 

1       .     •     j/  •    '  .'Il        ^^      d¥      d^        .     . 

Z  —  5o,  sans  que  les  trois  dérivées  partielles  -r — >  ^ — >  -r—  «oient 

nulles  à  la  fois,  il  résulte  du  théorème  général  (n**  188)  que  le 
point  Mo  est  un  point  ordinaire. 

Remarque.  —  La  définition  adoptée  pour  un  point  ordinaire 
d'une  courbe  et  d'une  surface  est  indépendante  du  choix  des  axes. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  point  Mo(xoî  J^oi  ^o)  soit  un 
point  ordinaire  d'une  surface  S;  les  coordonnées  d'un  point 
voisin  sont  données  alors  par  des  formules  de  la  forme  (64),  où 

Jes  trois  déterminants  -pr^^ — -^   .t >  -ft^ — "—  ne  sont  pas  nuis 

à  la  fois  pour  /  =  fo»  w  ==  Wo-  Une  transformation  de  coordonnées 
revient  à  remplacer  les  variables  x^  y^  z  par  trois  nouvelles 
variables  X,  Y,  Z,  fonctions  linéaires  des  premières,  telles  que 

Y  =  a,a?-f-  pir-+-Tî^  +  ^î» 
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D(X   Y   Z) 
le  détermiDaut  A  =  ,,,   ' — - — 7  n'étant  pas  nul.  En  remplaçant  x, 

y^  z  par  leurs  développements  (64),  on  obtiendra  pour  X,  Y,  Z 

trois  nouveaux  développements  de  même  forme,  et  Ton  ne  peut 

avoir 

D(X,  Y)       D(Y,  Z)       D(Z,  X) 


D(/,  u)         Dit,  II)         D(f,  u) 


—  o, 


pour  t  =  to,  u  =  Uo,  car  on  déduit  des  formules  de  transforma- 
tion 

ar  =  A,XH-B,Y-4-CiZ-h  Dj, 

jr  =  A,X  4-  B,Y  4-  G,Z  -4-  D,, 
z  =  A3X-hB3YH-C3Z-+-D„ 

et  les  trois  déterminants  fonctionnels  obtenus  avec  les  variables 
X,  Y,  Z  ne  pourraient  être  nuls  à  la  fois  sans  qu'il  en  fût  de 
même  des  trois  déterminants  formés  avec  les  variables  x,  y^  z. 
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195.  Calcul  des  coefficients.  —  Nous  allons  nous  occuper,  dans 
les  paragraphes  suivants,  de  séries  d'une  nature  tout  à  fait  diffé- 
rente des  précédentes.  Les  séries  trigonométriques  paraissent 
avoir  été  considérées,  pour  la  première  fois,  par  D.  Bernoulli,  à 
propos  du  problème  des  cordes  vibrantes  ;  le  procédé  de  détermi- 
nation des  coefficients,  que  nous  allons  indiquer,  est  dû  àEuler. 

Soity(^)  une  fonction  bien  déterminée  de  la  variable  x  dans  un 
intervalle  (a,  b);  nous  supposerons  d^abord  que  les  limites  a  et  6 
sont  — TT  et  +ir,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  car  il  suffira  de 

prendre  pour  nouvelle  variable ^-— —  pour  être  ramené 

à  ce  cas.  Cela  posé,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  tï  et  -f-  it,  on  a  l'égalité  ci-dessous 

,^^.  ( /far)  =  — -f-(aiCosa:-f-ôisinar)-i-... 

(6d)  J  "^  '    '        2        ^  ' 

(  -{-{amCosmx-hb„iSÏnmcc)-\-. . ., 

a^f  diy  6|,  ...,  a/n)  bni,  •••9  étant  des  coefficients  constants 
inconnus,  l'artifice  suivant  s'offre  tout  naturellement  pour  déter- 
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miner  ces  coefGcients.  Rappelons  d'abord  les  formules  suivantes, 
qu'il  suffit  d'écrire,  où  m  et  /i  sont  des  nombres  entiers  positifs, 


■  -»-'ïï  ^  +7t 


I        cosmxdx  ==  o,         si  /M  ^  o,  /        s'inmx  dx  =  Oy 


>+iï  ^+« 


I        cosmxcos  nxdx=  1 '- dT  =  o,     sim^n, 


i-i-ir  ^-hir 


/        co?>^ mxdx  =  /         dx  =  tt,     si  /w  7^  o, 


+W  >,  -t-7C 


/É-r\J    r        '  '  1  r       cos(m  —  n)x — cos(m-h/î)^   , 

(oG)\    /        sinmxsinnx  dx=   1 dT  =  Oy     sim/^/i. 


.-MC  >*-HÎC 


/        sin^mxdx=  1         dx  =  tz,     si  m  ^  o, 


,+«  >,-+-« 


/,■        /*       sinC/7i -4- 71  )ar-4- sinCm  —  n)x   , 
sin/na7cosnâ:aa7=  I        ■ dx  =  o. 

Si  nous  intégrons  les  deux  membres  de  l'égalité  (65)  entre  les 
limites  —  -ir  et  -|-  ic,  en  intégrant  le  second  membre  terme  à  terme, 
il  vient 

y,  -+-11  j%  -+-t: 

égalité  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  a^.  Si  l'on  opère  de  même 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  relation  (65)  par 
cosmx  ou  sin/n^,  le  seul  terme  du  second  membre  dont  l'inté- 
gration entre  les  limites  —  -iî  et  -f-  ir  donnera  un  résultat  différent 
de  zéro  sera  le  terme  en  cos^m^  ou  en  sin^mx,  et  l'on  parvient 
aux  formules  suivantes 

y%  •!-«  y»  -H  TT 

/       /{x)  cosmx  dx  =  Tza„tj  1       /(x)sinmx  dx  =  izÔm. 

Nous  pouvons  encore  écrire  les  valeurs  obtenues  pour  les  coef- 
ficients 

/        I  r"^''  I  /•■*■" 

lao=-    /       f(0L)d%,         a,n=  -    /       /(a)  cos m ol  dx, 

(67)         { 

î  r 

bm=  -    I       /(a)sinma  ^a. 


IV.   —  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES.   —  SÉRIES  DIVERSES.  463 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  n'a  que  la  valeur  d'une 
simple  induction.  Nous*  avons  admis,  en  effet,  que  le  développe- 
ment de  la  fonction  f{x)  sous  la  forme  (65)  était  possible  et,  en 
outre,  que  ce  développement  était  uniformément  convergent  entre 
les  limites  —  -re  et  +  tt.  Comme  rien  ne  prouve  a  priori  que  ces 
conditions  sont  satisfaites,  il  est  indispensable  d'examiner  si  la 
série  ainsi  obtenue  est  convergente  et  a  pour  somme  f{x).  La 
somme  des  (/n  +  i)  premiers  termes  de  cette  série  devient,  en 
remplaçant  les  coefficients  ai  et  bi  par  leurs  valeurs  (67)  et  effec- 
tuant les  réductions  évidentes. 


S,„-+.i=  -1    f     /(«)    \  4-cos(a  — a~)-t-cos2(a--a7;-h...-+-cos/;i(a  — X) 

Mais  on  a,  d'après  une  formule  bien  connue  de  Trigonométrie, 

sin a 

I  'X 

— h  cosa  H-  cosaa  -+-. .  .-4-  cos/iia  = . 

2  .    a        ' 


dcL. 


'A 


4.7c  sin (oL  —  x) 


et,  par  suite, 

•^-^  a  Sin 

ce  que  nous  pouvons  encore  écrire,  en  posant  ol  =  x  -i-  ay, 
(68)  S;„^_,=  -:   /         /(^^-•v) .-— dv. 

Toute  la  difficulté  de  la  question  est  ramenée  à  trouver  la  limite 
de  cette  somme  lorsque  le  nombre  entier  m  augmente  indéfini- 
ment. Nous  supposerons  pour  cela  que  la  fonction  f{x)  satisfait 
aux  conditions  suivantes  : 

1®  Elle  est  en  général  continue  entre  —  7t  et  -j-iî,  sauf  pour  un 
nombreyî/iî  de  valeurs  deo:,  oîj  elle  passe  brusquement  d'une  va- 
leur à  une  autre  de  la  façon  suivante.  Soit  c  un  nombre  quelconque 
compris  entre  — ir  et  -l-Tt,  quel  que  soit  ce  nombre  c,  on  peut 
toujours  trouver  un  autre  nombre  positif  h  tel  que/'(^)  soit  con- 
tinue entre  c  —  A  et  c  d'une  part,  entre  c  et  c  -h  A  d'autre  part. 
Lorsque  e  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  f{c  -j-  e)  tend  vers 
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uae  limite /(c -l-o),  et  /{c  —  e)  tend  de  même  vers  une  limite 
/{c  —  o).  Si  la  fonction  /{^)  est  continue  pour  a:  =  c,  on  a  évi- 
demment/(c)  =y"(c  +  o)  =y(c —  o).  Mais  si  les  deux  limites 
/(c  +  o)  el/(c  —  o)  ont  des  valeurs  différentes,  la  fonction /(a:) 
est  discontinue  pour  x  =  c^ei  Ton  convient  de  prendre  poury(c) 

la  moyenne  arithmétique  ^^-^ — =— ^^ ;  il  est  clair  que  cette 

égalité  subsiste  pour  un  point  où  la  fonction  est  continue.  Nous 
supposons  de  même  quey( — it-he)  elf^K  —  e)  ont  des  limites 
/( —  Tz-h  o)  elf{Tz  —  o)  lorsque  e  tend  vers  zéro  en  restant  positif. 
La  courbe  représentée  par  l'équation  y=zf(^x)  doit  avoir  une 
forme  analogue  à  celle  de  W  fig,  1 1  (p.  179),  s'il  y  a  des  discon- 
tinuités. Nous  avons  vu  que  la  fonction /(x)  était  intégrable  dans 
tout  intervalle  compris  entre  —  tt  et  +  tt,  et  il  en  est  évidemment 
de  même  du  produit  de  /(^)  par  une  fonction  continue  dans  le 
même  intervalle. 

2"  On  peut  partager  l'intervalle  ( —  ir,  -{-  tc)  en  un  nombre  flni 
d'intervalles,  dans  chacun  desquels  la  fonction  est  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  fonction  f(^x^  satisfait  aux 
conditions  de  Dirichlet  entre  — tc  et  -|-  tt.  Il  est  clair  qu'une  fonc- 
tion continue  dans  l'intervalle  ( —  tc,  -|-  tt),  et  qui  n'admet  qu'un 
nombre  fini  de  maxima  et  de  minima  dans  cet  intervalle,  satisfait 
aux  conditions  de  Dirichlet. 

/h 
f{x)  —, dx.  —  L'expression 

obtenue  pour  la  somme  S^+i  conduit  à  chercher  la  limite  de  l'in- 
tégrale définie 


/ 


f{x)  — . dx, 


lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Cette  étude  a  été  faite  pour  la 
première  fois  d'une  façon  entièrement  rigoureuse  par  Lejeune- 
Dirichlet  (*).  Nous  suivrons  à  peu  près  la  méthode  de  M.  O. 
Bonnet  (^). 

(•)  Journal  de  Crelle,  t.  IV;  1829. 

C)  Mémoires  des  savants  étrangers   publiés  par  rAcadémie  de  Belgique, 
t.  XXIII. 
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Considérons  d'abord  Tlntcgrale  définie 


h 


(Gcj)  J=    1     ^{x) dx, 

où  h  est  un  nombre  positif  inférieur  à  tï  et  <p(^)  une  fonction 
satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet  dans  Tintervalle  (o,  K), 
Si  ^(^)  se  réduit  à  une  constante  C,  il  est  facile  de  trouver  la 
limite  de  J;  on  peut  écrire,  en  effet,  en  posant  nx  =JK> 

et,'  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  limite  de  J  est  par  consé- 
quent -  C  (n**  176,  formule  Sg). 

Supposons  en  second  lieu  que  la  fonction  cp(x)  soit  positive  et 
décroissante  deo  à/i.  La  fonction  sous  le  signe  /  change  de  signe 

pour  les  valeurs  de  x  de  la  forme  -,  et  nous  pouvons  écrire  l'in- 
tégrale J 

J  7=  mq —  ifj_^  M,__  I4J-4-. .  ,^{ — i)*!^^.-^. . .  {  —  iyn^ii^  (o-^  6<  i), 
en  posant 


Jf     '»        ,    ^  sinnrr    , 
f  «( Jc)  -  dx 

kr.  '       '       X 


n 


et  en   supposant  la   limite  supérieure  h  comprise  entre  — '-  et 

—    —  •  Les  intégrales  Uq,  w«,  Wa?   •••  vont  en  diminuant;  si 
nous  posons,  en  effet,  dans  wy^,  nx  =  kiz  -\-y^  il  vient 


Uk 


et  il  est  évident,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  ç(^),  que  celte 
intégrale  diminue  lorsque  Tindice  k  augmente.  On  a  donc 

J  =  ao— (Ml— Ut)  —  (Ma—  u,,)—. .., 

J  =  Uq Ml -7     (Mj Ms)  -f-  (  M4—  Mj)  -h.  .  ., 

G.  3o 
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ce  qui  montre  que  J  est  compris  entre  ^^o  et  Wo —  w<  ;  J  est  par 
suite  un  nombre  positif  inférieur  à  Uq,  c'est-à-dire  à  l'intégrale 


X 


7C 

9(ar) ■  ax. 


Mais  cette  intégrale  est  elle-même  inférieure  à  l'intégrale 


w 


?( 


TT  _. 


—    dy- 

,  „     y 

Le  même  raisonnement  prouve  que  l'intégrale  définie 

J  =    /     cp(:r)  — -,—  rf^, 

où  c  est  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  A,  tend  vers 
zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si  le  nombre  c  est  com- 

pris  entre  (/  —  i)  -  et  — »  on  voit  en  effet  comme  tout  à  l'heure 

que  la  valeur  absolue  de  J'  est  inférieure  à 

/"     ,    ^  sinna?    ,             /*     "       ,       sinna?    , 
o(a7) ax  -h     /'  9(37) ax 

^^     ^        X  Jijz  ^^      '  X 


n 


et,  à  plus  forte  raison,  inférieure  à 


c     \  n 


n 


n 


o.TZ  <p(c) 


elle  tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  ('). 
La  méthode  ne  nous  apprend  rien  si  c  =^  o.  Pour  trouver  la 


C)  On  arrive  encore  plus  simplement  à  ce  résultat  en  employant  le  second 
théorème  de  la  moyenne  (n*  75).  La  fonction  7(07)  étant  décroissante,  on  a, 
d*après  cette  formule, 

r^     .     .  sxnnx    .  «p(c)     r^  . 

I     (p{x)  —    —  ax  =  -^-^ —    I     smn. 


__  i  y(c) 


c  "  '       ^  c 

et  le  second  membre  tend  évidemment  vers  zéro. 


xdx=  -  ^         (cos/ic— cos/iE), 
ne 
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limite  de  l'inlégrale  J,  prenons  un  nombre  c  compris  entre  o  et  A, 
tel  que  (p(a?)  soit  continue  de  oàc,  et  posons  (p(a:)  =  ?(<?)-l-  ^(^)5 
•}(a:)  est  une  fonction  positive  et  décroissante  dans  l'intervalle 
(o,  c),  décroissant  de  <p(-i-  o)  —  cp(c)  à  zéro  lorsque  x  croît  de  o 
à  c.  Écrivons  J  de  la  façon  suivante 

_  ,    ^    r""  ^\nnx  J  r^  .  .       <\wnx  /•*  sinna- 

J  r=  o(c)    /        dx ->r-     I       ^{X) dx -^     1       ^(x)  —  OXj 

ou,  en  retranchant  -  ^(-h  o)  des  deux  membres, 

I  J-%(-f-o)  =  cp(o)     J    !l!^t/a7-  ^L-^[cp(c)-<p(-f-o)] 

/•  sinn.r    ,  r  smnrr    , 

-^   /     4^(^)  dx-^   I     9ix) —-— dx. 

Pour  démontrer  que  J  a  pour   limite  -'f(+o),   il  suffit  de 

prouver  que  l'on  peut  déterminer  un  nombre  entier  m  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  m,  la  valeur  absolue  de  chacun 
des  termes  du  second  membre  soit  inférieure  à  un  nombre  positif 

choisi  à  l'avance  y  D'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure,  la 

valeur  absolue  de  l'intégrale 


/ 


,  ,       sin  nx    _ 

u;(a7)  — dx 

X 

0 


est  inférieure  à  A?{^(-|- o)  =  A  [©(-+- o)  —  'f(c)]-  Puisque  ©(^) 
tend  vers  cp(-j-  o)  lorsque  o:  tend  vers  zéro,  on  peut  d'abord  choisir 
le  nombre  c  assez  voisin  de  zéro  pour  que  A[(p(-ho)  —  ?(^)] 

et  -  [?(-i- o)  —  ?(c)]  soient  inférieurs  à     •  Le  nombre  c  étant 

choisi  de  cette  façon,  les  deux  termes  restants  ont  pour  limite  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  prendre  n  assez 

grand  pour  qu'ils  soient  inférieurs  en  valeur  absolue  à  -y  et  l'on  a 

•4 

(71)  lim  J  =  %(-+-o). 

La  formule  précédente  n'a  été  démontrée  qu'en  imposant  à  la 
fonction  <p(^)  un  certain  nombre  de  restrictions  dont  nous  allons 
maintenant  nous  débarrasser.  Si  f  (^)  est  décroissante  sans  être 
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positive,  on  peut  toujours  lui  ajouter  une  constante  positive  C 
de  façon  que  la  somme  ^{x)  =  ?(^)  -h  C  soit  positive  et  décrois- 
sante de  o  à  h.  La  formule  s'applique  à  cette  fonction  ^{x)  et  l'on 
peut  écrire 

/*      ,    .  sinnx    ,  r    1  /    V  s'innx    .         ^    r    sinno?    , 


le  second  membre  a  pour  limite  -tj;(-f-o) C,  c'est-à-dire 

-  ^(-i-  o).  Si  la  fonction  ^{x)  est  croissante  de  o  à  A,  —  ^{x)  est 


2 

décroissante  et  l'on  a 


h  ' ^h 


Je  ,  sinnic    ,  C  ,    ^  sinna?    , 

]     ^{x)—-^-dx^—         —^(x)—~~dx; 

rintégrale  a  encore  pour  limite  -  ?p(-}-  o). 

Supposons  enfin  simplement  que  la  fonction  o{x)  satisfait  aux 
conditions  de  Dirichlet  dans  l'intervalle  (o,  h).  Nous  pouvons 
partager  cet  intervalle  en  un  nombre  fini  d^intervalles  partiels 
(o,  a),  (a,  è),  (i,  c),  . .  .,  (/,  h)  dans  chacun  desquels  la  fonc- 
tion ^(x)  est  croissante  ou  décroissante.  L'intégrale  de  o  à  a  a 

pour  limite  -  'f  (4-  o);  quant  aux  autres  intégrales,  telles  que 

H  =    /     «p(ar)  — -—  dx, 

elles  tendent  toutes  vers  zéro.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  la 
fonction  ç(^)  croissante  de  a  à  6;  nous  pouvons,  d'une  infinité 
de  manières,  construire  une  fonction  ^{x^  croissante  de  o  à  6, 
continue  de  o  à  a,  et  coïncidant  avec  ©(o:)  de  a  à  6.  Les  deux 
intégrales 

Jf    4'(^) à^t      I    4'(^) ^ 

ont  l'une  et  l'autre  pour  limite  ^(+  o)  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment; leur  différence,  qui  n'est  autre  que  H,  tend  par  consé- 
quent vers  zéro.  La  formule  (71)  est  donc  établie  pour  toutes  les 
fonctions  <f{x)  qui  satisfont  aux  conditions  de  Dirichlet  dans  l'in- 
tervalle (o,  h). 
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Considérons  main  tenant  l'intégrale  définie 

(7a)  I  =     r   f(x)  i[;^^  dx  {0<h  <  TZ), 

où  la  fonction  f{x)  est  positive  et  croissante  de  o  à  A.  On  peut 
encore  écrire  cette  intégrale 


et  la  fonction  cp(ic)  =f(^x)  - —  est  positive  et  croissante  de  o  à  A; 
on  a  d'ailleurs /(-f-  o)  =  'f  (-h  o)  et,  par  conséquent, 

(73)  liniI  =  -/(-^o). 

La  formule  étant  établie  lorsque  la  fonction y( a;)  est  positive  et 
croissante  de  o  à  A,  on  démontre  ensuite  de  proche  en  proche, 
comme  tout  à  Theure,  qu'elle  subsiste  pour  toute  fonction  /(x) 
satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet  dans  l'intervalle  (o,  h), 

197,  Séries  de  Fourier.  —  Les  séries  trigonométriques  dont 
les  coefficients  am  et  bm  sont  déterminés  par  les  formules  (67) 
sont  généralement  appelées  séries  de  Fourier,  C'est,  en  effet, 
Fourier  qui  a  énoncé  le  premier  ce  théorème  que  toute  fonction 
donnée  arbitrairement  dans  un  intervalle  d'étendue  211  pouvait 
être  représentée  par  une  série  de  cette  espèce;  le  moi  fonction 
arbitraire  signifiait  pour  lui  une  fonction  représentée  graphi- 
quement par  plusieurs  arcs  de  courbe  appartenant  à  des  courbes 
que  l'on  regarde  habituellement  comme  distinctes.  Nous  préci- 
sons cette  définition  un  peu  vague  en  nous  bornant  aux  fonctions 
qui  satisfont  aux  conditions  de  Dirichlet. 

Pour  démontrer  qu'une  fonction  de  cette  espèce  peut  être 
représentée  par  une  série  de  Fourier  dans  l'intervalle  ( —  tt,  -f-7t), 
il  nous  faut  trouver  la  limite  de  l'intégrale  (68)  lorsque  m  aug- 
mente indéfiniment.  Partageons  cette  intégrale  en  deux  autres, 

ayant  respectivement  pour  limites  o  et  —     -^  —  — —  et  o,  et 


47Û  CHAPITRE   IX.   —   SÉRIES   ENTIÈRES.   SÉRIES  TRIGONOM ETRIQUES. 

posons  dans  la  seconde  j^  =  —  z,  nous  pouvons  encore  écrire 

TZ—JT 


0  -'^ 

«-+-.r 


Si  ^  est  compris  entre  —  tz  et  -t-  ir,  —  —  et  ^^^ sont  compris 

entre  o  el  tt  et,  d'après  les  résultats  du  numéro  précédent,  le 
second  membre  a  pour  limite,  lorsque  m  augmente  indéfiniment. 


i[f/(.^o)^=/(.-o)]  = 


/(.r-4-o)H-/(a?  — o\ 


'2 


la  série  est  donc  convergente  et  a  pour  somme  f{x)^  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  ir  et  -f-  tt.  Supposons  maintenant 
que  X  soit  égal  à  Tune  des  limiles,  — tc  par  exemple.  On  peut 
écrire 


I     / 


I     r^  ..                    .  sin(2m  -J-  Ov    , 
-   /     /(— it-H2r)- r dy 


it 


I     r"^  .  .  sin(2m  -f-i)j    , 


La  première  intégrale  du  second  membre  a  pour  limite 


^/(~'^-+-o); 


la  seconde  intégrale  devient,  en  remplaçant^  par  ir  —  z, 

et  a  pour  limite  -/(t^  —  o).  La  somme  de  la  série  trigonométrique 
est  donc  égale  à  /'^~_?  -^/(^^-^^  p^^^,  ;r  =  —  tc;  il  est  clair 

que  la  somme  est  la  même  pour  j:  =  7t. 

Si,  au  Heu  de  considérera;  comme  une  longueur  portée  sur  une 
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droite,  on  considère  x  comme  un  arc  porté  sur  la  circonférence  de 
rayon  un^  la  somme  de  la  série  en  un  point  quelconque  ni  de  la 
circonférence  est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  deux  sommes  de  la  série  en  deux  points 
m',  /?i"  de  la  circonférence,  pris  de  part  et  d'autre  du  point  /n, 
lorsque  ces  points /n',  m"  se  rapprochent  indéfîniment  du  point /w. 
Si  les  deux  valeurs  limites  f{ —  -îi  -h  o),  /(ti  —  o)  sont  différentes, 
le  point  de  la  circonférence  diamétralement  opposé  à  Torigine 
des  arcs  est  un  point  de  discontinuité. 

En  résumé,  toute  fonction  définie  dans  Vintervalle  (  —  t^,  -f-it) 
et  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  de  Fourier  dans  cet  intervalle. 

D'une  façon  générale,  so\l  f(^x)  une  fonction  définie  dans  un 
intervalle  (a,  a+  air)  d'étendue  air,  et  satisfaisant  aux  conditions 
de  Dirichlet.  Il  existe  évidemment  une  fonction  F(^),  et  une 
seule,  admettant  la  période  27t  et  coïncidant  avec/(^)  dans  Tin- 
tervalle  (a,  a  4- air);  cette  fonction  F(^)  est  représentée,  pour 
loute  valeur  de  j:,  par  la  somme  d'une  série  Irîgonométrique  dont 
les  coefficients  a^  et  bm  sont  donnés  par  les  formules  (6^) 


.  -i-ic  .        „  -Kit 


I   r  1   r 

am~  -   I        F(x)cosmxdx^        bm=  -   j        F(x)sinmxdx. 

%j — fi  *^ — 7j 

Le  coefficient  a^t,  par  exemple,  peut  encore  s'écrire,  en  suppo- 
sant a  compris  entre  2  Ait  —  tt  et  2  Atc  -\-  tc, 


.■Jï  ^a— î/it: 


a,„=-    /         T{x)co%mx  dx -^ —    /  ¥{x)cosmxdx\ 

la  fonction  F(x)  admettant  la  période  27:  et  coïncidant  avec /(a;) 
dans  l'intervalle  (a,  a -h  211),  on  a  encore 


.îAir+n  >,a-».tit 


a,rt  =  -    /  f{x)cosnixdx-r'   1  f{x)cosmxdx 

=  -    /  f{x)cosmxdx. 

On  trouverait  de  même 

(y5)  àm=  -   I  f{x)s\n/nxdx. 
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Lorsqu'une  fonction  f{x)  est  donnée  dans  un  intervalle  quel- 
conque d'étendue  ait,  les  formules  précédentes  permettent  dr 
calculer  les  coefficients  du  développement  en  série  de  Fourîer, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  ramener  les  limites  de  l'intervalle  à 
être  —  TT  et  -f-  it. 

198.  Exemples.  —  i°  Proposons-nous  de  trouver  une  série  de  Fourier 
dont  la  somme  soit  égale  à  —  i  pour  x  compris  entre  —  tc  et  o  et  à  -^  i 
pour  X  compris  entre  o  et  i:.  Les  formules  (67)  nous  donnent 

an—  -    I     —  dx  -\ —    /     dx  ~  Oy 
a,„^=    -    I     — cosmxdx-i —    /     cofimxdx  =  o^ 


I  r°     .  ï  r^  . 

b,n~  -    I     — s\nmxdx-\ —    /      sin  mxdx 


__  '1  —  cosmit  —  cos( — niTz) ^ 
/nir 


4 
b,n  est  nul  si  m  est  pair,  et  éfi'al  à si  m  est  impair.  En  multipliant  tous 

■^  °         rmz  '^ 

les  coefficients  par  -  >  on  voit  que  la  série 

4 

,    ^  sino?        sin  3^  sinfim -4- i).r 

(  70  ,)  V  — \ ., — ■  -T-  .  .  .  -^ r  .  .  . 

'  "^  I  ù  'ini 


a  pour  somme  —  —>  si  ar  est  compris  entre  — ii  et  o,  et  h-  -  si  a:  est 

compris  entre  o  et  it.  Le  point  x  —  o  est  un  point  de  discontinuité,  et, 
pour  a:  =  o,  la  somme  de  la  série  est  o,  comme  cela  doit  être.  D'une  façon 

générale,  la  somme  de  la  série  (7O)  est  égale  à  -^  lorsque  sin  a:  est  positif, 

4 

à  —  -  lorsque  sinx  est  négatif,  et  à  o  lorsque  sin  a?  =  o. 
4 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (76)  se  compose  d'une  infinité  de 

segments   de   droite   de  longueur  ir  sur   les   parallèles  ^  =  liz  -    à  l'axe 

4 

des  X,  et  d'une  infinité  de  points  isolés  {y  =  o,  x  —  kiz)  sur  l'axe  des  x. 
2"  Soit  à  trouver  le  développement  de  x  en  série  de  Fourier  dans  Tin- 
tervalle  de  o  à  2?:.  On  a 

aQrr=  —    I       X  ax  =  2ir, 

!/•*''                   ^             |\rsinm.r  |««         \       r^  .  . 

«m  ~  -    I       xcos mxdx—      I /       sin/?ia7aj:— o. 

r^Jo  L      '"^      Jo        ''i-Jo 

i    r^      .           _,            Vxcosmx]*^        I       r*^               ,             •> 
b„i  =  -    I      X  sin mxdx  —  ~\ h f       cos mxdx  — • 
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On  déduit  de  là  la  formule 

X  _^  Tz        sina:        sin?.a:        sinSa: 

lit  2  3 

qui  est  exacte  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  7.7:.  Si 
Ton  remplace,  dans  la  formule  précédente,  le  premier  membre  par^,  la 
courbe  représentée  par  l'équation  obtenue  se  compose  d'une  infinité  de 

X 

serments  de  droites  parallèles  à  la  droite  ^  —  —  et  d'une  infinité  de  points 
isolés. 

Remarque.  —  Lorsqu'une  fonction  définie  dans  l'intervalle  ( — i:,  H-r) 
est  paire,  c'est-à-dihe  telle  que /(  —  x)  =/{x)j  tous  les  coefficients  bm 
sont  nuls,  car  on  a  évidemment 

//(x)sïnmxdx  = —   /     f{x)%\nmx  dx. 
Au  contraire,  si  la  fonction  y( a?)  est  impaire,  c'est-à-dire  telle  que 

tous  les  coefficients  am  sont  nuls,  y  compris  a^.  Une  fonction /(a:)  étant 
définie  dans  l'intervalle  de  o  à  tc  seulement,  on  peut  la  prolonger  dans 
l'intervalle  de  —  ir  à  o  en  convenant  de  poser 

/(-  ^)  =/(^)         ou        /(-  X)  =  -/{x). 

La  fonction  f(x)  peut  donc  être  représentée  soit  par  une  série  dg^^nus, 
soit  par  une  série  de/cosinus,  dans  l'intervalle  de  o  à  tu. 

199.  Développement  d'une  fonction  continue.  Théorème  de  Weier- 
strass.  —  Soit^=/(a?)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  6). 
On  doit  à  M.  Weierstrass  une  proposition  remarquable  dont  voici  l'énoncé  : 
e  étant  un  nombre  positif  donné  à  Vavance,  on  peut  déterminer  un 
polynôme  P(x)  tel  que  la  différence  /{x)  —  P(^)  soit  inférieure  à  e 
en  valeur  absolue  pour  toute  valeur  de  x  dans  l* intervalle  («,  b). 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  proposées  pour  ce  théorème,  une 
des  plus  simples  est  due  à  M.  Lebesgue  (*).  Considérons  d'abord  le  cas 
particulier  suivant.  Soit  ^{x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de 
—  I  à  -- 1,  définie  de  la  manière  suivante  :  pour  —  1  £a:'-Io,  on  a  ^{x)  =  o, 
et  pour  o*\:r^ï,  on  a  ^(x)  =  zkXj  k  étant  un  facteur  constant  donné. 
Nous  pouvons  écrire  t]^(a7) -- Â-[a: -h  ,':r|  ].  D'autre  part,  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  —  i  et  -h  i ,  on  a 


x\  —  /i  — (1  —  x'^), 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques    p.  278;  1898. 
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et,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  rr,  le  radical  peut  être  développé  en  série 
uniformément  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  de  (i  —  a?*): 
|a?|,et  par  suite  ^J^C^)»  peut  donc  être  représentée  dans  cet  intervalle»  avec 
telle  approximation  qu'on  voudra,  par  un  polynôme.  Prenons  maintenant 
une  fonction  quelconque  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  imaginons 
cet  intervalle  décomposé  en  n  intervalles  partiels  (ao,  ai),  (ai,  aj),  .... 
(a^-i.   Un),    où    a  =  ao<  «1  <  ^î<«  •  •<  «/f-i<  ûtrt  =  6,    de    façon    que 

l'oscillation  de  f{x)  dans  chacun  de  ces  intervalles  soit  moindre  que  -• 

Soit  L  la  liçne  brisée  obtenue  en  joignant  de  proche  en  proche  les  points 
de  la  courbe  y  t=  f{x)  d'abscisses  ao,  «i,  aj,  ...,  b.  L'ordonnée  d'un 
point  de  cette  ligne  brisée  est  évidemment  une  fonction  continue  de 
l'abscisse  o(ar)  et  la  différence /(ar)  —  cp(j7)  est  en  valeur  absolue  moindre 

que  -•  En  effet,  dans  l'intervalle  (ûji-i.  «ji),  par  exemple,  on  peut  écrire 

/(x)-ç(a.)  =  [/(a:)-/(a(i_,)][i-0]  +  [/(r)-/(a^)]e, 

où  T  —  ajx-i  =  6(a|j. —  aa-i).  Le  facteur  0  étant  positif  et  inférieur  à  l'unité. 

la  différence  y — 9  est  moindre  en  valeur  absolue  que      (i  —  6-f-O)—   -• 

*  9.  '2 

Cette  fonction  «p(j?)  peut  être  décomposée  en  une  somme  de  n  fonctions 

analogues  à  la  fonction  ^{x)  de  tout  à  Thcure.  Soient,  en  effet,  Aq,  Ai, 

As,  ...,  Kn  les  sommets  consécutifs  de  la  ligne  polygonale  L;  ^{x)  est 

égale  à  la  fonction  continue  ^1  représentée  dans  l'intervalle  (a,  b)  par  la 

droite  qui  porte  le  côté  AqAj,  plus  une  fonction  Oi  représentée  par  une 

ligne  polygonale  AJ,  Aj  . ..  AJ,  dont  le  premier  côté  A^AJ  est  sur  l'axe O^; 

01(07)  est  à  son  tour  la  somme  de  deux  fonctions  continues  ^i  et  çt  dont 

la  première,  ^t^  est  nulle  entre  a  et  a\  et  est  représentée  par  la  droite  qui 

porte  A',  A,  entre  a^  et  6,  tandis  que  çx  est  représentée  par  une  ligne 

polygonale  AJA*AJ...A*   dont  les  sommets  AJ,  AJ,  AJ  sont  sur  0:r. 

On  arrive  finalement  à  remplacer  ^{x)  par  une  somme  de  n  fonctions 

cp  =  4*1  -r-  4*»  "^  •••■+■  4'«»  ^^  ^i  ®s^  ""^  fonction  continue  nulle  entre  a  et  a/, 
représentée  par  un  segment  de  droite  entre  a/_i  et  b.  Si  l'on  fait  le  chan- 
gement de  variable  X  =  mx  -+-  /i,  en  choisissant  convenablement  m  et  n, 
'^i  sera  défini  dans  l'intervalle  ( — i,  -hi)  par  l'égalité 

4-,=  *[x  +  |Xi], 

et  par  conséquent  pourra  être  représentée  par  un  polynôme  avec  telle 
approximation  que  l'on  voudra.  Chacune  des  fonctions  ^t  pouvant  être 
représentée  par  un  polynôme  dans  l'intervalle  (a,  b)  avec  une  approxi- 
mation inférieure  à  — >  il  est  clair  que  la  somme  de  ces  polynômes  diffé- 

rera  de/(a:)  de  moins  de  6. 

De  ce  théorème  on  déduit  que  toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  b)  peut  être  représentée  par  une  série  uniformément  con- 
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çergente  de  polynômes  dans  cet  intervalle.  Prenons,  en  effet,  une  suite 
de  nombres  positifs  décroissants  ei,  e^,  ...,  t„,  ...  le  terme  général  tn 
tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  D'après  le  théorème 
précédent,  à  chaque  nombre  e/  de  cette  suite  nous  pouvons  faire  corres- 
pondre un  polynôme  P/(a:)  tel  que  la  différence /(a:)  —  P/(a?)  soit  infé- 
rieure en  valeur  absolue  à  8/  dans  tout  l'intervalle  (a,  b).  Cela  étant,  la 
série 

Pi(^)-+-[Pi(^)-Pi(^)]-+-...-+-[P„(x)-P„_,(ar)] -+-... 

est  convergente  et  a  pour  somme /(ar),  lorsque  x  reste  compris  dans  l'in- 
tervalle (a,  6).  Il  est  clair,  en  effet,  que  la  somme  S»  des  n  premiers  termes 
est  égale  à  P/t(a?);  la  différence  f(x)  —  S„,  qui  est  inférieure  à  e^,  tend 
donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  D'ailleurs,  la  série  est 
uniformément  convergente,  puisqu'en  prenant  n  assez  grand  la  diffé- 
rence/(a?) —  S»  sera  moindre  qu'un  nombre  donné  à  l'avance  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  dans  Tintervalle  (a,  6). 

200.  Fonction  continue  sans  dérivée.  —  Nous  terminerons  ce  Cha- 
pitre en  donnant  un  exemple,  dû  à  Weierstrass,  de  fonction  continue  qui 
n'admet  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Soient  b  une  con- 
stante positive  inférieure  à  l'unité  et  a  un  nombre  entier  impair;  la  fonc- 
tion F(â:),  qui  est  égale  à  la  somme  de  la  série  convergente 

(78)  Y(x)  =  Vô^cosCa^itx). 

est  continue  pour  toute  valeur  de  x,  car  la  série  est  uniformément  con- 
vergente dans  tout  intervalle.  Si  le  produit  ab  est  inférieur  à  un,  il  en 
est  de  même  de  la  série  formée  par  les  dérivées;  la  fonction  Y{x)  admet 
donc  une  dérivée,  qui  est  elle-même  une  fonction  continue.  Nous  allons 
démontrer  qu'il  en  est  tout  autrement  si  le  produit  ab  est  supérieur  à 
une  certaine  limite. 
Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque, 

(79)  .       n£±i)l=l(£)=.R„^S„, 


en  posant 


m-l 


R;n=  -r  ^  6«  jcos[a'*it(a7-f- A)]  —  cos(a'*Tta7)j, 


«  =  o 


S;„=  T  ^  6'»jcos[a'»7:(a:-+-  A)]  -  -  cos(a'*7ca7)j. 


n  =  m 


La  formule  des  accroissements  finis  appliquée  à  la  fonction  cos(a'^Tzx) 
montre  que  la  différence  cos[a'»'7t(a7  -t-  A)]  —  cos(o'*'icir)  est  inférieure  en 
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valeur  absolue  à  Tza^^lh],  La  valeur  absolue  de  Rm  est  donc  inférieure  à 

2                           af'i  hm  —  ï 
a"o^  =  Tt , 

et,  a  fortiori,  à  ir  — ^         .»  si   Ton  suppose  a6>i.  Nous  chercherons 

maintenant  une  limite  inférieure  de  la  valeur  absolue  de  S/»,  en  donnant 
à  Taccroissement  h  une  valeur  particulière.  On  a  toujours 

dm  étant  un  nombre  entier  et  Ç„i  étant  compris  entre et  H — •  Nous 

poserons 

h  =--  ^'-' 
a"» 


h^-  1^'-""^"', 


Cm  étant  égal  à  + 1  ;  il  est  clair  que  h  est  du  même  signe  que  Cmy  et  infé- 

3 
rieur  en  valeur  absolue  à •  Le  nombre  h  étant  choisi  de  cette  façon, 

on  a 

a  étant  impair  et  «,«=±1,   le   produit  a'»-'"(a;„H- C/,,)  est  de   même 
parité  que  a„j-i- 1  et,  par  suite, 

cos[a"T,{x  -h  A)]  ^-  (  — i)«m-+-». 
On  a  aussi 

cos{a''Ttx)  —  cos(a'*-"»a'"7:a:)  =  cos[a«-"»ir(a,rt  -h  J/n)] 
=  cos(a''-'"a,„'i:)  cos(a'*-'"Ç,rt7u); 

a"   '"a,;,  est  de  même  parité  que  a^  et  Ton  a  encore 

co%(a^Tzx)  =  (—  i)^m  cos(a«-"*J,„Tr). 

Nous  pouvons  donc  écrire 

-+-00 

(-•)■ 


'm  ^^  I 


-  2  b'^[i-i~cos(an-f»^„,Tz)\; 


n=.tn 


tous  les  termes  de  la  série  étant  positifs,  la  somme  de  cette  série  est  supé- 
rieure à  son  premier  terme  et,  par  suite,  à  6"»  puisque  Ç,»  est  compris 


entre et  -^     •  Par  suite,  nous  avons 

2  2 

If  m 
Sm  I  >  T,-, 


EXERCICES.  477 

OU  encore,  en  tenant  compte  -de  la  valeur  de  h. 


[S,„i  >  jCaô)"'. 


Supposons  que  l'on  ait 


rAab)"^>     '       \  ; 
6  ao  —  I 

il  suffira  pour  cela  que  l'on  ait 

Sir 
(8o)  aô  >  IH , 

et  la  relation  (79)  prouve  que  Ton  aura  alors 


371 


3  au  —  I 

Lorsque  le  nombre  entier  m  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même 

de  cette  expression,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  h  tend  vers  zéro.  11  est 

donc  possible,  quelque  petit  que  soit  un  nombre  t,  de  trouver  un  accrois- 

F(x  -{-h) F(x) 

sèment  h  inférieur  à  e  en  valeur  absolue  et  tel  que  — ^^ J- ^ — 

h 

soit  supérieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  donné  à  l'avance.  La  fonc- 
tion F(â7)  n'a  donc  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  Xy  pourvu  que  la 
relation  (80)  soit  vérifiée. 


EXERCICES. 

i.  Appliquer  la  formule  de  Lagrange  au  développement,  suivant  les 
puissances  de  a?,  de  la  racine  de  l'équation  y^=  ay  -\-  x  qui  est  égale  à  a 
pour  a?  =  o. 

2.  Même  problème  pour  l'équation  y  —  a-r-  xy"*-^^  —  o. 
Application  à  l'équation  du  second  degré  a  —  bx  -^  cx^  =  o. 

Développer,  suivant  les  puissances  de  c,  la  racine  qui  tend  vers  j  lorsque 

c  tend  vers  zéro. 

3.  Établir  la  formule  « 

Iog(i-+-ar)       _      /.  .    >\^,  .   /.   .    ï 


X 


X 
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4.  Si  X  esl  plus  grand  que ,  on  a 

X  __        ^  '  /       ^      \*         ''^  /       ^      \* 

5.  Si  la? I  <  I,  on  a 

^    I         IX  I       /      227      \«  1.3      /       'XX      \^ 

~2i-i-ic*        2.4\i-hJ:-/        2.4-6  \iH- a?*/ 
Quelle  est  la  somme  de  la  série  lorsque  |a:|  >  i? 

6.  Démontrer  la  formule 

a"  L        a-*rx  1.2       \a-\-x/ 

n(n  —  \)(n  —  2)/      x     \'  "| 

1.2.3  \a-^  x)       •  •  -J- 

7.  Les  déterminations  de  sinma?  et  de  cosmar,  qui  se  réduisent  à  o  et 
à  I  lorsque  9>\iïx  est  nul,  sont  développables  en  série  suivant  les  puis- 
sances de  sino: 

[m*  —  1    .  ,          (/w*  — i)(/n« — 9)    .   ^  "1 

smar -sm'o^H-   — ^— ,— i.    -     sin«x — ...L 
1.2.3  1.2.3.4-5  J 

m*     .   ,  /n»(/n2— 4)    .    , 

cos/?ia?=i sm*a?-i--    -—  —  sin^a?  — .... 

1.2  1.2.3.4 

On  se  sert  de  Téquation  diiïérentielle 

.  ,.  d^u  du  , 

(i— V*)-    r — y-, — hm*tt  =  o, 

qui   est   vérifiée  par  cosma:   et  sinm-ar,   considérés  comme  fonctions  de 

y  =  sina7. 

8.  Déduire  des  formules  précédentes  les  développements  de 

cos(n  arc  cosj:),     sin(/i  arc  cosar). 


CHAPITRE  X. 

COURBES  PLANES. 


Les  courbes  et  les  surfaces  que  Ton  étudie  dans  la  Géométrie 
proprement  dite  sont  des  courbes  et  des  surfaces  analj^liques. 
Cependant  l'existence  des  éléments  géométriques  que  nous  allons 
définir  suppose  seulement  l'existence  des  dérivées  jusqu'à  celles 
d'un  certain  ordre.  Ainsi,  une  courbe  plane  représentée  par 
l'équation  y::^f{^x)  a  une  tangente  si  la  fonction  f{x)  a  une 
dérivée  /'(^),  un  rayon  de  courbure  si  f'{x)  a  elle-même  une 
dérivée /''(a:),  et  ainsi  de  suite. 

1.  -  COURBES  ENVELOPPES. 

SOI.  Recherche  des  enveloppes.  —  Étant  donnée  l'équation 
d'une  courbe  plane  C 

dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a,  cette  courbe  varie  en 
général  d'une  manière  continue,  de  forme  et  de  position,  quand 
on  fait  varier  ce  paramètre.  Si  toutes  ces  courbes  C  restent  tan- 
gentes à  une  courbe  déterminée  Ë,  cette  courbe  E  s'appellu 
V enveloppe  des  courbes  C,  qui  sont  dites  les  enveloppées.  Les 
courbes  C  étant  données,  nous  nous  proposons  de  reconnaître  si 
elles  admettent  une  enveloppe  et  de  la  déterminer. 

L'existence  de  cette  enveloppe  E  étant  admise,  soient  (a:,  y) 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  la  courbe  E  avec  la 
courbe  enveloppée  C  qui  correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre. 
Ces  coordonnées  x,  y  sont  des  fonctions  inconnues  du  para- 
mètre a,  qui  satisfont  à  l'équation  (i).  Pour  achever  de  les  déter- 
miner, il  nous  faut  exprimer  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  M  quand  a  varie  coïncide  avec   la  tangente  à  la 
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courbe  G.  Désignons  par  ùx  et  ùy  les  paramètres  directeurs  de 
la  tangente  à  la  courbe  enveloppée,  par  -j-  et  -~  les  dérivées  des 
fonctions  inconnues  a:=:cp(a),  j/r=  •]/(«);  il  faudra  que  l'on  ait 

dx  dy 

,    ^  da  da 


ox  oy 


Or  la  courbe  G  étant  représentée  par  Féquation  (i),  où  a  a  une 
valeur  constante,  on  a  la  relation 

(3)  g8^+^^8^=.o, 

qui  détermine  la  tangente  à  cette  courbe.  D'autre  part,  les  fonc- 
tions inconnues  x  =  'f  («)>  y  =  ^(^)  vérifient  aussi  Téquation 

où  a  désigne  maintenant  la  variable  indépendante,  et,  par  suite, 
on  a  aussi 

âx  da       dy  da        da 

L'équation  de  condition  (2)  devient,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3)  et  (4), 

cette  équation,  jointe  à  la  relation  (i),  détermine  les  deux  fonc- 
tions inconnues  x  =  ?(«)>  y  =  ^(^)'  On  obtiendra  donc  r équa- 
tion de  l^ enveloppe,  si  elle  existe,  en  éliminant  le  paramètre  a 

entre  les  deux  équations  f^^  o,  %  -  =  o. 

Soit  R(^,  y)^=o\e  résultat  de  l'élimination;  nous  allons  exa- 
miner si  cette  courbe  représente  bien  une  enveloppe.  Soient  G© 
la  courbe  particulière  correspondant  à  la  valeur  a^  du  paramètre, 
et  [xq^  yo)  les  coordonnées  d'un  point  d'intersection  Mo  des  deux 
courbes 

les  équations  (i)  et  (5)   définissent  deux  fonctions  x  =  f{a^^ 
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^=  ^{a),  qui  se  réduisenl  respectivement  à  a;o,^o  pour  a  =  a^y 
et  l'on  a  évidemment,  pour  a  =  «o? 

dxo\da/o      àyQ\da/o        ' 

cette  relation,  rapprochée  de  la  relation  (3),  nous  montre  qu'ait 
point  (xq^  yo)  la  tangente  à  la  courbe  Co  coïncide  avec  la  tangente 
à  la  courbe  décrite  par  le  point  (x^  y)^  à  moins  que  l'on  n'ait  à  la 

fois  j—  =o,  -T^  =0,  c'est-à-dire  à  moins  que  le  point  (xo,  y^) 

ne  soit  un  point  singulier  de  la  courbe  Gq.  L^ éq nation  K(Xf  y)  =  0 
représente  donc,  soit  l'enveloppe  des  courbes  G,  soit  un  lieu  de 
points  singuliers  de  ces  courbes. 

On  peut  compléter  ce  résultat.  Si  chacune  des  courbes  G  pos- 
sède un  ou  plusieurs  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  sin- 
guliers fait  certainement  partie  de  la  courbe  K^x^y)  =  o.  Soient 
en  effet  (x,  jk)  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  singuliers; 
X  et  y  sont  des  fonctions  de  a  qui  vérifient  à  la  fois  les  trois  rela- 
tions 

àf  àf 

/(r,7,a)  =  o,         -=o,         ^=0, 

et  par  suite  aussi  la  relation  ^  =0;  x  et  ^  satisfont  donc  à 

l'équalion  R  =  o  que  l'on  obtient  en  éliminant  a  entre  les  deux 

relations  /=  o  et  ^  =  o.  Dans  le  cas  le  plus  général,  la  courbe 

R(a:,  jk)  =  o  se  compose  de  deux  parties  analjliquement  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  l'enveloppe  proprement  dite,  tandis  que 
l'autre  est  le  lieu  des  points  singuliers. 

Exemple.  —  Soit/(:c,  ^,  a)=y^ — y^-^{^  —  ay=o;  on 

a  ■/-  =  —  2.(x  —  a),  et  en  éliminant  aentre /*=  o  et  ,-  =  o,  on  est 
da  ^  ^  ''va 

conduit  à  l'équation^* — y2_.Q^  quj  représente  les  trois  lignes 
droites  ^^=0,  ^=4-1?  ^==  — 1«  ^es  courbes  considérées  se 
déduisent  de  la  courbe^* — ^2_^^2— -q  en  la  faisant  glisser 
parallèlement  à  Ox\  or,  cette  courbe  a  un  point  double  à  l'ori- 
gine, et  elle  est  tangente  aux  deux  droites  ^=  zh  i,  aux  points  de 
rencontre  avec  l'axe  dcsj^.  La  droite  ^  =  0  est  donc  un  lieu  de 
G.  '  3i 
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points  doubles,  tandis  que  les  deux  droites  ^=±1  constituent 
J'enveloppe  proprement  dite. 

202.  Lorsque  la  courbe  C  a  une  enveloppe  E,  les  points  de 
contact  de  la  courbe  C  avec  son  enveloppe  sont  les  positions 
limites  des  points  d^ intersection  de  cette  courbe  avec  une 
courbe  infiniment  voisine  de  la  même  famille.  Soient,  en  effet, 

(7)  /(a^,  r>û)  =  o>      /(^,ri  «^-^0  =  o, 

les  équations  des  deux  courbes  voisines;  le  système  (7)  qui  déter- 
mine les  coordonnées  des  points  communs  peut  évidemment  être 
remplacé  par  le  système  équivalent 

dont  la  dernière  équation  se  réduit  k  j-  =  o,  lorsque  h  tend  vers 

zéro,  c'est-à-dire  lorsque  la  seconde  courbe  se  rapproche  indéfini- 
ment de  la  première.  Celte  propriété  est  du  reste  à  peu  près  évi- 
dente géométriquement  ;  on  voit,  en  effet,  sur  Id^fig.  87  (a)  que 

Fig.  37  a.  Fig.  87  b. 


deux  courbes  voisines  C,  C  ont  un  point  d'intersection  N  qui  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  de  contact  M  lorsque  la  seconde 
courbe  G'  vient  se  confondre  avec  G.  On  voit  de  même  sur  la 
fig,  87  (6)  que,  lorsque  les  courbes  (i)  ont  un  point  double,  un 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  voisines  C,  G'  vient  se 
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confondre  avec  le  point  double  quand  la  courbe  C  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  courbe  C. 

La  remarque  précédente  explique  bien  pourquoi  Ton  doit 
trouver  le  lieu  des  points  singuliers  en  même  temps  que  l'enve- 
loppe. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x^  y^  a)  soit  un 
polynôme  de  degré  m  en  a.  Pour  un  point  M©  pris  au  hasard  dans 
le  plan,  de  coordonnées  (^o»  J'o)?  l'équation 

(8)  /(^o,ro,  «)  =  o 

admet  en  général  m  racines  distinctes;  il  passe  donc  par  ce  point 

m  courbes  différentes  de  la  famille  considérée.  Mais  si  le  point  Mo 
appartient  à  la  courbe  R(^,  y )  =  o,  on  a  à  la  fois 

df 

et  l'équation  (8)  a  une  racine  double.  On  peut  donc  dire  que  la 
courbe  R(x, y)  =  o  est  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels 
deux  des  courbes  de  la  famille  (i)  qui  y  passent  sont  venues  se 
confondre.  Or  les  fig,  87  (a)  et  3^  (fe)  montrent  précisément  que 
lorsqu'un  point  se  rapproche  indéfiniment,  soit  d'un  point  de 
l'enveloppe,  soit  d'un  point  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points 
singuliers,  deux  des  courbes  C  qui  passent  par  ce  point  diffièrent 
très  peu  l'une  de  l'autre  et  viennent  se  confondre  à  la  limite. 

Remarque.  —  Il  arrive  fréquemment  que  l'on  a  à  chercher 
l'enveloppe  d'une  courbe 

(9)  F(a:,^,  a,  ô)  =  o, 

dont  l'équation  renferme  deux  paramètres  variables  a  et  6,  liés 
par  une  relation  (p(a,  è)  =  o.  Ce  cas  n'est  pas  distinct  du  cas 
général,  car  on  peut  considérer  b  comme  une  fonction  de  a  définie 
par  la  relation  cp  =  o.  D'après  la  règle  établie,  il  faut  joindre  à 
l'équation  (9)  celle  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
du  premier  membre  par  rapport  au  paramètre  a 

dF       dFdb_^ 
da        db  da  ^    ' 

mais  de  la  relation  ç(a,  è)  =  o  on  tire 

d^       dto  db 

da       db  da         ' 
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db 


et  la  formule  précédente  devient,  en  éliminant  -7-» 


da 


(10) 


dF  <^cp  __  c^F  dj  _ 
da  db        dû  da  ~" 


On  obtiendra  donc  l'équation  de  Tenveloppe  en  éliminant  a  et  6 
entre  les  équations  F  =  o,  (p  =  o,  et  l'équation  précédente  (10). 

203.  Enveloppe  d'une  droite.  —  Prenons  l'équation  d'une  droite  D 
sous  la  forme  normale 


(«•) 


arcosa+^sina — /(a)  =  o, 


le  paramètre  variable  étant  l'angle  a.  En  prenant  la  dérivée  par  rapport 
à  ce  paramètre,  il  vient 


(12) 


—  .r  si n a  -+-y  cos a  — f\'^)  =0, 


et  l'on  tire  des  deu\  équations  (11)  et  (12)  les  coordonnées  du  point  de 


contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe 


(.3) 


X  =/(a)  cosa  — /'{ol)  sina, 
y  —/{ol)  sina  -h /'(a)  cosa. 


II  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  à  la  courbe  E  décrite  par  ce 
point  {Xfjr)  est  la  droite  D;  on  tire  eu  effet  des  équations  (i3) 


(i4) 


û^a?  =  —  [ /( a)  + /'(  a)]  sin a  e/a, 
4r=       l/(«)-+-/"(3t)]cosaûra, 
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et  par  suite 

dy 

—,~=  —  cota, 

a.r 

ce  qui  est  précisément  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  D.  Des  équa- 
tions (i4))  on  tire  aussi,  en  appelant  s  Tare  de  la  courbe  enveloppe, 

ds  =  \/dx^  -\-  dy^  =  d=  [/(a)  +/'(«)]  efx, 
et,  par  conséquent, 


5 


il  suffira  donc,  pour  avoir  une  courbe  rectifiable,  de  prendre  pour /(a)  la 
dérivée  d'une  fonction  connue  (*). 

Prenons,  par  exemple,  /(a)  = /sinacosa;  en  faisant  successive- 
ment^ =  o,  et  j?  =  o  dans  l'équation  (i i),  il  vient  {fig*  38)  OA  =  / sina. 
OB  =  /cosQc,  et  par  suite  AB  =  /.  La  courbe  cherchée  est  donc  l'enve- 
loppe d'une  droite  de  longueur  constante  /,  dont  les  extrémités  décrivent 
deux  droites  rectangulaires.  Les  formules  (i3)  deviennent  ici 

a:  =  /sin'a,        ^=/cos'a, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  est 


(î)"-a)'-^ 


c'est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  qui  a  la  forme  indiquée 
•   sur  la  figure.  Lorsque  a  varie  de  o  à  -  y  le  point  de  contact  décrit  Tare  DC. 
La  longueur.de  l'arc,  compté  à  partir  de  D,  a  pour  expression 


-i 


*        .  3/ 

3/sinacosa  rfa  =  —  sin'a. 

0 


Soient  I  le  sommet  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB,  et  M  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  AB.  Les  triangles  AMI,  APM 


(')  Dans  la  formule  qui  donne  Tare 

toutes  les  quantités  qui  figurent  au  second  membre  ont  une  signification  géomé- 
trique :  a  est  l'angle  que  fait  avec  Oj;  la  perpendiculaire  ON  menée  de  l'origine 
sur  la  droite  mobile,  /(a)  est  la  dislance  ON  de  l'origine  à  cette  droite,  /'(a) 
est,  au  signe  près,  la  distance  MN  du  point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec 
son  enveloppe  au  pied  N  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine.  On  appelle 
quelquefois  cette  formule  de  rectification  la  formule  de  Legendre. 
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donnent  successivement 

AM  =  AI  cosa  =  /  cos'a,        AP  =  AM  sin a  =  /  cos'a  sina, 

et  par  suite  OP  =  OA  —  AP  =  /sin»a,  de  sorte  que  le  point  M  est  le 
point  de  contact  de  la  droite  AB  avec  son  enveloppe.  On  a  ensuite 

BM  =  /  — AM  =  /sin«a, 

3 
et  par  conséquent  arc  DM  =  -  DM. 

204.  Enveloppe  d'un  cercle.  —  Soit 

(i5)  (a;  — a)«-h(7— ^>)2— p2  =  o 

réquation  d'un  cercle,  a,  6,  p  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  va- 
riable t.  Les  points  de  contact  de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  sont  à 
l'intersection  du  cercle  avec  la  droite 

(i6)  (x  —  a)a' -^  (y  —  b)b' -h  pp'=o, 

qui   est  perpendiculaire   à   la   tangente   à   la  courbe   G   décrite   par    le 

dp 
centre  (a,  b)  du  cercle,  et  dont  la  distance   au  centre  est  égale  à  p  -^, 

s  étant  l'arc  de  la  courbe  C.  Celte  droite  coupe  le  cercle  en  deux  points 
N,  N',  symétriques  par  rapport  à  la  tangente  MT;  l'enveloppe  se  compose 

FIg.  39. 


donc  de  deux  branches  Ë,  E',  qui  ne  sont  pas  en  général  analytiquement 
distinctes.  Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 

I*  Si  p  est  constant,  la  corde  des  contacts  NN'  se  réduit  à  la  normale  PP', 
et  l'enveloppe  se  compose  des  deux  courbes  parallèles  Ci,  Ci,  obtenues 
en  portant  sur  la  normale  à  la  courbe  G,  de  part  et  d'autre  du  point  M, 
la  longueur  constante  p. 
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a**  Si  p  =  5-f-  G,  on  a  p  -^-  =  p;  la  corde  NN'  se  réduit  à  la  tangente  aji 

cercle  au  point  Q.  Les  deux  branches  de  l'enveloppe  sont  confondues,  et 
cette  enveloppe  F  admet  pour  normales  les  tangentes  à  la  courbe  G;  on 
dit  que  G  est  la  développée  de  F,  et  inversement  F  est  une  développante 
de  G  (voir  n"  206). 

Lorsque  </p  >  ds^  la  droite  (i4)  ne  coupe  plus  le  cercle,  et  Fenveloppe 
est  imaginaire. 

Caustiques  secondaires,  —  Supposons  que  le  rayon  du  cercle  variable 
soit  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  fixe  O.  Si  Ton  prend 
ce  pojnt  fi\e  pour  origine,  l'équation  du  cercle  est 

{x  _ a)«-i-  (7—  ^)«=  A-ï(a^--h  6»), 

k  étant  un  facteur  constant,  et  la  corde  des  contacts  a  pour  équation 

{x  —  a)a' ^  (y  —  b)b' -\~  k^{aa' -^  bb')  =  o. 

Soient  S  et  S'  les  distances  du  centre  M  (a,  ^)  du  cercle  à  la  corde  des 
contacts  et  à  la  parallèle  menée  par  l'origine;  on  tire  de  l'équation  pré- 
cédente 8  =  A:* 8'.  On  obtiendra  donc  la  corde  des  contacts  en  prenant  sur 
le  rayon  MO  un  point  P  tel  que  MP  =  X'^MO  et  abaissant  du  point  P  une 
perpendiculaire  sur  la  tangente  au  lieu  du  centre.  Supposons  A:<i,  et 
soit  E  la  branche  de  l'enveloppe  du  cercle  qui  est  située" du  même  côté 


Fig.  4o. 


que  le  point  O  par  rapport  à  la  tangente  à  la  courbe  G.  Appelons  i  et  r  les 
angles  que  font  avec  la  normale  MI  les  droites  MO  et  MN;  on  a  {fig-^o) 


.     .       Mût 


sinr  = 


Mp 
MN 


sin t        ^^9  _  ^'Q  _  ' 
'^^  ~"  Mjï  "'  MP  ■"  X' 


Gela  posé,  imaginons  que  le  point  0  soit  un  foyer  lumineux,  et  que  la 
coarbe  G  soit  la  limite  de  séparation  entre  le  milieu  où  est  le  point  0  et 
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un  nouveau  milieu  dont  l'indice  de  refraction  par  rapport  au  premier  soit 

égal  à  V  •  Après  la  réfraction,  le  rayon  incident  OM  se  change  en  un  rayon 

réfracté  MR  qui,  d'après  la  loi  de  la  réfraction,  est  précisément  le  prolon- 
gement de  NM.  Tous  les  rayons  réfractés  MR  sont  donc  normaux  à  Ten- 
veloppe  É,  qu'on  appelle  la  caustique  secondaire  par  réfraction.  La 
caustique  proprement  dite,  enveloppe  des  rayons  réfractés,  est  la  déve- 
loppée de  la  caustique  secondaire. 

La  seconde  branche  de  l'enveloppe  E'  n*a  évidemment  aucun  sens 
physique;  elle  correspondrait  à  un  indice  de  réfraction  négatif.  Si  Ton 
suppose  X:  =  i,  l'enveloppe  E  se  réduit  au  point  O  lui-même,  tandis  que 
l'enveloppe  E'est  le  lieu  des  symétriques  du  point  O  par  rapport  au'»  tan- 
gentes de  la  courbe  C.  Cette  courbe  est  aussi  la  caustique  secondaire  yjar 
réflexion  pour  les  rayons  lumineux  issus  du  point  O  se  réfléchissant  sur 
la  courbe  G.  On  démontrera  de  la  môme  façon  que,  si  de  chaque  point 
d'une  courbe  C  comme  centre  on  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  du  centre  à  une  droite  fixe,  on  obtient  pour  enve- 
loppes les  caustiques  secondaires  relativement  aux  rayons  lumineux  issu» 
d'un  foyer  à  l'infini. 

il.  -  COURBURE. 

205.  Rayon  de  courbure.  —  D'après  Tidée  vulgaire  de  la  cour- 
bure, on  considère  la  courbure  d'une  courbe  comme  d^autant 
plus  prononcée  qu'elle  s'écarte  plus  vite  de  sa  tangente.  Pour 
passer  de  cette  notion  un  peu  vague  à  une  définition  précise, 
considérons  d'abord  un  cercle.  Sa  courbure  augmente  quand  Je 
rayon  diminue;  il  est  donc  naturel  de  choisir  pour  mesure  de  sa 
courbure   la   fonction   du   rayon   la   plus   simple,    qui   augmente 

quand  le  rayon  diminue,  c'est-à-dire  l'inverse  du  rayon  -jr-  Soit, 

sur  un  cercle  de  rayon  R,  un  arc  AB  correspondant  à  un  angle 
au  centre  w;  l'angle  dos  deux  tangentes  aux  extrémités  A.  et  B  a 
aussi  pour  valeur  to,  et  la  longueur  de  l'arc  AB  a  pour  va- 
leur s  =  Ro).  La  courbure  du  cercle  est  donc  aussi  mesurée  par 

le  quotient  -•  Or  cette  nouvelle  définition  peut  s'étendre  à  un  arc 

de  courbe  plane  quelconque.  Soient  AB  un  arc  de  courbe  plane 
sans  point  d'inflexion,  et  o)  l'angle  que  font  les  directions  des 
tangentes  aux  deux  extrémités,  ces  directions  correspondant  à  un 
sens  de  parcours  déterminé,  par  exemple  le  sens  de  parcours  de  A 
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vers  B;  le  quotient       .  p  est  ce  qu'on  appelle  la  courbure  moyenne 

de  l'arc  AB.  Lorsque  le  point  B  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  A,  ce  quotient  tend  en  général  vers  une  limite  qu'on  appelle 
la  courbure  au  point  A.  Le  rayon  de  courbure  est  le  rajon  d'un 


^/ 


Fig.  4i. 


JC 


cercle  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe  donnée  au  point  A, 
51  est  donc  égal  à  l'inverse  de  la  courbure.  Soient  s  l'arc  de  la 
courbe  compté  à  partii:  d'un  point  fixe,  a  l'angle  que  fait  la  direc- 
tion de  la  tangente  avec  une  direction  fixe,  l'axe  Ox  par  exemple. 
Il  est  clair  que  la  courbure  moyenne  de  l'arc  AB  est  égale  à  la 

valeur  absolue  du  quotient  —-;  on  a  donc,  pour  valeur  du  rajon  de 
courbure  R, 

Ax  aa 

Supposons  l'équation  de  la  courbe  proposée  résolue  par  rapport 
à^,  soit  j'  z=f{^x)\  on  a 


CL  =  arc  tangj^',        di.  =  -^z^.i 


ds  =  /i  -hy'^  dxt 


et  par  conséquent 
(17) 


_   .   (i-^y*)* 


R  =  ± 


Le  rayon  de  courbure  étant  une  quantité  essentiellement  posi- 
tive, le  signe  ±:  indique  qu'il  faut  prendre  la  valeur  absolue. 
Imaginons  que  sur  la  normale  à  la  courbe  on  porte,  à  partir  du 
point  A  et  dans  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur 
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égale  au  rayon  de  coiirljnre;  le  point  I  ainsi  oblenu  esl  le  centre 
de  courbure^  et  le  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  R,  est  le  cercle  de  courbure.  Soient  {Xi^  y^)  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure;  ces  coordonnées  satisfont 
aux  deux  relations 

(x,  -  a?)  -f-  (^,  —y)y  =  o,        (xi  —  x)^-^{yi  -^)«  =  ^^ — -i^ , 

qui  expriment  que  ce  point  est  sur  la  normale  et  à  une  dislance 
du  point  A  égale  à  R.  On  tire  de  ces  deux  équations,  en  élimi- 
nant Xi, 

pour  savoir  le  signe  que  l'on  doit  prendre,  remarquons  que,  si  j" 
est  positif,  comme  dans  le  cas  de  la  y?^.  4'?  J^i — y  ^^it  être 
positif,  et  il  faut  prendre  le  signe  +.  Si  y^  était  négatif,  on  ver- 
rait de  même  que  yi  — y  est  négatif,  et  il  faut  encore  prendre  le 
signe  +.  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  par  suite 
données  par  les  formules 

Lorsque  les  coordonnées  {Xy  y)  d'un  point  de  la  courbe  sont 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  variable  <,  on  a  (n°  33) 

dy  _       djc  d^  y  —  dy  d^x 

-^       dx  -^  dx^ 

et  les  formules  (17)  et  (18)  deviennent 

p  _ -u      (dx'*'-{-dy^)'^  ^  dx{dx^-\-dy^) 

,     ,  '  dxd'^y  —  dyd^x'        ^^      ^^  '  dxd^y  —  dyd'^x' 

(«9).     \  J         J  J         J 

dy  (  dx^  -h  dy^  ) 
Xx  —  X  =  — 


dx  d-y  —  dy  d'^x 


En  un  point  d'inflexion,  j^'=  o,  et  le  rayon  de  courbure   esl 
infini.  En  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  j^  peut 

se  développer  suivant  les  puissances  de  a?^,  commençant  par  un 
terme  en  x]  y  di  une  valeur  finie,  tandis  que  y  est  infini  :  le  rayon 
de  courbure  est  nul. 


i 
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Remarque.  —  Lorsque  les  coordonnées  sont  exprimées  en   fonction  de 
l'arc  de  la  courbe  pris  pour  variable  indépendante 

les  fonctions  o  et  <|/  satisfont  à  la  relation 

puisque  Ton  a  €lx^-hdy^=  ds^,  et  par  suite  aussi  à  la  relation 

«p'^p'-h  <{^'<}^'=  o. 
On  déduit  de  là,  en  les  résolvant  par  rapport  à  o'  et  <{/', 

où  e  =  =b  I,  et  la  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  prend  la  forme 
élégante 

206.  Développées.  —  Le  centre  de  courbure  en  chaque  point 
est  la  position  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  la 
normale  infiniment  voisine.  Écrivons,  en  effet,  Téqualion  de  la 
normale 

x_x-h(Y-j)y.-..o, 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  courantes;  pour  avoir  le  point  de 
rencontre  avec  la  normale  infiniment  voisine,  il  faut  joindre  à 
cette  équation  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  au  para- 
mètre variable  x,  c'esl-à-dire 

La  valeur  de  Y  que  Ton  en  déduit  est  précisément  Tordonnée 
du  centre  de  courbure,  ce  qui  démontre  la  proposition.  Il  suit  de 
là  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane  n'est 
autre  que  l'enveloppe  des  normales  ou  développée  de  celte  courbe. 

Pour  étudier  de  plus  près  les  relations  d'une  courbe  avec  sa 
développée,  nous  expliquerons  d'abord  quelques  conventions. 
Sur  une  courbe  plane  comptons  l'arc  à  partir  d'un  point  fixe 
choisi  pour  origine  dans  un  sens  déterminé,  et  soit  a  l'angle  que 
ftiit  avec  Ox  la  direction  de  la  tangente  menée  dans  le  sens  des 
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arcs  croîssanls.  De  la  formule  tanga  =  itjKS  on  dédiiil 

I  ,    ffx 

cosa  —  zh  —-= —  =  _b  -,-  : 

on  doit  prendre  le  signe  +  dans  le  second  membre,  car,  si  x  et  s 
croissent  en  même  temps^  Tangle  a  est  aigu,  tandis  qu'il  est  obtus 
si  a:  et  5  varient  en  sens  contraire  (n**  81).  On  a  de  même,  en 

désignant  par  p  l'angle  de  Oy  avec  la  tangente,  cos^  =  ^,  et  ces 
formules  peuvent  encore  s'écrire 

dop  dv 

cosa=-,->         sina=-^> 
ds  ds 

l'angle  a  étant  compté  comme  en  Trigonométrie.  Observons  encore 
que,  sur  un  arc  n'offrant  pas  de  point  d'inflexion,  on  peut  choisir 

lin  sens  de  parcours  tel  que  s  et  a  varient  dans  le  même  sens,  de 

ds 
façon  que  Ton  ait  R=-^-«  Lorsqu'il  en   est  ainsi,  la  direction 

du  segment  ayant  pour  origine  le  point  de  la  courbe  et  pour 
extrémilé  le  centre  de  courbure  fait  (comme  il  est  aisé  de  s'en 
assurer,  en  examinant  les  deux  cas  possibles  pour  la  figure)  un 

angle  a,  =  a  H —  avec  l'axe  des  x.  Les  coordonnées  {xi^  yCj  du 

centre  de  courbure  sont  alors  données  par  les  formules 

iTi  =  a?  -h  R  cos(a  -\-  ~\  =  x  —  R  sina, 

j',  s=y  -f-  R  sin  f  a-H  -   j  =^  -i-  R  cosa; 

d'où  Ton  déduit 

dxi  =  cosa  ds  —  U  cosa  rfa  —  sina  ^R  r=  —  sina  dK. 
dyi  =  sina  6/5  —  R  sina  doL  -h  cosa  dK  =       cosaefR. 

On  tire  d'abord  de  ces  formules  -—^  =  —  cota,  ce  qui  prouve  qnc 

la  tangente  à  la  développée  est  la  normale  à  la  courbe  proposée, 
comme  on  l'a  démontré  directement.  On  a  ensuite  la  relation 

ds\=  dx]^dj\  =  dR^y 

ou  ds^=.  drrfR.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  lorsqu'on 
se  déplace  sur  la  courbe  G  de  M|  en  M 2,  le  rayon  de  courbure  aille 
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conslamment  en  croissant,  et  comptons  l'arc  de  la  développée  de 
façon  qu'il  aille  en  croissant  avec  R.  La  formule  précédente  donne 
dsi  =  rfR,  on  en  tire  5i  =  R  +  G  et,  par  suite,  arc  I,  I2  =  Ro  —  R,  ; 
rare  de  la  développée  est  donc  égal  à  la  différence  des  rayons 
de  courbure  de  la  courbe  (C)  correspondant  aux  deux  extré- 
mités. 

Cette  propriété  fournit  un  moyen  mécanique  pour  décrire  d'un 
trait  continu  la  développante  (C)  connaissant  la  développée  (D). 
Imaginons,  en  effet,  qu'un  fil  soit  enroulé  sur  la  développée  (D)  à 
partir  d'un  point  arbitraire  A  et  s'en  détache  au  point  Ij  pour 


suivre  la  tangente  I2M2;  il  suffira  de  couper  le  fil  en  Ma  et  de 
l'enrouler  sur  la  développée  en  le  maintenant  toujours  tendu  : 
l'extrémité  décrira  la  développante  (C). 

Cette  construction  peut  encore  s'énoncer  comme  il  suit  :  Soit  s 
l'arc  AI  de  la  développée;  sur  chaque  tangente  à  la  développée 
on  porte  une  longueur  IM  =  /,  telle  que  /  4-  ^  =  const.  En  faisant 
varier  cette  constante,  on  obtient  une  infinité  de  développantes 
qui  se  déduisent  toutes  de  l'une  d'elles  en  portant  sur  la  normale 
une  longueur  constante  arbitraire. 

Du  reste,  ces  propriétés  se  déduisent  très  aisément  de  la  for- 
mule générale  qui  donne  la  différentielle  de  la  longueur  d'un  seg- 
ment (n«  82) 

dl  =  —  dii  cos  Wi  —  d<Jx  cos  tOi  ; 

si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  décrite  par  Tune  de  ses  extré- 
mités et  normale  à  la  courbe  décrite  par  l'autre  extrémité,  on  peut 
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prendre  w^  =  ir,  0)2=  ->  ce  qui  donne  dl —  rfo-,  =  o.  Si  la  droite 

est  normale  à  l'une  des  deux  courbes,  et  la  longueur  /  constante, 
on  a  rf/=  o,  cos<i>,  =  o,  et  par  suite  cosci>2=  o. 

L'énoncé  précédent,  relatif  à  l'arc  de  la  développée,  suppose 
essentiellement  que  le  rayon  de  courbure  varie  dans  le  même  sens 
entre  les  deux  extrémités.  Dans  le  cas  contraire,  l'énoncé  doit 
être  modifié;  remarquons  d'abord  que  si,  en  un  point,  le  rayon 
de  courbure  est  maximum  ou  minimum,  on  a  rfR  =  o,  et  par  suite 


dx^  =  dy^  =  o  ;  la  développée  présente  donc  un  point  de  rebrous- 
sement.  Supposons,  par  exemple,  que  le  rayon  de  courbure  soit 
maximum  pour  le  point  M;  on  a 


et  par  suite 


arcFI,  =  IM  — I,M,, 
arcCIî  =  IM  —  IiMj, 

arcl,II,=  2lM  — I,Mi-  IjMj. 


La  différence  I<Mi  —  I2M2  représente  la  différence  des  deux 
arcs  Ilf,  II2  et  non  leur  somme. 

207.  Cycloïde-  —  La  cycloïde  est  la  courbe  décrite  par  un  point  d'une 
circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe.  Prenons  pour  axe 
des  X  la  droite  fixe,  pour  origine  le  point  de  cette  droite  où  la  circonfé- 
rence lui  est  tangente  au  début  du  mouvement,  etpour  axe  des^  la  droite 
perpendiculaire.  Lorsque  la  circonférence  mobile  est  tangente  en  I,  le 
point  de  cette  circonférence  qui  était  d'abord  en  O  est  venu  en  M,  et  l'on 
a  arc  IM  =  OL  Prenons  pour  variable  indépendante  Tangle  ^  que  fait  le 
rayon  CM  avec  CI;  on  a,  pour  les  coordonnées  du  point  M  (voir^^.  44)? 
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P  et  Q  étant  les  projections  du  point  M  sur  01  et  IT, 
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X  =  01  —  IP  =  R<p  —  R  sin<p,        ^  =  MP  =  IG  -h  GQ  =  R  —  R  cosç, 

et  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  formules  sont  exactes,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  l'angle  cp.  Après  un  tour  complet,  le  point  décrivant  a  décrit 


Fig.  44. 
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Tare  OBOi,  et,  si  le  mouvement  se  continuait  indéfiniment,  on  aurait  une 
infinité  d'arcs  égaux  à  celui-là. 
Des  formules  précédentes  on  tire 

ar  =  R(o  —  sin<p),         <ia?  =  R(i  —  cosç)cfcp,         rf'jr  =  R  sincp  c/cp*, 
j^=R(i — cos^p),        c(^  =  Rsinçcf©,  /i*^  =  R  cos çp  c?«p* ; 

le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  peut  s'écrire 

dy  sinç  o 

ax       I  —  cosjp  a 

ce  qui  montre  que  la  tangente  en  M  est  précisément  la  droite  MT,  car, 
dans  le  triangle  isoscèle  MTG,  l'angle  en  T  est  la  moitié  de  l'angle  exté- 
rieur MGI  =  cp.  La  normale  en  M  est  donc  la  droite  MI  qui  joint  le  point  M 
au  point  de  contact  du  cercle  avec  la  droite  fixe. 
Pour  avoir  l'arc  de  la  cycloïde,  nous  avons  la  formule 

ds^=:  R«rf<p«[sin«<p-f-(i  —  coscp)«]  =  4R«sin«-i-  df^t^ 


ou 


.    o 


</5  =  aRsin-  </©, 
si  l'on  compte  Tare  de  façon  qu'il  augmente  avec  çp.  On  en  tire,  en  pre- 
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nant  le  point  0  pour  origine  des  arcs. 


{R(i  —  cosîj; 


la  longueur  de  l'arc  OBOi  s'obtient  en  faisant  <p  =  air,  ce  qui  donne  8R. 
L'arc  0M6|  compris  entre  l'origine  0  et  le  point  le  plus  haut  B,  est  donc 

m 

égal  à  4  ï^i  et  l'arc  BM  de  la  figure  a  pour  expression  4Rcos--  Mais  le 

triangle  MTC  donne  MT  =  'iH  cos  '  :  on  a  donc  arc  BM  =  2MT. 

a 

On  a  de  même  pour  l'aire  de  la  cycloïde 

'9  r9 


<Jvt 


c'est-à-dire 


=   /    y  dx  =   j     R*(i — acosçp -h  cos*  <p)<fç 

/*P/3  cosaoN    , 


l'aire  comprise  entre  l'arc  OBOi  et  la  base  OOi  est  donc  égale  à  37tR', 
c'est-à-dire  à  trois  fois  Vaire  du  cercle  générateur,  (Galilée.) 

La  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  devient 

•      ■ 

ICI 

? 


8R3sin3J-  û?©î 
p  =  =  4  R  sin-^  : 

aR^sin'—  d'^^ 
a     • 


or  le  triangle  MCI  donne  la  relation  Ml  =  aRsin^-  On  a  donc  p  =  a  MI, 

et  le  centre  de  courbure  s'obtiendra  en  prolongeant  la  droite  Mi  au  delà 
du  point  I  d'une  longueur  égale  à  elle-même.  Cette  propriété  permet  de 
trouver  la  développée.  Considérons,  en  effet,  le  cercle  symétrique  du  cercle 
mobile  par  rapport  au  point  I,  et  le  point  M'  où  la  droite  MI  coupe  ce 
cercle;  on  a  évidemment  M'I  =  MI,  de  sorte  que  M'  est  précisément  le 
centre  de  courbure.  Or  on  a 

arcT'M'=iîR  — arcIM'=7rR  — arcIM  =  7tR  — 01, 

ou  encore 

arcT'M'=  OH  —  01  =  IH  =  T  B'. 

Le  point  M' décrit  donc  un  arc  d'une  cycloïde  égale  à  la  première  dont  le 
point  de  rebroussement  serait  en  B'  et  le  sommet  en  O.  Lorsque  M  décrit 
l'arc  BOi,  le  point  M'  décrit  un  autre  arc  symétrique  du  premier  par  rap- 
port à  BB'. 
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208.  Chaînette.  —  La  chainette  est  la  courbe  plane  représentéei  dans 
un  système  d'axes  rectangulaires  convenablement  choisi,  par  l'équation 


(21) 


=  ^{e''--^e    -); 


elle  présente  la  forme  indiquée  en  MAM'  sur  la  figure  (fiff»  4^). 


Fig.  45. 


^^JC 


De  l'équation  (21)  on  déduit 


(  -     --V 

!+/«= L   =   7    ; 

•^  4  « 

soit  (p  l'angle  de  la  tangente  TM  avec  Ox;  de  la  valeur  de^'  on  tire 


sino  = 


e" — e 


a 


COSQ  = 


>a 


Le  rayon  de  courbure  R  a  pour  expression 


R 


or,  dans  le  triangle  MPN  on  a  MP  =  MN  coscp,  et  par  suite 


MF        7« 
C0SC3         a 

Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  donc  égal  à  la  normale  MN; 
il  serait  facile  d'en  déduire  la  développée.  L'arc  AM  de  la  chaînette  est 

G.  3a 
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égal  à 


X  X 


ce  qui  peut  encore  s'écrire  ^  =^sincp;  si  du  point  P  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire P/n  sur  la  tangente  MT,  le  triangle  PM/n  donne 

M  m  =  MP  sin  <p  =  5. 

L'arc  AM  est  donc  égal  à  la  longueur  M/n. 

209.  Tractrioe.  —  La  courbe  décrite  par  le  point  m  est  appelée  tr<ic- 
trice;  c'est  une  développante  de  la  chaînette,  ayant  un  point  de  rebrous- 
sement  en  À.  La  tangente  en  m  à  cette  courbe  est  précisément  la  droite  mP  ; 
mais  le  triangle  MPm  donne  aussi  mP  =^cosçp  =  a,  de  sorte  que  la  lon- 
gueur mP  de  la  tangente  à  la  tractrice,  comprise  entre  le  point  de  con- 
tact m  et  Taxe  des  ar,  est  constante  et  égale  à  a.  La  tractrice  est  d'ailleurs 
la  seule  courbe  jouissant  de  cette  propriété. 

Le  triangle  MTP  donne  également  la  relation  M/n  x  mT  c=  a',  de  sorte 
que,  dans  une  tractrice,  le  produit  du  rayon  de  courbure  par  la  normale 
est  constant;  mais  cette  propriété  appartient  à  une  infinité  d'autres  courbes 
planes. 

Soient  (x^^ y\)  les  coordonnées  du  point  m;  on  a 


07 1  =3  07  —  s  COS<p  =37  —  a 


r  X 

ga — ^     a 

JC  X 


j.i=^  — fsincp  =  -3^ j 


c«-He 


a 


et,  en  posant  e''=  tang-»  ces  formules  deviennent 

(22)  a?j  =  acos6 -Ha  logftang- j  >        j'issasinO. 

Lorsque  le  paramètre  6  varie  de  -  à  ir,  le  point  (a?i,  yi)  décrit  Tare  kmn 

asymptote  à  Ox\  6  variant  de  —  à  o,  le  point  (rPi,^i)  décrira  Tare  km!n\ 

symétrique  du  premier  par  rapport  à  Oy,  et  correspondant  à  la  branche  AM' 
de  la  chaînette. 

210.  Équation  intrinsèque.  —  Proposons-nous  de  déterminer  une 
courbe  plane,  connaissant  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de  l'arc, 
R  =  o{s).  En  désignant  par  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  direction  de  la 


tangente,  on  a  K  =  in  -7-9  et  par  suite 
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cfo  =  ±ê  =  ±    ^' 


on  en  tire  a  par  une  quadrature 

.     r*   ds 

Js.    ?(0 

On  a  ensuite  â?  et^  par  deux  nouvelles  quadratures 

j?  =  a?ijH-   /    cosa ds,        yzss.y^-^-  j     sina ds. 

Ces  courbes  dépendent  de  trois  constantes  â?o,  y^i  olq;  mais,  si  Ton  n'a 
égard  qu'à  la  forme  et  non  à  la  position,  on  n'obtient  en  réalité  qu'une 
seule  courbe.  Considérons,  en  effet,  la  courbe  particulière  G  représentée 
par  les  formules 

les  formules  générales  peuvent  s'écrire,  en  prenant  d'abord  le  signe  •+-, 

a?  =  a?o-+-  X  cosao —  Y  sinso* 
y  =j^o-l-Xsinao-+-  Y  cosa©; 

ce  sont  les  formules  qui  définissent  une  transformation  de  coordonnées. 
En  prenant,  de  même,  le  signe  —  devant  çp(5},  on  obtiendrait  une  courbe 
symétrique  de  la  courbe  C.  Une  courbe  plane  est  donc  complètement 
déterminée,  quant  à  la  forme,  si  l'on  connaît  le  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  l'arc.  L'équation  R  =  <p(5)  s'appelle  Véquation  intrinsèque 
de  la  courbe.  D'une  façon  plus  générale,  si  l'on  connaît  une  relation  entre 
deux  des  quantités  R,  5,  a,  la  courbe  est  complètement  définie  de  forme, 
et  l'on  peut  obtenir  les  coordonnées  par  des  quadratures.  Ainsi,  si  l'on 
connaît  R  en  fonction  de  l'angle  a,  R  =/(a),  on  a  ds  ^f(a)dai,  puis 

dx  =  cosa/(a)  rfa, 
dy  =  8inai/{a)da; 

et  l'on  obtient  x  et  y  par  deux  quadratures.  Par  exemple,  si  R  est  con- 
stant, on  déduit  de  ces  formules 

a?  =  a7o-H  R  sina,        y=yQ — Rcosa; 

la  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  de  rayon  R,  résultat  évident  d'après 
la  propriété  de  la  développée.  L'arc  de  cette  développée  devant  être  nul, 
il  est  clair,  en  effet,  qu'elle  doit  ^c  réduire  à  un  point. 
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Proposons-nous  encore  de  trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de 
courbure  soit  inversement  proportionnel  à  l'arc,  R  =  — ;  on  a  d'abord 


V 


puis 


cos — r  ds.         y  =   I     sin — -  ds. 

Quoiqu'on  ne  puisse  pas  obtenir  ces  intégrales  sous  forme  explicite,  il 
est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  cette  courbe.  Lorsque  s  croît 
de  o  à  +00,  â?  et  ^  tendent  vers  une  limite  finie,  en  passant  par  une  infi- 
nité de  maxima  et  de  minima;  la  courbe  a  donc  la  forme  d'une  spirale, 
avec  un  point  asymptote  sur  la  droite  j'  =  x. 
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211.  Ordre  du  contact.  —  Soient  G  et  G  deux  courbes  planes 
tangentes  en  un  point  A.  A  chaque  point  m  de  la  courbe  G  voisin 
du  point  A  imaginons  qu'on  fasse  correspondre,  d'après  une  loi 
quelconque,  un  point  m!  de  la-  courbe  G',  de  telle  façon  que  le 
point  m'  vienne  en  A  en  même  temps  que  le  point  m.  En  prenant 
comme  infiniment  petit  principal  l'arc  Am,  ou,  ce  qui  revient  au 

Fig.  46. 


même,  la  corde  A/w,  nous  allons  d'abord  chercher  quel  mode  de 
correspondance  il  faut  adopter  pour  que  l'ordre  infinitésimal  de 
mm!  par  rapport  à  h.m  soit  le  plus  grand  possible.  Rapportons 
pour  cela  les  deux  courbes  à  deux  axes  de  coordonnées,  rectan- 
gulaires ou  obliques,  l'axe  desj^  n'élant  pas  parallèle  à  la  tangente 


III.  —  CONTACT  DES  COURBES  PLANES.  5oi 

commune  AT.  Soient 

(C)  y^-n^x 

(C)  Y  =  F(a7), 

les  équations  des  deux  courbes,  et  (xq?  ^o)  les  coordonnées  du 
point  A  ;  les  coordonnées  du  point  m  seront  x^^-^-h  el/(^o+  ^)i 
et  celles  du  point  m' seront  de  même  j?o+  A:  et  F(^o-l-^))  A*  dési- 
gnant une  fonction  de  h  qui  tend  vers  zéro  avec  A,  et  qui  définit 
le  mode  de  correspondance  adopté  entre  les  points  des  deux 
courbes.    Observons   encore   qu'on   peut  remplacer  Tinfiniment 

petit  principal  Km  par  h  =  ap^  car  le  rapport  -j-^  tend  vers  une 

limite  finie  différente  de  zéro  lorsque  le  point  m  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  A. 

Cela  posé,  admettons  que,  pour  un  certain  mode  de  correspon- 
dance adopté,  mm!  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  r  +  i  par  rap- 

port  à  h]  mm'  est  alors  un  infiniment  petit  d'ordre  ar  -f-  2. 
Or  on  peut  écrire,  8  désignant  Tangle  des  axes, 


mm!  =[F(aroH-A:)— /(a?o-HA)-+-(A:  — /t)cose]«-4-(A:  — /0*siii«e; 
il  faut  donc  que  chacune  des  différences  k  —  A  et 

F(a7o-t-A')-/(a?o-h/i) 

soit  un  infiniment  petit  d'ordre  r+i  au  moins,  c'est-à-dire  que 

l'on  ait 

^  =  A-i-aA'--Ki,        F(aro-f-^)— /(a^o-HA)=  pA*^', 

a  et  ^  étant  des  fonctions  de  h  qui  restent  finies  lorsque  h  tend 
vers  zéro.  La  dernière  formule  peut  s'écrire 

F(a?o-l-  h  -+-  aA'H-i)  — /(a:o-h  h)  =  ^h^^  ; 

si  l'on  imagine  F(xo-i- A -f- a/i'^')  développé  suivant  les  puis- 
sances de  a,  la  partie  qui  dépend  de  a  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  r  +  i  au  moins,  la  différence 

est  donc  un  infiniment  petit  d'ordre  au  moins  égal  à  r-f-  i,  mais 
peut  être  d'ordre  supérieur.  Or  cette  différence  A  représente  la 
distance  mn  des  points  des  deux  courbes  G,  C,  qui  sont  situés  sur 
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une  même  parallèle  à  l'axe  Oy.  Piii'squ'en  remplaçant  le  point  m' 
par  le  point  n  on  ne  peut  qu'augmenter  l'ordre  infinitésimal 
de  mm'j  on  en  conclut  que  la  distance  de  deux  points  corres- 
pondants des  deux  courbes  est  de  V ordre  infinitésimal  le  plus 
grand  possible  lorsque  les  points  correspondants  sont  situés 
sur  une  parallèle  à  l'axe  Oy.  Si  cet  ordre  est  égal  à  r-|-  i,  on 
dit  que  les  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  r  au  point  A. 

Remarques.  —  Cette  définition  donne  lieu  à  un  certain  nombre 
de  remarques.  L'axe  Oy  est  en  définitive  une  droite  assujettie  à 
le  seule  condition  de  ne  pas  être  parallèle  à  la  tangente  commune 
AT;  on  peut  donc,  pour  évaluer  Tordre  du  contact,  faire  corres- 
pondre les  points  des  deux  courbes  situés  sur  une  droite  parallèle 
à  une  droite  fixe  D,  non  parallèle  à  la  tangente.  Le  raisonnement 
précédent  prouve  que  l'ordre  infinitésimal  obtenu  ne  dépend  pas 
de  la  direction  de  la  droite  D;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 
Supposons,  en  effet,  que  par  un  point  m  de  la  courbe  G  on  mène 
deux  droites  mm'  et  mn  (fig.  46)  parallèles  à  deux  directions  fixes 
autres  que  la  tangente.  Dans  le  triangle  mm' ny  on  a 


mm'        sinmnm' 


mn 

sinmm'n 


lorsque  le  point  m  se  rapproche  du  point  A,  les  angles  mnnVj 

m,m!n  ont  des  limites  différentes  de  o  et  de  n,  car  la  corde  min  ^ 
pour  limite  la  tangente  AT,  et  par  conséquent  mm!  est  du  même 
ordre  que  mn.  Le  même  calcul  prouve  que  mm!  ne  peut  pas  être 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  m/i,  quelle  que  soit  la  con- 
struction dont  on  déduit  le  point  m'  du  point  m,  puisque  le  nu- 
mérateur sin/nn/?r  a  une  limite  finie  différente  de  zéro. 

On  a  pris  pour  infiniment  petit  principal  l'arc  Km  ou  la  corde 
A/n  ;  on  aurait  obtenu  le  même  résultat  en  prenant  pour  infiniment 
petit  l'arc  A/i  de  la  courbe  C,  car  A/n  et  A/i  sont  du  même  ordre. 

Lorsque  deux  courbes  G,  G'  ont  un  contact  d'ordre  r,  on  peut 
imaginer  une  infinité  de  correspondances  entre  les  points  m,  vrl 
des  deux  courbes  de  façon  que  mm!  soit  un  infiniment  petit 
d'ordre  r-f-i.  Il  suffit  de  prendre  Ar  =  A -f- aA'+*,  s  étant  ^r, 
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et  a  étant  une  fonction  de  h  qui  conserve  une  valeur  Gnie  lorsque 
h  =  o.  Si  l'on  avait  s<^rj  mml  serait  d'ordre  s -\- 1  seulement. 

212.  Pour  avoir  Tordre  du  contact  des  deux  courbes  C,  C,  il 
faut,  d'après  cela,  évaluer  l'ordre  infinitésimal  de 

Y  -  j.  =  F(a?o-t-  A)  ~/(:ro-H  A) 

par  rapport  à  h.  Les  deux  courbes  étant  tangentes  au  point  A,  on 
a  d'abord  F(xo)  =/(^o)>  ^'(•^o)  =/'(^o)>  ™ais  il  peut  se  faire 
qu'un  certain  nombre  d'autres  dérivées  des  deux  fonctions  soient 
égales  pour  x^.  Supposons,  pour  prendre  le  cas  général,  que 
l'on  ait 

(  F(:ro)=/(a:o),         F'(xo)  =/'(a7o), 

^'^^^  \  F'(2ro)=/'(^o),  ...,         F(«)(a7o)=/t«J(a7o), 

les  dérivées  suivantes  F^'»+*^(j;o)  et  /^''■*'*^(:ro)  étant  inégales.  En 
appliquant  la  formule  de  Taylor  aux  deux  fonctions  F(a:)  et/(a;), 
nous  pouvons  écrire 

Y  =  F(a7o)-h  -  F'(aro)-H... 

H ^^-—  F(''H^o)-+- ^^ :  [Ft«+t)(aro)-+-e], 

1.2.  ../l  ^        '         I  .2.  .  .(/l -H  1}  ■■  ^ 

et,  en  retranchant  membre  à  membre, 

(a4)      Y-:>'=  — -^^^^— -T[F(«+«)(a?,)-/<»+"(«o)-f-e-e'], 

e,  e' étant  infiniment  petits.  L  ordre  du  contact  des  deux  courbes 
est  donc  égal  à  V ordre  des  plus  hautes  dérivées  des  fonc- 
tions f{x)  et  F(a:),  qui  sont  égales  pour  x  =  Xq» 

Les  conditions  (28),  données  par  Lagrange,  expriment  aussi 
que  l'équation  F(x)=/(x)  admet  x  =  Xo  pour  racine  multiple 
d'ordre  n  +  i»  Or  cette  équation  détermine  les  abscisses  des 
points  communs  aux  deux  courbes  C,  C;  on  peut  donc  dire  que 
deux  courbes,  qui  ont  un  contact  d'ordre  n,  ont  n  +  i  points  d'in- 
tersection confondus  en  un  seul. 
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La  formule  (24)  montre  que  Y — y  change  de  signe  avec  h 
lorsque  n  est  pair,  et  ne  change  pas  de  signe  lorsque  n  est  impair. 
Donc  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d^ordre  impair  ne  se 
traversent  pas  au  point  de  contact,  et  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  d'ordre  pair  se  traversent.  Il  est  aisé  de  s'en  rendre 
compte.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  courbe  C  traver- 
sant la  courbe  C  en  trois  points  voisins  du  point  A;  si  celte 
courbe  C  se  déforme  d'une  manière  continue,  de  façon  que  les 
trois  points  d'intersection  viennent  se  confondre  au  point  A,  la 
position  limite  de  C  a  un  contact  du  second  ordre  avec  G,  et  il 
suffit  de  faire  la  figure  pour  voir  que  les  deux  courbes  se  tra- 
versent au  point  A.  Le  raisonnement  est  évidemment  général. 

Lorsque  les  équations  des  deux  courbes  ne  sont  pas  résolues 
par  rapport  aux  ordonnées  y  et  Y,  ce  qui  est  le  cas  général,  les 
règles  du  calcul  des  dérivées  permettent  toujours  de  former  les 
conditions  nécessaires  pour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact 
d'ordre  n.  Le  problème  n'oflre  donc  aucune  difficulté  spéciale. 
Nous  examinerons  seulement  quelques  cas  particuliers,  d'une 
application  fréquente.  Supposons  d'abord  que  les  coordonnées 
d'un  point  de  chaque  courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un 
paramètre  variable 

(G)  •'^  ^ 

(C)  '^ 

et  que  pour  une  valeur  particulière  ^0  on  ait  à  lafois<j^(/o)=  ?('o)> 
i^^{tQ)  =  f'(^o)»  de  façon  que  les  deux  courbes  soient  tangentes  au 
point  A,  de  coordonnées  /(^o),  ?(^o)-  Si  /'(^o)  n'est  pas  nul,  ce 
que  nous  supposerons,  la  tangenie  commune  n'est  pas  parallèle 
à  Oy,  et  l'on  obtient  les  points  des  deux  courbes  qui  ont  même 
abscisse  en  posant  u=^  t.  D'autre  part,  x  —  Tq  est  du  premier 
ordre  par  rapport  à  t  —  t^^  et  nous  sommes  encore  ramenés  à 
évaluer  l'ordre  infinitésimal  de  i({t)  —  ©(^)  par  rapport  k  t  —  t^. 
Pour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 
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et  le  contaclest  d'ordre  n  seulement,  si  les  deux  dérivées  ^^"■*'*^(^o) 
et  ç^''"*"*^(^o)  sont  inégales. 

Considérons  encore  le  cas  où  la  courbe  C  est  représentée  par 
les  deux  équations 

(a6)  ^=/(0,      r---?(0» 

la  courbe  G'  ayant  pour  équation  ¥{x^  y)  =  o.  Ce  cas  peut  se 
ramener  au  précédent;  remplaçons  x  pdiv  /{t)  dans  F{x^y)  et 
sohy  =  ^{t)  la  fonction  implicite  définie  par  la  relation 

(27)  F[/(0, 'KO]  =  o, 

de  sorte  qu'on  peut  aussi  regarder  la  courbe  G  comme  repré- 
sentée par  le  système  des  deux  équations 

Pour  que  les  deux  courbes  C,  C  aient  un  contact  d'ordre  n  au 
point  A  qui  correspond  à  la  valeur  Cq  du  paramètre,  il  faut  que 
les  relations  (^5)  trouvées  plus  haut  soient  satisfaites.  Or  les 
dérivées  successives  de  la  fonction  implicite  ^[t)se  déduisent  des 
équations 

ET  t/ (')]■* 'E^/CHH') 

••• • ...» t 

c^*»  F  dF 

on  obtiendra  les  conditions  du  contact  en  faisant,  dans  ces  for- 
mules, e  —  to,  x  =  /{to)y  à{to)  =  (f{to),  A'(»/o)=?'(^o),  ..., 
^^''^(^to)=  (f^'*^(to).  Ces  conditions  peuvent  s'énoncer  comme  il 
suit.  Posons  ^{t)  =  F[f{l)y  ?(')]î  pour  que  les  deux  courbes 
aient  un  contact  d*ordre  n  au  point  t  =  to,  il  faut  et  il  suffit 
que  Von  ait 

(3o)  ^(io)  =  o,         ^'(<o)  =  o,         ...,         ^t«J(<o)  =  o. 

L'équation  ^(^)  =  o  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  cor- 
respondent aux  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Les  condi- 
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lions  du  conlact  expriment  encore  que  cette  équation  admet  t  =l  * 
pour   racine   multiple   d'ordre  /i  +  i  j  c'est-à-dire   que  les  deux 
courbes  ont  n  +  i  points  communs  confondus  en  un  seul. 

213.  Courbes  osculatrices.  —  Étant  donnée  une  courbe  déter- 
minée C,  et  une  courbe  C,  dépendant  de  n  -j-  i  paramètres  a,  b, 

(3i)  F(ir,  j^,  a,  6,  c,  ...,  /)  =  o, 

on  peut  choisir  les  valeurs  de  ces  n  -}-  i  paramètres  de  façon  que 
la  courbe  G'  ait  aveo  la  courbe  C,  en  un  point  donné  à  l'avance, 
un  contact  d'ordre  n.  Soient  x  =if(^c)f  y  =  ç(^)  les  coordonnées 
d'un  point  de  G;  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes  G,  C' 
aient  un  contact  d'ordre  n  au  point  ^  =  ^o  sont  données  par  les 
équations  (3o),  où  Ton  a  posé 

La  valeur  t^  du  paramètre  étant  donnée,  ces  /i  +  i  équations  dé- 
terminent les  n  -H  I  paramètres  a^  b^  c^  ...,/.  La  courbe  G'  ainsi 
obtenue  est  dite  osculatrice  à  la  courbe  G. 

Appliquons  cette  théorie  aux  courbes  les  plus  simples.  L'équa- 
tion d'une  droite  y  =  ax  -^  b  dépend  de  deux  paramètres  a  et  6; 
la  droite  osculatrice  a  donc  un  contact  du  premier  ordre.  Si 
y=zf(^x)  est  l'équation  de  la  courbe  G,  les  paramètres  a  et  b 
doivent  vérifier  les  deux  relations 

f(xo)  =  aa7o-+-  b,        /'(a?o)  =  «; 

on  retrouve  l'équation  de  la  tangente,  comme  on  devait  s'y  attendre. 
L'équation  d'un  cercle 

(32)  (x  —  a)2  H-  (^  —  ^,)s  —  Rî  =  o 

dépend  de  trois  paramètres  a,  6,  R;  le  cercle  osculateur  a  donc 
un  contact  du  second  ordre.  Soit  j^  =if(^x)  l'équation  de  la  courbe 
donnée  ;  on  déterminera  a,  6,  R  en  écrivant  que  le  cercle  rencontre 
cette  courbe  en  trois  points  confondus,  ce  qui  donne,  avec  l'équa- 
tion (3'2),  les  deux  conditions 

(33)  37  — a-h(j  —  b)y  =  o,         I -i-^'*-f-(j^  — 6)y  =  o. 

Les  valeurs  de  a  et  6  que  l'on  déduit  de  ces  deux  relations  sont 
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identiques  aux  coordonnëes  du  centre  de  courbure  (n"  205);  donc 
le  cercle  osculateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure.  Le 
contact  élant  du  second  ordre,  nous  pouvons  en  conclure  que  le 
cercle  de  courbure  d^une  courbe  plane  traverse  cette  courbe  au 
point  de  contact. 

Tous  ces  résultats  pouvaient  être  prévus  a  priori.  En  effet,  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  ne  dépendent  que  de  ar,  y^ 
y^  y"]  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  ont  donc 
même  centre  de  courbure.  Or  le  centre  de  courbure  du  cercle 
osculateur  est  évidemment  le  centre  de  ce  cercle  lui-même;  donc 
il  y  a  identité  entre  le  cercle  de  courbure  et  le  cercle  osculateur. 
Considérons,  d'autre  pari,  deux  cercles  de  courbure  voisins;  la 
différence  des  rayons,  qui  est  égale  à  l'arc  de  la  développée  com- 
pris entre  les  deux  centres,  est  supérieure  à  la  distance  des  centres. 
L'un  des  deux  cercles  est  donc  tout  entier  intérieur  à  l'autre,  ce 
qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  les  cercles  étaient  tous  les  deux  inté- 
rieurs ou  tous  les  deux  extérieurs  à  la  courbe  C,  dans  le  voisinage 
du  point  de  contact.  Il  faut  donc  qu'ils  traversent  la  courbe  C. 

Il  j  a  cependant  sur  une  courbe  plane  certains  points  particu- 
liers où  le  cercle  osculateur  ne  traverse  pas  la  courbe,  et  cette 
remarque  se  rattache  à  une  propriété  générale.  Étant  donnée  une 
courbe  C  dépendant  de  /i  + 1  paramètres,  on  peut  ajouter  aux 
(n  -h  i)  équations  (3o)  la  nouvelle  équation 

#(«+!)  (fo)=0, 

à  condition  de  regarder  t^  comme  une  nouvelle  inconnue  à  déter- 
miner. Il  y  a  donc,  en  général,  sur  une  courbe  plane  C,  un  certain 
nombre  de  points  où  le  contact  avec  la  courbe  osculatrice  C  est 
d'ordre  /i  -H  i*  Ainsi,  il  y  a  des  points  où  la  tangente  a  un  contact 
du  second  ordre;  ce  sont  les  points  d'inflexion,  pour  lesquels 
y=o.  Pour  avoir  les  points  où  le  cercle  osculateur  a  un  contact 
du  troisième  ordre,  il  faut  différentier  la  dernière  des  équa- 
tions (33),  ce  qui  donne 

^yy-^(y-b)y  =  o, 

et,  en  éliminant  j^  —  6,  on  est  conduit  à  la  condition 

(34)  (n-y«)>''"-3yj^'2=o. 
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Les  points  qui  satisfont  à  cette  condition  sont  ceux  pour  lesquels 

on  a  -^  =o,  c'est-à-dire  où  le  rayon  de  courbure  est  maximum 

ou  minimum.  Pour  une  ellipse,  ce  sont  les  sommets;  pour  une 
cjcioïde,  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  base. 

214.  Une  courbe  osculatrice  peut  être  regardée  comme  la  posi- 
tion limite  d'une  courbe  C,  qui  rencontre  la  courbe  C  en  n-h-i 
))oints  infiniment  voisins,  lorsque  tous  ces  points  sont  venus  se 
confondre.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  famille  de  courbes 
dépendant  de  trois  paramètres  a,  6,  c,  et  soient  ^o-h  /^n  ^o-\-  A21 
^o-f-As  trois  valeurs  voisines  de  lo]  la  courbe  C  qui  rencontre 
la  courbe  C  aux  trois  points  correspondants  est  déterminée  par  les 
trois  équations 

(35)  ^(/o-t-/ii)  =  o,         :f(to-hht)  =  o,        ^(to-^hi)^o. 

Retranchons  la  première  équation  de  chacune  des  deux  autres, 
et  appliquons  aux  deux  différences  la  formule  des  accroissements 
finis,  nous  obtenons  le  système  équivalent 

(36)  r1{to-h/ii)  =  o,        J'(/o-+-A-,)  =  o,        .i'ito-^ki)  =  Oy 

où  A*!  est  compris  entre  A|  et  A2,  ^2  entre  A|  et  A3.  En  retranchant 
de  nouveau  la  seconde  équation  de  la  troisième,  et  appliquant  la 
formule  des  accroissements  finis,  on  arrive  à  un  nouveau  système 

(37)  ^(<o-+-Ai)  =  o,        ^'('o-+-^*i)  =  o,         ^'(to-\-li)  =  o, 

Il  étant  compris  entre  k^  et  A"2.  Lorsque  A|,  Aj,  As  tendent  vers 
zéro,  il  en  est  de  même  de  A*i,  ^21  /o  6t  ces  équations  deviennent 
à  la  limite 

ce  sont  justement  les  équations  qui  déterminent  la  courbe  oscula- 
trice. Le  raisonnement  est  le  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
paramètres,  et  l'on  pourrait  aussi  définir  la  courbe  osculatrice 
comme  la  limite  d'une  courbe  G'  tangente  en  p  points  à  la 
courbe  C,  et  la  coupant  en  q  autres  points  (où  2/)  -H  y  =  n  -H  i), 
lorsque  ces  p  -{-  q  points  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Par  exemple,  le  cercle  osculateur  est  la  position  limite  d'un 
cercle  passant  par  trois  points  de  la  courbe  C  infiniment  voisins 
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du  point  de  conlact.  C'est  aussi  la  position  limite  d'un  cercle  tan- 
gent à  la  courbe  C  au  point  donné  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  C  infiniment  voisin  du  premier.  Je  m'arrêterai  un 
instant  sur  cette  propriété,  facile  à  vérifier. 

Prenons  pour  origine  le  point  donné,  pour  axe  des  x  la  tangente, 
et  pour  direction  positive  de  Oy  la  direction  de  la  normale  qui  va 
vers  le  centre  de  courbure.  Nous  avons  à  l'origine  ^'=o  et,  par 

suite,   R=-if»  et  nous  pouvons  écrire,  d'après  la  formule  de 

9/ 

Taylor, 


^  =  **(ïî"^')' 


£  étant  infiniment  petit  avec  x.  On  déduit  de  là  que  R  est  la  limite 

de  l'expression  —  =  —tt^  lorsque  le  point  M  se  rapproche  du 
point  O.  Soit,  d'autre  part,  R|  le  rayon  du  cercle  Ci  langent  à 


Fig.  47. 


l'origine  à  l'axe  des  x  et  passant  par  le  point  M.  On  a 


ou 


OP  =M/n  =MP(2R,  — MP) 


OP    ^  p  _MP 

2iMP  ~      *  2 


la  limite  du  rayon  R|  est  donc  bien  égale  au  rayon  de  courbure  R* 
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EXERCICES. 

1.  Appliquer  les  formules  générales  à  la  recherche  de  la  développée  de 
l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole. 

2.  Le  rayon  de  courbure  d'une  conique  est  proportionnel  au  cube  de  la 
portion  de  normale  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  le  point  de  rea- 
contre  avec  un  axe  de  symétrie. 

3.  Le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  double  de  la  portion 
de  normale  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  le  point  de  rencontre 
avec  la  directrice. 

4.  Soient  F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse,  M  un  point  de  cette  ellipse, 
MN  la  normale  et  N  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  l'axe  focal. 
Si  du  point  N  on  mène  une  perpendiculaire  NK  sur  MN  et  que,  par  le 
point  de  rencontre  K  de  cette  droite  avec  MF  on  élève  une  perpendi- 
culaire KO  à  MF,  le  point  de  rencontre  O  de  KO  avec  MN  est  le  centre 
de  courbure  de  l'ellipse  au  point  M. 

5.  Pour  les  sommets  d'une  ellipse  situés  sur  l'axe  focal,  la  construclioo 
précédente  ne  donne  rien.  Démontrer  la  construction  suivante  :  soient 
AOA'  l'axe  focal,  BOB' le  petit  axe;  on  trace  le  rectangle  OAEB  construit 
sur  0  A  et  sur  OB  et  du  sommet  E  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  AB  ; 
les  points  G  et  D  où  cette  droite  coupe  les  axes  sont  les  centres  de  cour- 
bure relatifs  aux  sommets  A  et  B. 

6.  La  développée  de  la  spirale  logarithmique  p  =  ae"*^  est  une  spirale 
égale  à  la  première. 

7.  On  appelle  épicycloïde  ou  hypocycloïde  la  courbe  décrite  par  un 
point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une  circonférence  fixe. 
Démontrer  que  la  développée  de  cette  courbe  est  une  courbe  semblable. 

8.  Soit  AB  un  arc  de  courbe  sur  lequel  il  n'y  a  ni  points  singuliers,  ni 
points  d'inflexion.  En  chaque  point  m  de  l'arc,  on  porte  sur  la  normale,  à 
partir  de  m,  de  part  et  d'autre,  les  longueurs  mm\,  mnif  égales  à  une 
ligne  donnée  /;  le  point  m  décrivant  l'arc  AB,  les  points  /ni,  m^  décrivent 
deux  arcs  correspondants  AiBj,  A^Bj.  Démontrer  les  relations  suivantes  : 
Si=S  —  /6,  Sj=  S  4- /6,  dans  lesquelles  S,  Si,  Sj  représentent  les  lon- 
gueurs des  arcs  AB,  A^B],  AjB»,  0  l'angle  des  normales  extrêmes.  On 
suppose  que  l'arc  AiB},  situé  du  côté  de  l'arc  AB  où  se  trouve  sa  déve- 
loppée, ne  rencontre  pas  cette  développée. 

[LicKNCE  :  Paris;  juillet  1879.] 

9.  Déterminer  une  courbe  G  de  façon  que  le  rayon  de  courbure  p  en  un 
point  quelconque  M  de  celte  courbe  et  l'arc  s  =  AM,  compté  à  partir  d'un 
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point  fixe  A,  vérifient  la  relation  a«  =  pS4-a>,  dans  laquelle  a  désigne 

une  ligne  donnée.  , 

[Licence  :  Paris;  juillet  i883.] 

10.  Soit  G  une  courbe  du  troisième  degré  donnée,  ayant  un  point  double 
en  O.  Un  angle  droit  MON  tourne  autour  du  point  0,  et  ses  côiés  ren- 
contrent respectivement  la  courbe  G  en  M  et  N.  Déterminer  l'enveloppe 
de  la  droite  MN.  Gonsidérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  G  a  pour 
équation  \y^^  a?',  ou  ar* -»-/•=  ^xy, 

[Licence  :  Bordeaux;  juillet  1885.] 

il.  Trouver  les  points  où  la  courbe  représentée  par  les  équations 

a:  =  a(na)  —  sinco),        y  =z  a{n  —  cosco) 

a  un  contact  d'ordre  supérieur  au  second  avec  le  cercle  osculateur. 

[Licence  :  Grenoble,  juillet  i885.] 

12.  Soient  m,  /ni,  mi  trois  points  voisins  sur  une  courbe  plane.  Trouver 
la  valeur  limite  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  que  forment  les 
tangentes  en  ces  trois  points,  lorsqu'ils  viennent  se  confondre. 

13.  Si  une  courbe  fermée  sans  point  d'inflexion  a  une  développée 
fermée,  la  longueur  totale  de  cette  développée  est  égale  au  double  de  la 
différence  entre  la  somme  des  rayons  de  courbure  maxima  et  la  somme 
des  rayons  de  courbure  minima,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  proposée. 

14.  Si  Ton  mène  par  chaque  point  d'une  courbe  une  droite  de  longueur 
donnée  faisant  un  angle  constant  avec  la  normale,  la  normale  à  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  de  celte  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 
proposée. 

15.  Soient  r  le  rayon  vecteur  mené  d'un  pôle  fixe  à  un  point  d'une 

courbe  plane,  p  la  distance  de  ce  pôle  à  la  tangente;  le  rayon  de  cour- 

dr 
bure  R  a  pour  expression  R  =  ±  r  -j-  • 

up 

16.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui,  en  un  point  donné,  ont  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  est  un  cercle. 

17.  Lieu  des  centres  des  ellipses  dont  les  axes  ont  une  direction  donnée, 
et  qui  ont,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe 
donnée. 
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215.  Définition  et  équation.  —  Soil  M  un  point  d^une  courbe 
gauche  F,  MT  la  taDgente  en  ce  poinl;  le  plan  passant  par  la 
droite  MT  et  par  un  autre  point  M'  de  F,  infiniment  voisin  du 
point  M,  tend  en  général  vers  une  position  limite  quand  le 
point  M'  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  point  M  ;  on  appelle  ce 
plan  limite  le  plan  osculateur  à  la  courbe  F  au  point  M.  Nous 
allons  d'abord  chercher  son  équation. 

Soient 

(1)  ^=/(t),      j^  =  cp(o,      ^  =  H0 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  F  en 
fonction  d'un  paramètre,  les  points  M  et  M'  correspondant  aux 
valeurs   ^.et  t-{-h    de   ce   paramclre.    Le   plan   MTM'   a  pour 

équation 

A(X  —  a^) -f- B( Y  -  j') -h  C(Z  —  5)  =  o, 

les  coefficients  A,  B,  C  devant  vérifier  les  relations 

(2)  A/'(0  +  B(p'(0  +  G4;'(0  =  o, 

(3)  A[/(<-i-/0-/(0]  +  B[cp(<  +  ;0-c?(0]  +  G[^.(^  +  A)~4.{0]=o. 

Remplaçons,  dans  la  relation  (3), /(i -h  A),  cp(f +  /t),  <t(^4-A) 
par  leurs  développements  déduits  de  la  formule  de  Taylor,  elle 
neut  encore  s'écrire 

AJ/i/'(0+^[/'(0  +  ^i]j-HBJ/tcp'(o-+--^[cp'(0^-sj]j-^-..  =  o; 

en  retranchant  la  relation  (2)  multipliée  par  A,  et  divisant  le 
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résultat  par  — ,  on  voit  que  le  système  des  relations  (2)  et  (3)  est 
éi|uivalent  au  suivant 

A/'(0  +  Bcp'(0-+-C'y(0  =  o, 

2i,  £2,  £3  étant  infiniment  petits  avec  A.  Lorsque  h  tend  vers  zéro, 
cette  dernière  relation  se  réduit  à 

(4)  A/''(0-4-B9'(0  +  Cii;'(0  =  o. 
L'équation  du  plan  osculateur  est  donc 

(5)  A(X-a:)-4-B(Y— 7)H-C(Z  — ^)  =  o, 

les  coefficients  A,  B,  C  étant  assujettis  à  vérifier  les  deux  relations 

L  iSlcIx    -h  B  r/K    4-  C  <i5    =  o, 
^^^  (  A  rf*a7  -H  B  d'-y  -h  C  c?*^  =  o. 

On  écrit  aussi  quelquefois  Téquation  du  plan  osculateur  sous 
forme  de  déterminant 


X  — a?    Y— ^    Z  — ^ 

dx  dy  dz 

d*x        d*y        d^s 


=  0. 


De  tous  les  plans  passant  par  la  tangente,  le  plan  osculateur 
est  celui  dont  la  courbe  T  se  rapproche  le  plus  dans  le  voisi- 
nage du  point  de  contact.  Considérons  d'abord  un  plan,  autre  que 
le  plan  osculateur,  passant  par  la  tangente,  et  soit  F(«)  le  résultat 
de  la  substitution  de  f(t  +  h),  (f{t  +  A),  J/(^  -|-  A)  à  la  place  des 
coordonnées  courantes  X,  Y,  Z  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (5);  nous  avons 

F(t)=^[Xr{t)^B^\t)-^CY{t)  +  r^l 

Ti  étant  infiniment  petit  avec  A.  La  distance  d'un  point  de  F,  voisin 
du  point  M,  est  donc  infiniment  petite  du  second  ordre;  de  plus,*^ 
F(^)  conservant  toujours  le  même  signe  lorsque  A  est  très  petii, 
on  voit  que  la  courbe  F  est  tout  entière  du  même  côté  du  phni 
tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

11  n'en  est  plus  de  même  avec  le  plan  osculateur;  pour  ce  plan, 
G.  33 
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on  a  A/"H- B<p''+ 0^"^=  o,  et  il  faut  pousser  le  développement 
des  coordonnées  d'un  point  de  F  jusqu'aux,  termes  du  troisième 
ordre  en  A,  ce  qui  donne  après  la  substitution 

P('>  =  ro  ( d^ ^  ^)- 

On  voit  que  la  distance  d'un  point  de  F  au  plan  osculateur  est  infi- 
niment petite  du  troisième  ordre;  en  outre,  F(^)  change  de  signe 
lorsque  h  change  de  signe,  ce  qui  prouve  que  la  courbe  gauche 
traverse  le  plan  osculateur  au  point  de  contact.  Ces  propriétés 
distinguent  nettement  le  plan  osculateur  de  tous  les  autres  plans 
passant  par  la  tangente. 

216.  Plans  oBculateurs  stationnaires.  —  Les  conclusions  précé- 
dentes sont  en  défaut  dans  le  cas  où  les  coefficients  Â,  B,  C  de 
Féquation  du  plan  osculateur  vérifient  la  relation 

(7)  kd^x-^hd^y  -irCd^z  =  0; 

dans  ce  cas,  il  faut  pousser  le  développement  des  coordonnées 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre,  et  l'on  obtient  un  résultat  de 
la  forme 

^(')  =  tttm  ( d/- -^  V' 

On  dit  qu'en  ces  points  le  plan  osculateur  est  stationnaire ;  si 
A  rf*x  +  B  d^y  4-  G  d*z  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général, 
F(/)  ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  la  courbe  ne  traverse  pas 
son  plan  osculateur.  De  plus,  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
au  plan  osculateur  est  du  quatrième  ordre.  Si  l'on  avait  encore 
Arf*x  + Brf*j^ -H  Crf*5  =  o,  il  faudrait  pousser  le  développe- 
ment jusqu'aux  termes  du  cinquième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 
En  éliminant  A,  B,  C  entre  les  trois  relations  (6)  et  (7),  on  est 

conduit  à  l'équation 

dx      dy      ds 

d^x    d^y    d^z     =0; 

d^x    d^y    d^z 


(8)  A  = 


les  racines  de  cette  équation  en  t  donnent  les  points  de  la  courbe  F 
où  le  plan  osculateur  est  stationnaire.  Il  y  a  ainsi,  d'une  façon 


J 
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normale,  sar  toute  courbe  gauche,  un  certain  nombre  de  points 
jouissant  de  cette  propriété. 

Ceci  nous  amène  à  examiner  s'il  existe  des  courbes  F  dont  tous 
les  plans  osculateurs  soient  stationnaires.  D'une  façon  précise, 
cherchons  toutes  les  fonctions  x^  y^  z  d'une  variable  /,  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'au  troisième  ordre,  telles  que  le 
déterminant  précédent  A  soit  identiquement  nul  lorsque  t  varie 
entre  deux  limites  a  et  6  (a  <  6). 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  de  A  relatifs  aux  élé- 
ments de  la  troisième  ligne,  par  exemple  dxd^y  —  dyd^x^  ne 
s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  6).  Les  deux  relations 

!dz  =  Cl  dx-Jr  ^\dy^ 
d^z  =  Cxd^x-^Qtd^y, 

déterminent  pour  G|  et  G2  des  fonctions  continues  de  t  dans  cet 
intervalle;  puisque  A  =  o,  ces  fonctions  satisfont  aussi  à  la  rela- 
tion 

(10)  rf>z=  Cirf»a?-4-G,rf»j^. 

DifTérentions  maintenant  les  équations  (9)  en  tenant  compte  de 
la  formule  (10);  nous  obtenons  les  nouvelles  équations 

dCidX'^dCtdy  =  o,        dCtd^x -^  dC^d^y  =  0, 

d'où  nous  tirons  ^C|  =  c/Ga  =  o.  Les  coefficients  Gi,  Ca  sont 
donc  constants  et,  en  intégrant  la  première  des  équations  (9),  il 

vient 

^  =  da?  -^  Cty  -+-  Cj, 

Gs  étant  une  nouvelle  constante.  La  courbe  F  est  donc  une  courbe 
plane. 

Si  le  déterminant  dxd*y  —  dyd^x  s'annule  pour  une  valeur  c  de  la 
variable  t  comprise  entre  a  et  bj  le  raisonnement  ne  prouve  plus  rien,  car 
les  expressions  de  Ci  et  de  Gj  deviennent  infinies  ou  indéterminées  pour 
cette  valeur  c  de  t.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  déterminant 
ne  s'annule  que  pour  cette  valeur  de  t  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  que, 
pour  t  =  c,  le  déterminant  analogue  dxd^z  —  dzd^x  ne  soit  pas  nul.  Le 
raisonnement  qui  précède  prouve  que  tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenus  en  faisant  varier  t  de  a  k  c  sont  dans  un  même  plan  P,  et  que 
tous  les  points  obtenus  en  faisant  varier  t  de  c  k  b  sont  dans  un  même 
plan  Q.  D'autre  part,  le  mineur  dxd^z  —  dzd^x  n'étant  pas  nul  pour 


5l6  CHAPITRE  XI.  —  COURBES  GAUCHES. 

t  =  Cj  choisissons  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  ce  mineur  ne  s'an- 
nule pas  en  faisant  varier  ^dec  —  Aàc-hA.  Tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenus  en  faisant  varier  t  de  c  —  h  À  c -h  h  sont  encore  dans  un  même 
plan  R;  ce  plan  B  doit  avoir  une  infinité  de  points  communs  avec  les 
plans  P  et  Q  et,  par  suite,  ces  trois  plans  coïncident. 

£n  généralisant  ce  raisonnement,  on  en  conclut  que  tous  les  points  de 
la  courbe  F  sont  dans  un  même  plan,  lorsque  les  trois  déterminants 

dx  d^y  —  dy  d^x,     dx  d^z  —  dz  d'^x^     dy  d^z  —  dz  d*y, 

ne  s'annulent  pas  simultanément  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  ces  trois 
déterminants  s'annulent  en  môme  temps,  il  peut  arriver  que  la  courbe  F 
se  compose  de  plusieurs  arcs  de  courbes  planes  situés  dans  des  plans  dis- 
tincts, qui  se  rejoignent  en  des  points  où  l'équation  du  plan  osculateur 
est  indéterminée  (*). 

Lorsque  les  trois  mineurs  précédents  sont  identiquement  nuls  dans  un 
certain  intervalle,  la  courbe  F  est  une  ligne  droite,  ou  se  compose  de  por- 

dx 
lions  de  droites.  Si,  par  exemple,  -j-  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  b), 

on  peut  écrire 

d'^y  dx  —  dy  d'^x  __  d^z  dx  —  dz  d^x 

et  Ton  en  conclut  que  l'on  a 

dy  =  Cidx,         dz  =  C^dx^ 
Cl  et  Gs  étant  deux  constantes;  une  nouvelle  intégration  donne  ensuite 

y  =  Cia7-f- C'i,        -3  =  CjiT-h  C'j, 
ce  qui  montre  que  la  courbe  F  est  une  ligne  droite. 

217.  Tangentes  stationnaires.  —  Ce  qui  précède  nous  conduit  à  étu- 
dier sur  une  courbe  gauche  certains  points  exceptionnels  que  nous  n'avons 
pas  encore  définis;  ce  sont  les  points  où  l'on  a 

d^x  _  d^y  _  d^z^ 
^*'^  "d^  '^  ~d/  "lu* 

Njon  dit  qu'en  ces  points  la  tangente  est  stationna  ire.  On  démontre  aisé- 
ment, en  appliquant  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  à  une 
droite,  que  la  distance  d'un  point  de  F  à  la  tangente  en  un  point  voisin, 
qui  est  en  général  du  second  ordre,  est  du  troisième  ordre  pour  une  tan- 
gente siationnaire.  Si  la  courbe  F  se  réduit  à  une  courbe  plane,  les  tan- 


(*)  Ce  cas  singulier  parait  avoir  été  signalé  pour  la  première  fois  par  M.  Peano. 
11  n'offre  évidemment  qu'un  intérêt  purement  analytique. 
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geotes  stationnaires  sont  les  tangentes  d'inflexion.  Le  calcul  que  nous 
venons  de  faire  prouve  que  la  seule  courbe  dont  toutes  les  tangentes  soient 
stationnaires  est  la  ligne  droite. 

En  un  point  où  la  tangente  est  stationnaire,  on  a  A  =  o,  et  l'équation  du 
plan  osculateur  se  présente  sous  forme  indéterminée.  Mais  cette  indéter- 
mination n'est  qu'apparente.  En  efl'et,  si  nous  reprenons  les  calculs  faits 
au  début  du  n**  21.*$,  en  poussant  le  développement  des  coordonnées  du 
point  M'  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre,  et  utilisant  les  rela- 
tions (il),  nous  trouvons  que  l'équation  du  plan  passant  par  la  tangente 
en  M  et  par  le  point  voisin  M'  peut  s'écrire 


X  —  X  Y  — y  Z  —  z 

f\t)  ^'(t)  ^\t) 

nn-^z,  o'"(/)-^£,  ^."'(o+^j 


=  o, 


£],  e^,  £3  tendant  vers  zéro  avec  h.  Ce  plan  tend  donc  vers  une  position 
limite  parfaitement  déterminée;  on  obtiendra  l'équation  du  plan  oscula- 
teur en  remplaçant  la  seconde  des  conditions  (6)  par  la  suivante 

A  d^x  4-  B  d^y  -\-Cd^z  rr=  o. 

Si  Ton  avait  aussi 

d^  T       d^y       d^  z 

djc         dy         dz 

il  faudrait  remplacer  la  seconde  des  relations  (6)  par 

A  dix  -i-  B  dny  -+-  C  d'i z  =  o, 

q  étant  le  plus  petit  nombre  entier,  tel  que  cette  relation  soit  distincte 
de  A  ^j^ -H  B  dy -h  G  ûTs  =  o.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  le 
démontrer,  et  d'étudier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  au  plan  oscu- 
lateur. Dans  le  cas  général,  où  l'on  n'a  pas 

kd'*x -^^d^y -\-Q.d'*z  —  Q^ 

un  plan  tangent  quelconque  est  traversé  par  la  courbe  gauche,  sauf  le 
plan  osculateur  qui  n'est  pas  traversé. 

218.  Application  à  quelques  courbes.  —  Considérons  en  particulier 
les  courbes  gauches  F  qui  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

'  (12)  T  dy  — y  dx  =  K  dz, 

K  étant  une  constante  donnée;  de  celte  relation  on  déduit  encore 

(  X  d^y  —  yd^x  =  K  d^  z, 

\  xd^y — yd^x-hdxd-y  —  dyd'^x  =  Kd^z, 

Étant  donnée  une  courbe  de  cette  espèce,  proposons-nous  de  trouver  les 
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plans  osculateurs  qui  passent  par  un  point  donné  (a,  b,  c)  de  Tespace. 

Les*  coordonnées  du   point  de  contact  {x,  y^  z)  doivent   satisfaire  à 

l'équation 

a  —  X    b — y    c  —  z 

dx  dy         dz 

d*x        d*y        d^z 


=  o, 


qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (la)  et  (i3), 
(i4)  cty  —  bx'\-K(c  —  z)  =  o'j 

les  points  de  contact  sont  donc  à  Tintersection  de  la  courbe  gauche  F  et 
du  plan  représenté  par  l'équation  (i4)}  plan  qui  passe  par  le  point  (a,  b,  c). 
L'équation  A  =  o,  qui  détermine  les  points  où  le  plan  osculaleur  est  sta- 
tionnaire,  devient  de  même,  en  remplaçant  dz^  d*z  et  d^z  par  leurs 
valeurs, 

A  =  r^  {dxd^y  — dy  d*xy  =  o; 

on  aura  donc,  pour  ces  points, 

d^x  _  d^y  __  yd^x  —  xd^y  __  d^z 
dx  '^   dy  ^    y  dx  —  xdy    ^   dz 

ce  qui  montre  que  la  tangente  est  stalionnaire. 

Il  est  facile  d'avoir  des  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (12); 
il  suffit,  par  exemple,  de  poser 

a7  =  A<'«,        ^=B<«,        z  —  Ctm-^-n^ 

A,  B,  G,  m,  n  étant  constants.  Les  courbes  les  plus  simples  sont  la 
cubique  gauche  a;  =  ^,  ^  =  <',  ^  =  O,  et  la  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  x  =  t,  y  ^  t^,  z  =^  <*•  L'hélice  circulaire 

ar  =  acosf,        ^  =  asin^,        z  =  Kt 

répond  aussi  à  la  question. 

Pour  obtenir  toutes  les  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (la), 

écrivons-la 

d{xy  —  Kz)  =  iydx; 

si  Ton  a 

cette  relation  nous  donne  ^y/'{t)  =  ^'{t).  En  résolvant  ces  trois  équa- 
tions par  rapport  à  .r,  y^  z,  nous  obtenons  les  expressions  générales  des 
coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre  variable 

(.5)       «./(.),      .-^y      K.  =  4£l^ll)-,(,, 
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Ces  formules  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires /et  «p,  mais  il  est 
clair  qu'on  peut  prendre  pour  l'une  de  ces  fonctions  une  forme  particu- 
lière, par  exemple  poser /(/)  =  t. 


II.  —  SURFACES  ENVELOPPES. 

Avant  d'étudier  la  courbare  des  courbes  gauches,  nous  ferons 
«ne  digression  sur  la  théorie  des  surfaces  enveloppes. 

219.  Surfaces  à  un  paramètre.  —  Soit 

(16)  /{x,y,z,a)  =  o 

l'équation  d'une  surface  S,  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a. 
S'il  existe  une  surface  E  tangente  à  chacune  des  surfaces  S  le  long 
d'une  courbe  G,  cette  surface  E  est  appelée  Venveloppe  des  sur- 
faces S,  et  la  courbe  de  contact  G  des  deux  surfaces  S  et  E  est  la 
caractéristique. 

Pour  reconnaître  s'il  existe  une  enveloppe,  il  faut  donc  examiner 
s'il  est  possible  de  déterminer  sur  chacune  des  surfaces  S  une 
courbe  G  telle  que  le  lieu  de  ces  courbes  soit  tangent  à  la  sur- 
face S  le  long  de  G.  Soient  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  la  caractéristique  ;  si  ce  point  n'est  pas  un  point  singulier  de  la 
surface  S,  l'équation  du  plan  tangent  à  cette  surface  est 

f(X_.)^|(Y-^)-.^^(Z-,)=o. 

D'autre  part,  quand  on  se  déplace  sur  l'enveloppe  ^^  x^  y^  z^  a 
sont  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  vérifiant 
l'équation  (16)  et,  entre  leurs  différentielles,  on  a  la  relation 

(17)  J-  dx  -\-  -f-  dy  -\-  ;  dz  -\-  -f-  da  =  o; 
^  '''  dx  ôy    -'        dz  da 

pour  que  le  plan  tangent  à  la  surface  E  soit  identique  au  plan 
tangent  à  S,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  entre  les  difl'éren- 
tielles  dx^  dy^  dz^  la  relation 

—  dx  H — —  dv  H — -  dz  z=z  o. 
dx  dy    -^^  dz  ' 
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condition  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 
(.8)  g  =  o. 

On  démontrera  inversement,  comme  pour  les  courbes  planes 
(n"201),  que  la  surface  R(^,  j^,  z)  =  o,  obtenue  par  l'élimination 
du  paramètre  a  entre  les  deux  équations  (i6)  et  (i8),  représente, 
soit  l'enveloppe  des  surfaces  S,  soit  le  lieu  des  points  singuliers. 
La  caractéristique  C  représentée  par  les  équations  (i6)  et  (i8)  est 
encore  la  position  limite  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  S 
avec  une  surface  infiniment  voisine  de  la  même  famille. 

220.  Surfaces  à  deux  paramètres.  —  Considérons  maintenant 
une  équation 

(19)  A^yyy  -»  ^»  ^)  =  0» 

qui  représente  des  surfaces  S  dépendant  de  deux  paramètres  a 
et  b.  Il  n'existe  pas  en  général  de  surface  tangente  à  toutes  les 
surfaces  de  cette  famille  tout  le  long  d'une  courbe;  en  effet,  si 
Ton  établit  entre  les  deux  paramètres  a  et  &  une  relation  6  =  '^ (a), 
on  a  des  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  a,  et  la 
caractéristique  est  représentée  par  l'équation  (19)  jointe  à  l'équa- 
tion 

àf        àf    , 

Cette  caractéristique  dépend  en  général  de  ^'{cl)^  de  sorte  que  sur 
chaque  surface  S  il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques;  elles  n'en- 
gendrent donc  pas  une  surface  lorsque  a  et  b  varient.  Nous  allons 
chercher  s'il  existe  une  surface  E  touchant  chacune  des  surfaces 
en  un  point  seulement,  ou  en  quelques  points,  et  non  tout  le  long 
d'une  courbe.  Si  cette  surface  existe,  les  coordonnées  (a:,  y,  z) 
d'un  point  de  contact  de  la  surface  S  avec  l'enveloppe  E  sont  des 
fonctions  des  deux  paramètres  variables  a  et  6  qui  satisfont  à  la 
relation  (19)  et  dont  les  différentielles  dxj  dy^  dz  vérifient  par 
conséquent  la  relation 

àf  ^         àf  ,         àf  ,        df  .        àf  ,, 
(21)  --;^-  dx-^  -^  dy  '\-  -^  dz-\-  -^  da-^  -^,  do  —  o. 

^     *  àx  ôy    '^        àz  àa  oh 

Pour  que  la  surface,  lieu  du  point  (x,  y^  2),  soit  tangente  à  la 
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surface  S,  il  faut  encore  que  l'on  ail 

àf  .        dS  .       df  . 

dx  dy    ^        dz 

relation  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 

-r-  da  -\-  -^  db  =  o, 

aa  ob 

Comme  a  et  6  sont  deux  variables  indépendantes,  il  faudra  que 
Ton  ait  à  la  fois,  pour  le  point  de  contact, 

(")  £="'    l^=«- 

On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a  et  6 
entre  les  trois  relations  (19)  et  (22).  Le  raisonnement  prouve  bien 
que  la  surface  ainsi  trouvée  est  tangente  à  la  surface  S,  sauf  si  l'on 
a  à  la  fois,  pour  les  solutions  communes  aux  équations  (19)  et  (22), 

dx       dy       dz         * 

cette  surface  est  donc  soit  l'enveloppe,  soit  le  lieu  des  points  sin- 
guliers des  surfaces  S. 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  deux  espèces  de  surfaces  enve- 
loppes, suivant  que  les  surfaces  enveloppées  dépendent  de  un  ou 
deux  paramètres.  Par  exemple,  le  plan  tangent  à  une  sphère  ou  à 
un  hyperboloïde  dépend  de  deux  paramètres,  et  ce  plan  touche  la 
surface  en  un  point  seulement.  Au  contraire,  le  plan  tangent  à 
un  cône  ou  à  un  cylindre  ne  dépend  que  d*un  paramètre  variable, 
mais  ce  plan  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  génératrice. 

221 .  Surfaces  développables.  —  La  surface  enveloppée  par  un 
plan  ne  dépendant  que  d'un  paramètre  variable  est  appelée  surface 
développable. 

Soit 

(23)  z  =  rtx  -hy/(oL)  -h  Q(a) 

l'équation  du  plan  mobile  P,  a  étant  un  paramètre  variable, /(a) 
et  ^(a)  deux  fonctions  quelconques  de  ce  paramètre.  La  caracté- 
ristique est  définie  par  l'équation  (28)  jointe  à  l'équation 

(24)  X  -i-y/'ioL)  -h  ©'(a)  =  o, 
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obtenue  en  difTérentiant  par  rapport  à  a;  c'est  donc  une  ligne 
droite  G,  et  la  surface  développable  est  une  surface  réglée.  Nous 
allons  démontrer  que  toutes  ces  droites  G  sont  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Pour  cela,  différentlons  encore  une  fois  par  rap- 
port à  a;  la  nouvelle  équation  obtenue 

(25)  r/'(«)  +  T'(«)  =  o 

détermine  sur  la  caractéristique  G  un  point  particulier  M.  Le  lieu 
de  ces  points  M,  lorsque  a  varie,  est  une  courbe  gauche  F,  dont 
la  tangente  est  la  droite  G  elle-même.  La  courbe  F  est,  en  effet, 
représentée  par  les  trois  équations  (23),  (24)}  (25),  dont  on 
pourrait  tirer  les  coordonnées  x^  y^  z  en  fonction  de  a.  Si  l'on 
différentie  les  deux  premières  de  ces  équations,  en  ayant  égard  à 
la  dernière,  il  vient 

(26)  dz  =  oidx -Jrf{(i)dy,        dx -\'f{cL)dy  =  o, 

relations  qui  expriment  que  la  tangente  à  la  courbe  F  est  parallèle 
à  la  caractéristique  G.  D'ailleurs  ces  deux  droites  ont  un  point 
commun;  donc  elles  se  confondent. 

Le  plan  osculateur  à  la  courbe  F  est  précisément  le  plan  P  lui- 
même.  Il  suffît,  pour  le  prouver,  de  démontrer  que  l'on  a 

dz  =  adx   '^f{oL)dy^ 
d^z  =  aLd^x-\-/{aL)d^yy 

dx^  dy^  dz,  d^x^  d^y^  d^z  étant  les  différentielles  du  premier  et 
du  deuxième  ordre  de  x^  y^  z  par  rapport  à  a.  La  première  de  ces 
relations  a  déjà  été  établie,  car  c'est  la  première  des  relations  (26); 
si  on  la  différentie  de  nouveau,  il  vient 

d^z  =  ad^x-^f{%)d^y  -h  [dx -{' f  {ti)dy'\doL, 

ce  qui  donne  la  dernière  relation  à  établir,  en  tenant  compte  de 
la  seconde  des  relations  (26).  Toute  surface  développable  peut 
donc  être  définie  comme  la  surface  engendrée  par  les  tan- 
gentes  à  une  courbe  gauche  F.  Celle  courbe  F  peut,  comme  cas 
exceptionnel,  se  réduire  à  un  point,  à  dislance  finie  ou  à  Finfîni; 
la  surface  est  alors  un  cône  ou  un  cylindre.  C'est  ce  qui  arrive 
lorsque  y^(  a)  =  o. 

Réciproquement,  toute  surface  engendrée  par  les  tangentes  à 
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une  courbe  gauche  F  est  une  surface  développable.  Soient 

les  coordonnées  d'un  point  de  F;  le  plan  osculateur 

A(X  — a7)-4.B(Y— ^)-4-C(Z  — ^)=o 

dépend  d'un  seul  paramètre  variable  t',  nous  allons  vérifier  que 
la  caractéristique  de  ce  plan  est  précisément  la  tangente.  Cette 
caractéristique  est  l'intersection  du  plan  osculateur  avec  le  plan 

£fA(X  —  ar)  4- cfB(Y  — ^) -4- rfG(Z  —  z)  =  o, 

qui  passe  également  par  le  point  x^  y^  z.  Pour  démontrer  qu'elle 
se  confond  avec  la  tangente,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

dA.dx-i-dBdy'\'dCdz=^o; 

la  première  de  ces  relations  est  une  des  relations  (6)  qui  déter- 
minent les  coefficients  A,  B,  C.  La  seconde  s'obtient  en  difTéren- 
tiant  la  première  et  tenant  compte  de  la  dernière  des  formules  (6), 

A  c?*  a? -h  B  rf*^ -h  C  c?*  «  =  o. 

Ce  mode  de  génération  d'une  surface  développable  permet  de 
se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  forme  de  la  surface.  Soit  AB  un 
arc  de  courbe  gauche  ;  par  chaque  point  M  de  l'arc  AB  menons  la 
tangente,  et  ne  considérons  que  la  portion  de  tangente  qui  cor- 
respond à  une  direction  déterminée,  par  exemple  celle  de  A  vers  B. 
Le  lieu  de  ces  demi-droites  est  une  nappe  de  surface  S|  limitée 
par  l'arc  AB  et  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  s'étendant  d'autre 
part  jusqu'à  l'infini.  En  prenant  de  même  les  autres  portions  de 
tangentes,  on  obtient  une  autre  nappe  de  surface  analogue  S2, 
qui  se  raccorde  avec  S|  le  long  de  l'arc  AB;  les  deux  nappes  de 
surface  paraissent  se  recouvrir  partiellement  pour  un  observateur 
placé  au-dessus.  Il  est  clair  que  tout  plan  passant  par  un  point  O 
de  l'arc  AB  coupe  les  deux  nappes  S|  et  S2  suivant  deux  branches 
de  courbe  qui  viennent  se  raccorder  au  point  O,  en  formant 
un  rebrou ssement;  cette  propriété  explique  le  nom  d'arête  de 
rebroussement  donné  à  la  courbe  gauche  F. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  par  le  calcul.  Prenons  le  point  O  pour 
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origine,  le  plan  sécani  pour  plan  des  xy^  la  tangente  pour  axe 
des  z^  le  plan  osculateur  pour  plan  des  xz\  si  l'on  a  pris  z  pour  la 
variable  indépendante,  les  développemenls  de  x  et  de  j^  sont  de  la 
forme 

car  on  doit  avoir,  pour  l'origine, 

(Ix  _  dy        d-y 
dz        dz         dz^ 

el  les  équations  de  la  tangente  en  un  point  voisin  de  l'origine 
s'écrivent 

X  —  a^z^  —  (t^z^  — ...        Y  —  /^n -3'  — .  •  • 


2aî5-f-...  363^--h... 


-     -     La    )^  m 


Si  l'on  y  fait  Z  =  o,  on  a  les  coordonnées  X,  Y  du  point  de  ren- 
contre de  la  tangenle  avec  le  plan  sécant;  les  développements  de 
ces  coordonnées  commencent  respectivement  par  un  terme  en  z^ 
et  par  un  terme  eaz^ ,  On  a  donc  bien  un  rebroussement  à  l'origine. 

Exemple.  —  Prenons  pour  arête  de  rebroussement  la  cubique  gauche 
X  =  tj  y  =  t^j  z  =  <3.  L'équation  du  plan  osculateur  est 

(27)  <»— 3/ïX-4-3rY  — Z  =0; 

on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  développable  en  écrivant  que  l'équa- 
tion précédente,  considérée  comme  une  équation  en  /,  admet  une  racine 
double,  ce  qui  revient  à  éliminer  t  entre  les  deux  équations 

^     ^  (  X/«-2<Y-hZ  =0. 

Le  résultat  de  l'élimination  est 

(XY-Z)»— 4(Xî— Y)(Y2-  XZ)  =  0, 

là  surface  développable  est  donc  du  quatrième  ordre. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  (28)  représentent  la  tangenle  à  la 
cubique  gauche. 


!.  Si  ^  =  F(^î  y)  est  l'équation  d'une  surface  développable, 
la  fonction  F(^,j^)  satisfait  à  l'équation  s^ — r^  =  o,  r,  5,  t 
désignant,  suivant  l'usage,  les  trois  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  de  la  fonction  F(^,  y). 
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En  effet,  le  plan  tangent  à  cette  surface,  qui  a  pour  équation 

Z  =pX  -h  qY  -\-  z—  px  —  qyj 

ne  doit  dépendre  que  d'un  paramètre;  des  trois  quantités/?,  y, 
z  — px  —  qy,  il  y  en  a  donc  une  seule  d'arbitraire,  et  en  particu- 
lier il  y  a  une  relation  entre  p  et  q^  /(/?,  q)  =  o.  On  déduit  de  là 

que  le  jacobien  jrj^^-^  =  ri  —  6*^  doit  être  identiquement  nul. 

Inversement,  si  l'on  a  r^  —  5^=0,  y  et  />  sont  liés  par  une 
relation  au  moins.  S'il  y  a  deux  relations  distinctes,  p  el  q  sont 
des  constantes  /?  =  a,  ^r  =  6,  et  la  fonction  F(;r,  y)  est  égale  à 
ax  H-  by  ~\-c\  la  surface  est  un  plan.  S'il  y  a  une  seule  relation 
entre  p  et  y,  on  peut  l'écrire  q  =  f  (/?),  p  ne  se  réduisant  pas  à 
une  constante.  Mais  on  a  aussi 

de  sorte  que  z  —  px  —  qy  est  aussi  une  fonction  de  /?,  soit  <{^(/>), 
lorsque  rt  —  5^=10.  La  fonction  inconnue  z  =  F(x,y)  et  ses 
dérivées  partielles  p  et  q  vérifient  donc  les  deux  relations 

q  =cp(/?),         2— /?ar  —  (p(/?)jK  =  <);(/?); 

différentiôns  la  seconde  par  rapport  à  :c  et  à^,  il  vient 

Puisque  p  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  doit  avoir 

x-\-yo'(p)-i-^\p)  =  o. 

L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  donc  en  éliminant  p  entre 

cette  relation  et 

z=px-\-y^(p)'^^(p)y 

ce  qui  donnera  précisément  l'enveloppe  du  plan  précédent,  où 
l'on  regarde/?  comme  le  paramètre  variable. 

223.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  gauches.  —  Une 
famille  de  courbes  gauches,  dépendant  d'un  paramètre  variable, 
n*admet  pas  en  général  de  courbe  enveloppe.  Considérons  d'abord 


526  CHAPITRE  XI.   —   COURBES  GAUCHES. 

une  famille  de  droites 

(29)  x  =  aZ'hp,        jr  zrzbz-i-q, 

a,  bj  /?,  q  étant  des  fonctions  données  d^un  paramètre  variable  a; 
nous  allons  chercher  à  quelle  condition  cette  droite  est  tangente 
dans  toutes  ses  positions  à  une  courbe  gauche  F.  Soit  js  =  f(a) 
la  coordonnée  z  du  point  M  où  la  droite  mobile  D  touche  son 
enveloppe  T  ;  la  courbe  cherchée  F  sera  représentée  par  les  équa- 
tions (29),  auxquelles  on  ajoutera  la  relation  ^  =  f(a),  et  les 
paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  cette  courbe  auront  pour 
expressions 

—  =  a(p'(a)  -4-  a'<p(a)  -h-p', 

a',  6',  />',  y'  étant  les  dérivées  de  a,  6,  /?,  q.  Pour  que  cette  tan- 
gente soit  la  droite  D  elle-même,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

ûfa?  _     dz         ^y  __  1^  ^^ 
d%  ~"     doL  doL  doL 

c'est-à-dire 

a'9(a)H-/?'  =  o,        6'<p(a)H-^'  =  o. 

La  fonction  inconnue  f  (oc)  doit  donc  satisfaire  à  deux  relations 
distinctes,  et  par  conséquent  la  droite  mobile  n'a  une  enveloppe 
que  si  ces  relations  sont  compatibles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

a'q'—b'p'=zo. 

Lorsque  cette  relation  est  vérifiée,   on  obtiendra  la  courbe  en- 

veloppe  en  prenant  ç(a)  =  —  A  =  —  ?-,  • 

Il  est  facile  de  généraliser  le  raisonnement.  Considérons  une 
famille  de  courbes  gauches  (C),  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable a,  représentées  par  les  équations 

(30)  F(a?,7,  ^,  a)  =  o,         4>(a:,^,  z,  a)  =  o; 

si  ces  courbes  C  sont  tangentes  à  une  courbe  F,  les  coordonnées 
(a:,  y,  z)  du  point  de  contact  M  de  la  courbe  C,  qui  correspond  à 
la  valeur  a  du  paramètre,  avec  l'enveloppe  sont  des  fonctions  du 
paramètre  a  qui  vérifient  les  équations  (3o),  et  une  autre  relation 


i 
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distincte  de  celles-là.  Soient  dx^  dy^  dz  les  différentielles  rela- 
tives à  un  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  C;  a  restant 
constant  sur  la  courbe  C,  on  a  entre  ces  différentielles  les  deux 

*  relations 

àY   ,        à?  ^        dY  ^ 

dx  dy    '^        dz 

—  dx  A dv  A dz  =  o. 

dx  dy    -^       dz 

Soient  d^autre  partSj;,  S^,  8a,  Sa  les  différentielles  de  x^y^  5,  a, 
relatives  à  un  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  F;  ces  diffé- 
rentielles vérifient  les  relations 

I  dY  ^         dY  ^         dY  ^         dY  ^ 
\  dx  dy   '^        dz  da 

^      '  W4>  ^  d<^  ^  d*  ^         d*  . 

\   dx  dy   *^        dz  dix 

Pour  que  les  courbes  C  et  F  soient  tangentes,  il  faut  et  il  suffit 

que  Ton  ait 

dx  __  dy       dz 

Sa?        ^y  "*  ^z 

et  ces  conditions  deviennent,  en  tenant  compte  des  relations  (3i) 

et  (82), 

dY  ^  (M>  . 

Les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  de  contact  doivent  donc 
vérifier  les  équations 

/oov  13.  ^  àY  d* 

(33)  F  =  o,        *  =  o,         —-=0,        —-=0. 

d%  d% 

Pour  que  les  courbes  C  admettent  une  enveloppe,  il  faut  donc  que 
les  quatre  équations  précédentes  soient  compatibles,  quelle  que 
soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Réciproquement,  si  ces  équations 
admettent  une  solution  commune  en  x,  y^  z,  quel  que  soit  a,  le 
raisonnement  prouve  que  la  courbe  F  décrite  par  ce  point  x^y^  z 
est  tangente  en  chacun  de  ces  points  à  la  courbe  C  correspon- 
dante. Ceci  suppose  toutefois  que  le  point  de  coordonnées 
{Xy  y,  z)  n'est  pas  un  point  singulier  de  la  courbe  C,  c'est-à-dire 
que  les  relations  (3i)  déterminent  les  rapports  des  différentielles 
dx^  dy,  dz. 
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Remarque,  —  Lorsque  les  courbes  C  soot  les  caractéristiques 
d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramèlre  F(a:,  y^  z,  a)  =  o,  les 
équations  (33)  se  réduisent  à  trois  équations  distinctes 

(3,)  F=o,         -=o,         —  =o; 

la  courbe  représentée  par  ces  équations  est  donc  l'enveloppe  des 
caractéristiques.  C'est  la  généralisation  de  la  propriété  établie  plus 
haut  pour  les  génératrices  d'une  surface  développable. 

Les  équations  d'une  droite  mobile  se  présentent  quelquefois  sous  la 
forme 

,3^.  .^  — .'r„        V  — ro       z  —  zo 


a  o  c 


^oj  yoi  ^oi  ^1  ^1  c  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable  a.  Il  est 
aise  de  trouver  directement  la  condition  pour  que  cette  droite  ait  une 
enveloppe.  Désignons  par  /  la  valeur  commune  des  rapports  précédents; 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  ont  pour  expressions 

et  il  s'agit  de  voir  s'il  est  possible  de  prendre  pour  /  une  fonction  de  a 
telle  que  la  courbe  décrite  par  le  point  {x^y,  z)  soit  tangente  à  la  droite 
mobile.  II  faut  pour  cela  que  l'on  ait 


(36) 


x[^  -h  a'  l  _  y\)  -^b'I  _  z'q-^-c'I  ^ 
a  b  c        * 


en  désignant  par  m  une  nouvelle  indéterminée  égale  aux  rapports  précé- 
dentSy  et  éliminant  l  et  m  entre  les  trois  équations  liuéaires  obtenues, 
on  est  conduit  à  l'équation  de  condition 


(37) 


^0    ^'0     -^0   ' 


a       b       c    I  =  o. 

I 

a'      b'     c'    \ 


Si  cette  condition  est  satisfaite,  les  relations  (36)  donneront  /  et  par 
suite  l'enveloppe. 
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224.  Indicatrice  sphérique.  —  Sur  une  courbe  gauche  F  adop- 
tons un  sens  de  parcours  délerininé,  et  désignons  par  s  l'arc  de  la 
courbe  AM,  compris  entre  un  point  A  choisi  pour  origine  et  un 
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point  quelconque  M,  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant 
que  la  direction  de  A  en  M  est  la  direction  positive  ou  la  direction 
opposée.  Soit  MT  la  direction  positive  de  la  tangente  en  M^  c'est- 
à-dire  celle  qui  correspond  à  des  arcs  croissants.  Si  par  un  point  O 
de  Tespace  on  mène  des  parallèles  à  ces  demi-droites,  on  forme 
un  cône  S,  qui  est  le  cône  directeur  de  la  surface  développable 
engendrée  par  les  tangentes  à  la  courbe  F.  Du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  Funité  de  longueur,  décrivons  une 
sphère  et  soit  S  Tintersection  de  cette  sphère  avec  le  cône  précé- 
dent, la  courbe  S  est  appelée  Vindicatrice  sphérique  de  la 
courbe  F.  Ces  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point;  à 
un  point  M  de  F  correspond  le  point  m,  où  la  parallèle  à  la  direc- 
tion MT  perce  la  sphère.  Lorsque  le  point  M  décrit  F  dans  le  sens 
positif,  le  point  m  décrit  la  courbe  S  dans  un  certain  sens,  que 
nous  adopterons  comme  sens  positif  sur  la  courbe  S,  de  façon  que 
les  arcs  correspondants  s  et  o-des  deux  courbes  croissent  en  même 
temps  {fig*  48). 

Fig.  48. 


Il  est  évident  que,  si  Fon  déplace  le  centre  O  de  la  sphère,  la 
courbe  S  subit  la  même  translation  ;  nous  supposerons  dans  la 
suite  que  le  centre  O  coïncide  avec  Torigine  des  coordonnées.  De 
même,  si  Fon  change  le  sens  positif  sur  la  courbe  F,  la  courbe  I 
est  remplacée  par  la  courbe  symétrique  relativement  au  point  O; 
mais  il  est  à  remarquer  que  la  direction  positive  mt  de  la  tangente 
à  2  ne  dépend  pas  du  sens  du  parcours  adopté  sur  F. 

Le  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  0/n  est  parai- 
G.  34 
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lèle  au  plan  osculateur  en  M.  Soit,  en  eflfet, 

AX-t-BY4-CZ  =  o 

Téquation  da  plan  0  mm',  le  centre  O  de  la  sphère  étant  à  Tori- 
gine;  ce  plan  étant  parallèle  aux  deux  tangentes  en  M  et  M',  on 
doit  avoir,  les  points  M  et  M'  correspondant  aux  valeurs  /  et 
^  -}-  A  du  paramètre, 

(38)  A/'(0+  Bo'(0-H  C^;'(0=  o; 

(39)  A/'(^-h/t)H-B<p'(r  +  /i)-hC<.'(^-h  A)  =  o, 

la  seconde  de  ces  relations  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

.   f'(t'^h)^f'(t)  o'(f^h)-^'(t)  ^'(t-^h)^^'(t) 

A  ^  -t-B -f-G =o, 

qui  devient,  lorsque  h  tend  vers  zéro, 

(40)  A/'(0+  B9'(0-4-  C4;'(0  =  o, 

et  les  équations  (38)  et  (4o)  auxquelles  on  parvient  sont  précisé- 
ment celles  qui  déterminent  le  plan  osculateur. 

225.  Rayon  de  courbure.  —  Soit  u)  Tangle  des  directions  posi- 
tives MT,  M'T'  des  deux  tangentes  aux  points  infiniment  voi- 
sins M,  M'  de  la  courbe  F.  La  limite  du  quotient  — jvrjcp'  lorsque 

le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  s'appelle  encore 
la  courbure  de  F  au  point  M;  le  rayon  de  courbure  est  l'inverse 

8  PC  MM' 
de  la  courbure,  c'est-à-dire  la  limite  du  quotient •  On  peut 


(i> 


encore  définir  le  rayon  de  courbure  comme  la  limite  du  rapport 
des  arcs  infiniment  petits  MM',  mm']  nous  avons  en  efiet 

arc  MM'  _  arc  MM'         arc  m/n'  corde  mm' 

w        ~  arc  mm'        corde  mm'  u) 

,  j  ,       arcmm'      cordemm'  i.     .      i, 

et  chacun  des  rapports 3 ?> a  pour  limite  1  unile 

^^  corde  m/n  oî  * 

lorsque  m'  se  rapproche  de  m.  Les  arcs  5,  o-  variant  dans  le  même 
sens,  on  a  donc 

(40  R  =  J- 
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Soient 

(42)  a;=^f(t),       7  =  ?^0,        ^  =  'K0» 

les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  F  dans  un  système  d'axes 
rectangulaires  ajant  le  point  O  pour  origine.  Les  coordonnées  du 
point  m  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  MT 

'"^Ts'       P=rfF'       "f^dS' 

on  déduit  de  ces  formules 

dsd^x  —  dx  d^s        .^      ds  d^y  —  dyd*s        ,        dsd^z  —  dzd^s 

"'  = df ^ d.'         •   •*'- Si ■ 

ou,  en  développant  les  carrés  et  tenant  compte  des  relations  qui 
donnent  ds^  et  dsd^s^ 

j  _  (cga?«-t-  d>»4-  dz^)[(d*x)^-h(d^y)*-h(d^z)*]  ^(dx  d^x  4-  dyd^y  -4-  dz  d^  z)« 
^"^   ~  ds^  ^ 

L'emploi  de  Tidentité  de  Lagrange  permet  encore  d'écrire 

^"•= dT^ • 

en  posant^  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite, 

iX  =  dy  d^z  —  dz  d^y,        B  =  dz  d*x  —  dx  d^z. 
C  =  dx  d^y  —  dy  d^x^ 

et  la  formule  (40  qui  donne  le  rayon  de  courbure  devient  alors 

ds^ 


(44)  R'  = 


A«-hB«-+-G«' 


R*  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  rationnelle  de  x,  y^  z,  x\ 
y,  z'^  x"j  y^^  z" ,  Quant  au  rayon  de  courbure  lui-même,  son 
expression  est  irrationnelle,  mais  c'est  une  quantité  essentielle- 
ment positive. 

Remarque.  —  Lorsque  la  variable  indépendante  est  l'arc  de  la 
courbe  F  elle-même,  les  fondions  f{s)^  ?(*)?  ^(^)  vérifient  la 
relation/'^ (5)  -\-  ^'^{s)  -f-  ^''^(5)  =  1,  et  la  formule  qui  donne  le 
rayon  de  courbure  prend  une  forme  élégante.  Si  l'on  reprend,  en 
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eflet,  le  calcul  précédent,  on  a,  s  étant  la  variable  indépendante, 

(45)  da=f''(s)ds,        d^  =  ^''{s)ds,        dy  =  Y(s)ds, 

i  d7^=\[r{s)y-^[^'(s)y-^[Y(s)y\ds^ 

et,  par  suite, 

(44  àis)  ^,  =[r{s)]^^[Y{s)Y-^[Y{s)y. 

226.  Normale  principale.  Centre  de  courbure.  —  Par  le  point  M 
de  la  courbe  F,  menons  une  droite  parallèle  à  la  tangente  en  m  à 
la  courbe  S  et  considérons  sur  cette  droite  la  direction  MN  paral- 
lèle à  la  direction  positive  mt.  La  droite  ainsi  obtenue  s'appelle 
la  normale  principale  à  F;  c'est  la  normale  située  dans  le  plan 
osculateur,  puisque  mt  est  perpendiculaire  sur  0/w  et  que  le 
plan  Omt  est  parallèle  au  plan  osculateur  (n°  224).  La  direc- 
tion MN  est  la  direction  positive  de  la  normale  principale. 
C'est  une  direction  bien  définie,  puisque  la  direction  de  mt  ne 
dépend  pas  du  sens  de  parcours  adopté  sur  F.  Nous  verrons  tout 
à  Fheure  comment  on  pourrait  définir  cette  direction  sans  se 
servir  de  l'indicatrice. 

Si  l'on  porte  sur  la  direction  MN,  à  partir  du  point  M,  une  lon- 
gueur MG  égale  au  rayon  de  courbure,  l'extrémité  C  s'appelle  le 
centre  de  courbure,  et  le  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre 
avec  le  rayon  MC  dans  le  plan  osculateur  s'appelle  le  cercle  de 
courbure.  Soient  a',  P',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale;  les  coordonnées  x^^y^^  z^  du  centre  de  courbure  ont 
pour  expressions 

Or,  on  a 

,  _^  doL  __  doL  ds  __  ^  d%  _^ -^  dsd^x  —  dxd^s 
"*  rf(T  ~~  ds  d<j  ^       ds  ds^ 

et  des  formules  analogues  pour  ^'  et  y.  En  remplaçant  a!  par  sa 
valeur  dans  Xt,  il  vient 

...  ds  d^x  —  dx  d*s 

X,=  ^^.R,  _ ; 


m.  —  COURBURE  ET  TORSION  DBS  COURBES  GAUCHES.  533 
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le  coefficient  de  R^  peut  encore  s'écrire 
ds^ d^x  —  dx  ds d* s  _  d^x(dx^-i-dj^^'+'dz^) — dx{dxd^x->rdyd^y-^dzd^z) 

OU,  en  introduisant  les  coefficients  A,  B,  C, 

^dz  —  Qdy 

ds^ 

Les  valeurs  de^j  et  de  Z\  se  déduisent  de  celles  de  X{  par  symé- 
trie et  l'on  a,  en  définitive,  pour  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure, 

'  _ .  A  dv  —  B  dx 

ces  formules  sont  rationnelles  en  x^y^  Zy  x'^y,  z\  od\y\  z". 

Si  l'on  mène  par  le  point  M  un  plan  Q  perpendiculaire  sur  MN, 
ce  plan  passe  par  la  tangente  MT  et  ne  traverse  pas  la  courbe  F 
au  point  M.  Nous  allons  montrer  que  le  centre  de  courbure  et  les 
points  de  F  voisins  de  M  sont  du  même  côté  de  ce  plan  Q.  Pour 
établir  cette  propriété,  supposons  que  la  variable  indépendante 
soit  l'arc  s  de  la  courbe  F  compté  à  partir  du  point  M;  on  a,  pour 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  M'  voisin  de  M, 


„  s  dx        s*   /d*x        \ 

1    ds        1 . 2  \  ds^         I 


et  deux  développements  analogues  pour  Y  et  Z.  Mais,  la  variable 
indépendante  étant  s^  on  a 

dx  d'^x  __  di        doc  du  _    \     , 


ds         *  ds^        ds        d<s  ds        K 

et  la  formule  qui  donne  X  devient 

\R  /    1.2 

Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  dans  le  premier 
membre  de  Téqualion  du  plan  perpendiculaire  à  MN, 
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le  résullat  de  la  substitution  est 

7)  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  s',  ce  résultat  est 
positif  pour  les  valeurs  de  s  voisines  de  zéro.  De  même  en  rem- 
plaçant X,  Y,  Z  par  les  coordonnées  x  +  Ra',  . . .,  du  centre  de 
courbure,  le  résullat  de  la  substitution  est  R,  quantité  essentielle- 
ment positive,  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

227.  Droite  polaire*  Surface  polaire.  —  La  perpendiculaire  A  au 
plan  osculateur  menée  par  le  centre  de  courbure  s'appelle  la  droite 
polaire.  Cette  droite  est  la  caractéristique  du  plan  normal  à  F.  Il 
est  évident  d'abord  que  Tinlersection  des  deux  plans  normaux  aux 
points  voisins  M,  M'  est  une  droite  D  perpendiculaire  aux  deux 
droites  MT,  M'T'  et,  par  suite,  au  plan  mOm!,  Lorsque  le  point 
M'  se  rapproche  de  M,  le  plan  mOm'  devient  parallèle  au  plan 
osculateur,  la  droite  D  a  donc  pour  limite  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  osculateur.  Pour  démontrer  que  cette  droite  passe 
par  le  centre  de  courbure,  supposons  qu'on  ait  pria  pour  variable 
indépendante  l'arc  5  de  F;  le  plan  normal  a  pour  équation 

(47)  «(X-a7)-hP(Y-^)H-Y(Z-^)  =  o, 

et  la  caractéristique  est  définie  par  les  équations  (47)  et  (48) 

(48)  ^(X-^)+|(Y-^)-t-I(Z~^)-i=o. 

La  nouvelle  équation  représente  un  plan  perpendiculaire  à  la 
normale  principale  et  passant  par  le  centre  de  courbure.  L'inter- 
section de  ces  deux  plans  est  donc  la  droite  polaire. 

La  surface  réglée,  lieu  des  droites  polaires,  est  la  surface  po- 
laire. D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  c'est  aussi  la  surface 
développable  enveloppe  du  plan  normal  à  F.  Lorsque  la  courbe  F 
est  une  courbe  plane,  la  surface  polaire  est  le  cylindre  ajant  pour 
section  droite  la  développée  de  F,  et  les  propriétés  précédentes 
deviennent  évidentes. 

228.  Torsion.  —  En  remplaçant  dans  la  définition  de  la  cour- 
bure la  tangente  parle  plan  osculateur,  on  est  conduit  à  un  nouvel 
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élément  géométrique  qui  mesure  en  quelque  sorte  la  façon  plus 
ou  moins  rapide  dont  tourne  le  plan  osculaleur.  Soit  u)'  l'angle 
des  deux  plans  osculateurs  aux  deux  points  infiniment  voisins  M, 

M';  on  appelle  torsion  au  point  M  la  limite  du  quotient jvîxr' 

lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M.  Le 
rajon  de  torsion  T  est  l'inverse  de  la  torsion. 

Menons  par  le  point  M  une  perpendiculaire  au  plan  osculateur, 
et,  sur  cette  droite  appelée  binormaîe,  adoptons  une  direction 
déterminée  (que  nous  fixerons  plus  tard),  de  cosinus  a",  p*^,  ^. 
La  parallèle  menée  par  l'origine  perce  la  sphère  de  rayon  un  en 
un  point /i,  que  nous  ferons  encore  correspondre  au  point  M  de  F. 

Le  lieu  du  point  n  est  une  courbe  sphérique  6,  et  l'on  montre, 

comme  plus  haut,  que  le  rayon  de  torsion  T  peut  encore  être 

défini  comme  la  limite  du  rapport  des  deux  arcs  infiniment  petits 

correspondants,  arc  MM',  arc  nn! ^  des  deux  courbes  F  et  0.  On  a 

donc 

T  désignant  l'arc  de  la  courbe  6. 

Les  coordonnées  du  point  n  sont  a",  P",  y",  c'est-à-dire 

le  radical  étant  pris  dans  les  trois  formules  avec  le  même  signe. 
On  déduit  de  là  les  valeurs  de  rfa",  rfp",  rf^";  on  a,  par  exemple, 

^  *      _i_  (A»-f-Bî-+-C*)^/A  — A(Afl^A-+-  BrfB-f-Gfl^C) 
d%  =.± j 9 

(A*-i-B*-+-C«)"» 
et  la  formule  d'z^=drJ!^  -\-  rfp"2+  rf/»  ^oug  donne 

,_  (A«-f-B«-4-C«)(</A»-h^^-K/G»)-(A^A-t-BrfB-hCrfC)« 

""  (A«-+-B«-i-G»;»  ' 

ou,  en  employant  de  nouveau  l'identité  de  Lagrange, 

(B  rfG— G  ^B)»-f-(G  ^A  —  A  </G)ï-f-( A  £/B  —  B  é/A)» 

(^A»-hB«-{-G*)« 

On  peut  simplifier  le  calcul  du  numérateur  en  utilisant  les  rela- 
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lions 

Adx-hB    dy-hCdz    =  o, 

dX  dx  -4-  rflB  é/^  -h  dC  dz  =  o, 
d'où  l'on  lire 

dx  __  dy  _  dz  _i 

et  il  vient 


(A«  +  B«-hG*)* 

Quant  à  la  valeur  de  K,  on  a,  en  développant, 

_  (dzd^x  —  dx  d^z){dxd^y  —  dy  d^x)—  {dx  d!^y  —  dy  d^x){dz  d^x  —  dxd^z) 

*~  dx 

=idzd^xd^y  —  dxd^z  d^y -^dyd^zd^x  —  d^ydsd^x-hdxd^yd^z  —  dyd^xd^z; 

le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le  développement  du 
déterminant  A[(n**  216),  formule  8].  On  a  donc 

rfx  =  d= ^ , 

A»-+-B*+G«' 

et  par  suite 

/c  N                                     T        .    A«-hB«-*-G« 
(5o)  T  =  ± 

Si  l'on  considère  le  rayon  de  torsion  T  comme  une  quantité 
essentiellement  positive,  de  même  que  le  rayon  de  courbure,  on 
prendra  pour  T  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Mais  il  est 
à  remarquer  que  l'expression  obtenue  est  rationnelle  en  j?',  afy  a/"^ 

y  ^y"^  y" -i  ^^1  ^""i  ^"''  ^'  ®^^  donc  naturel  de  considérer  le  rayon  de 
torsion  comme  une  longueur  affectée  d'un  signe.  Les  deux  signes 
correspondent  à  des  dispositions  entièrement  différentes  de  la 
courbe  F  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Le  signe  de  T  ne  dépendant  que  du  signe  de  A,  étudions 
comment  varie  la  disposition  de  la  courbe  avec  ce  signe.  Nous 
supposerons  que  le  trièdre  Oxyz  est  disposé  de  telle  façon  qu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  des  xy^  les  pieds  en  O  et  la  tête 
en  2,  verrait  l'axe  Ox  tourner  de  90°  de  droite  à  gauche  pour 
coïncider  avec  Oy,  Gela  étant,  choisissons  sur  la  binormale  une 
direction  MN^  telle  que  le  trièdre  (MT,  MN,  MN*)  ait  la  même 
disposition  que  le  trièdre  Oxyz,  Si  Ton  déplace  la  courbe  F  d'une 
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manière  continue  de  façon  à  amener  le  point  M  en  O,  MT  sur  Ox, 
MN  sur  O^,  la  direction  MN^  viendra  coïncider  avec  Oz.  Dans 
ce  mouvement,  la  valeur  absolue  de  T  reste  la  même;  donc  A  ne 
peut  S'annuler  et,  par  suite,  conserve  un  signe  constant  (*).  La 
courbe  F  étant  rapportée  à  ce  nouveau  système  d'axes  de  coor- 
données, supposons  que  la  valeur  ^  =  o  du  paramètre  corresponde 
àPorigine;  les  coordonnées  d'un  point  voisin  auront  des  expres- 
sions de  la  forme  suivante 

IX  =  ait -h  t^  (at  +  e), 

€,  c',  c"  étant  inGnîment  petits  avec  t;  en  effet,  dans  le  système 
d'axes  choisi,  on  doit  avoir,  pour  t  =  o,dy  =  dz  =  d'^z  =  o.  On 
peut  supposer  a^  >  o,  car  il  suffirait  de  remplacer  t  par  —  l  pour 
changer  ai  en  —  «i  ;  b^  est  positif  puisque  y  doit  être  positif  pour 
les  valeurs  de  t  voisines  de  zéro,  mais  Cz  peut  être  positif  ou  né- 
gatif. Or  on  a,  pour  ^  =  o,  A  =  i^ai  biC^dt^,  de  sorte  que  A  a  le 
signe  de  C3.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  le  signe 
de  C3  :  I**  si  C3  >  o,  ^  et  z  sont  négatifs  lorsque  t  varie  de  —  A  à  o 
et  positifs  lorsque  t  varie  de  o  à  +  A  (A  étant  un  nombre  positif 

Fi  g.  49  a. 


très  petit).  Un  observateur  debout  sur  le  plan  osculateur,  les 
pieds  en  un  point  P  de  la  normale  principale,  verrait  l'arc  MM'  à 
sa  gauche  au-dessus  du  plan  osculateur  et  l'arc  MM''  à  droite  au- 
dessous  du  plan  osculateur  (Jig'  49  ût).  La  courbe  est  donc  sinis- 
trorsum.  On  aurait  la  disposition  inverse  (Jig.  49  b)  si  Cs  était 


(*)  Il  est  du  reste  facile  de  démontrer  par  un  calcul  direct  que  A  ne  change 
pas  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  système  d'axes  rec* 
tangulaires  de  même  disposition. 
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négatif;  la  courbe  serait  dextrorsum.  Ces  deux  dispositions  sont 
absolument  distinctes  l'une  de  l'autre.  Par  exemple,  deux  hélices 
de  même  pas,  tracées  sur  deux  c^^lindres  de  révolution  de  même 
rayon,  sont  superposables  si  elles  sont  toutes  les  deux  dextrorsum 
ou  sinistrorsum  ;  mais,  si  l'une  est  dextrorsum  et  l'autre  sinis- 
trorsum,  l'une  d'elles  est  superposable  à  la  symétrique  de  l'autre 
par  rapport  à  un  plan. 

Nous  écrirons  désormais  la  formule  qui  donne  la  torsion 

(5.)  ^^A.-HBJH-C. 

en  un  point  où  T  est  positif,  la  courbe  est  dextrorsum,  et  sinis- 
trorsum en  un  point  où  T  est  négatif.  Ce  serait  le  contraire  avec 
une  disposition  différente  du  trièdre  Oxyz. 

229.  Formules  de  Frenet.  —  Chaque  point  M  de  la  courbe  F 
est  le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle,  de  même  disposition  que 
le  trièdre  Oxyz^  formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et 
la  binormale.  La  direction  positive  de  la  normale  principale  est 
bien  déterminée,  tandis  que  la  direction  positive  de  la  tangente 
peut  être  prise  arbitrairement  et  détermine  celle  de  la  binormale. 
Les  différentielles  des  neuf  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  . . .  s'expri- 
ment très  simplement  au  moyen  de  R,  de  T  et  de  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  par  des  formules  dues  à  Frenet  (  ^  ).  Nous  avons  déjà  obtenu 
les  formules  qui  donnent  rfa,  e/p,  rfv, 

(^^K^  ^-?:  f^-i'         f^-i 

^   ^  ds  ~  R'         ds  ~  R'         ds  ~  R' 

Soient 

y/A«-4-R>-+-C«  /A«-4-B*-hG«  /A»-t-B«-»-G« 

les  cosinus  de  la  direction  positive  sur  la  binormale.  Le  trièdre 
(MT,  MN,  MN*)  ayant  la  même  disposition  que  le  trièdre  Oxyz^ 
on  doit  avoir 

ou 

BY-Cp 


a  =  Ê 


v/A«-+-B«-+-G« 


(/)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i864;  p.  284. 
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D'autre  part,  la  formule  qui  donne  da!'  peut  s'écrire 

da  =  e  — i ^ i , 

(A«-i-B*-4-C«)« 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (4g)  et  de  la  valeur  de  K, 

da"  ___  Cp  — By Ag^ 

<^^-'    (A«+B.-t-C.)î"       A.+  B.-^C.- 

Le  coefficient  de  a'  n'est  autre  chose  que  =  [formule  (Sa)];  on 
calculerait  de  même  d^"  et  rfy,  et  nous  avons  les  formules  (^  ) 

f5i)  ^'-«'    £&:-?'    ^t'.t' 

tout  à  fait  pareilles  aux  formules  (53). 

Pour  avoir  rfa',  rfp',  rfy',  différentions  les  relations  bien  connues 

aa'-h    pp'-h  Yy'=o, 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  rfa,  rfp,  t/y,  rf*"?  ûf?">  «Y'  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (53)  et  (54), 

a'dz'-^^'d^'-\-id^'=o, 

«•^a'-i-  pvp'-t-  y'^ï'-*-  y  =  °' 
nous  n'avons  plus  qu'à  tirer  rfa',  rf^',  rf^  de  ces  relations 

r«^  f^'-««^?:    fi'-«i_p:    fÇï:^_T_ï: 

'^^^    c^*  ""       R       T'  rf*  ~       R       T'         £/5  ~       R        T' 

Les  formules  (53),  (54),  (55)  sont  les  formules  cherchées. 


I 


(*)  Si  l'on  avait  écrit  la  formule  qui  donne  la  torsion,  =,  =  -r^ — 53 — 7^>  J* 

1  A.  —H  15*  -i~  \j 

aurait  fallu  écrire  les  formules  de  Frenet 


d^-=-<!^. 
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Remarque.  —  Les  formules  (54)  montrent  que  la  tangente  à 
la  courbe  sphérique  6  décrite  par  le  point  n  de  coordonnées  ofj 
P",  y  est  parallèle  à  la  normale  principale.  C'est  ce  que  montre 
aussi  la  géométrie.  Considérons,  en  effet,  le  cône  S'  de  sommet  O 
ajant  pour  directrice  la  courbe  6;  la  génératrice  On  est  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  au  cône  S  suivant  Om(n^  228),  et  par 
conséquent  le  cône  S'  est  supplémentaire  du  cône  S.  Mais  on  sait 
qu'il  y  a  réciprocité  entre  deux  cônes  de  cette  espèce,  de  sorte 
qu'inversement  la  génératrice  Om  de  S  est  perpendiculaire  au 
plaa  tangent  au  cône  S'  suivant  On.  Cela  étant,  la  tangente  mt  à 
la  courbe  S,  étant  perpendiculaire  aux  deux  droites  Om,  O/t,  est 
perpendiculaire  au  plan  mOn.  Pour  la  même  raison,  la  tan- 
gente ni'  à  la  courbe  ©  est  perpendiculaire  au  plan  mOn.  Ces 
deux  droites  sont  donc  parallèles. 

230.  Développements  de  x^  y^  z  suivant  les  puissances  de  «•  — 
Etant  données  deux  fonctions  d^une  variable  indépendante  5, 
R==  cp(5),  T=  ^(5),  dont  la  première  est  positive,  il  existe  une 
courbe  gauche  F,  qui  est  complètement  définie,  abstraction  faite 
de  sa  position  dans  l'espace,  dont  le  rayon  de  courbure  et  le 
rayon  de  torsion  s'expriment  par  les  formules  précédentes  au 
moyen  de  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  de  cette  courbe.  La 
démonstration  rigoureuse  de  cette  proposition  ne  peut  être  faite 
qu'après  la  théorie  des  équations  différentielles.  Nous  allons  mon- 
trer seulement  comment  on  peut  trouver  les  développements  des 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  cherchée  suivant  les  puis- 
sances de  5,  en  admettant  la  possibilité  de  ces  développements. 
Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente,  la  normale  prin- 
cipale et  la  binormale  au  point  O  à  partir  duquel  on  compte  l'arc; 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  cherchée,  voisin  de  Torî- 
gine,  ont  pour  expressions 

_^  s  / dx\  s*    /d^x\  s^      /d^x\ 

i\ds/o       i.ixds^Jo       i,i.Z\ds^/o 

*~"i\û?5/o       i.a\^*'/o       1.2.3  \rf**/o 
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Mais  on  a 


dx 
ds 

=  a, 

d'^x 
ds^ 

= 

dtx 

ds  " 

a' 
H' 

et, 

en 

difTérentii 

ant  de 

nouveau, 

d^x 

a' 

rfR 

I 

(-.. 

a' 

ds^ 
et,  d'une  façon  générale,  on  obtient,  par  l'emploi  répété  des  for- 

"ds' 


mules  de  Frêne t,  l'expression  de  -^-^ 


-^— -  =  L„a  -t-  M«a'-H  P„a% 

L/i,  Mn,  Pu  étant  des  fonctions  connues  de  R,  T  et  de  leurs  déri- 
vées successives  par  rapport  à  l'arc.  On  aurait  de  même  les  déri- 
vées successives  de^  et  de  z  en  remplaçant  a,  a',  a"  par  p,  P',  ^'^ 
et  y,  y',  y.  Mais  on  a,  pour  l'origine,  ao=i,   po=o>  Yo=o» 

*i  =  o»  P'o  =  ' >  Yo  =  ^J  «0  =  Oj  Pô  =  ^j  YÔ  =  ''  c^ les  formules ( 56) 
deviennent,  en  se  bornant  aux  termes  en  s,  5^,  5', 

s        s^ 
X  = 


i       6R*  ' 

(56bis)  (^=--_^^-^^^..., 

5' 


6RT 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  troisième.  On 

d^ 
ds 


suppose,  bien  entendu,  R,  T,  -^  >  •  •  •  remplacés  par  leurs  valeurs 


pour  s  =  o. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  aisément  la  partie  princi- 
pale de  certains  inGniment  petits.  Ainsi,  la  distance  d'un  point 
voisin  de  la  courbe  au  plan  osculateur  est  du  troisième  ordre  et  sa 

partie  principale  est  —  ^^^'  La  distance  d'un  point  à  l'axe  Ox, 

c'est-à-dire  à  la  tangente,  est  du  second  ordre,  et  sa  partie  prin- 

cipale  est  —5  (c/.  n®  214).  Calculons  encore  la  longueur  d'une 

corde  infiniment  petite  c.  On  a 

^  12  R* 
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les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  quatrième.  Il 
vient  ensuite 

"  =  '{'- T^t -^^ • -Y  =*{'-^Rt^-)'^ 
la  différence  s  —  c  est  donc  un  inûniment  petit  du  troisième 
ordre,  et  sa  partie  principale  est  -Toi' 

On  démontre  par  un  calcul  tout  pareil  que  la  plus  courte  dis- 
tance entre  la  tangente  à  l'origine  et  la  tangente  en  un  point  infi- 
niment voisin  est  un  inGniment  petit  du  troisième  ordre  dont  la 

partie  principale  est  — ^«  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Bouquet. 

231.  Développantes  et  développées.  —  On  dit  qu'une  courbe  Fi 
est  une  développante  d'une  autre  courbe  F,  si  les  tangentes  à  la 
courbe  F  font  partie  des  normales  à  la  courbe  F|;  inversement,  la 
courbe  F  est  dite  une  développée  de  F<.  Il  est  clair  que  toutes  les 
développantes  d'une  courbe  F  sont  situées  sur  la  développable 
dont  F  est  l'arête  de  rebroussemeiit  et  coupent  orthogonalement 
les  génératrices. 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  F,  a,  p,  v  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente,  et  /  le  segment  MM«  compris 
entre  le  point  M  et  le  point  M|  où  une  développante  coupe  la  tan- 
gente en  M;  on  a,  pour  les  coordonnées  de  M^, 

et,  par  suite, 

dxi  =  dx-^ldoL-^-ddl,        dyx  =  dy -h  l  d^ -i-  ^  dly 

dz\  =  dz  -{- 1  d-^  -h  *{  dl. 

Pour  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M|  soit  normale  à  MM< , 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  arfa:i+  ^rf^,  4-yrfzi  =  o,  c'est- 
à-dire 

OL  dv  -\-  ^  dy  -h  -^  dz  -h  dl  -r-  l (cl  da  -h  ^  d^  -h  -{  d-^)  =  o, 

relation  qui  se  réduit  k  ds '^- dl  =  o.  On  obtient  donc  les  déve- 
loppantes d'une  courbe  gauche  F  par  la  même  construction  qui 
donne  les  développantes  d'une  courbe  plane  (n**  206). 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  diverses  développées 
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d'une  courbe  F,  c'est-à-dire  d'associer  les  normales  à  celte  courbe 
suivant  une  loi  continue,  de  façon  à  obtenir  une  surface  dévelop- 
pable  ijig*  5o). 

Fig.  5o. 


Soient  D  une  développée,  ç  Fangle  de  la  normale  MM|  avec  la 
normale  principale  MN,  /le  segment  MP compris  entre  le  point  M 
et  la  projection  P  du  point  Mi  sur  la  normale  principale.  Les 
coordonnées  ^i,  j^i,  z^  du  point  M|  sont  données  par  les  formules 

irri  =  a:  -h  /a'  -4-  laU  tangcp, 
Zx  =  -5  -f-  /y'  "+"  ^ï"  tang®, 

que  l'on  obtient  en  projetant  la  ligne  brisée  MPM|  sur  les  trois 
axes.  La  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M|  doit  être  la 
droite  MM|  elle-même,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

dxx     _    dyi     _    dzx 

désignons  par  K.  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  la  condition 
rfX|  =  K(^i  —  x)  s'écrit,  en  remplaçant  x^  et  dx\  par  leurs  va- 
leurs, et  se  servant  des  formules  de  Frenet, 

adsli—  -  j  -+-a'(£//-h/tang9  -^  —  K/j 

H-a^L/C/tangtp) ^  —  K/tang<p    =  o. 

Les  conditions  rfyi=K(j^| — y),  rfZ|  =  K(5i — z)  donneront 
deux  relations  toutes  pareilles,  que  l'on  déduira  de  la  précédente 
en  remplaçant  a,  a',  a"  par  ^,  P',  ^^^  puis  par  y,  y,  y.  Le  détermi- 
nant des  neuf  cosinus  étant  égal  à  un,  le  système  formé  par  ces 
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trois  relations  est  équivalent  au  suivant 

(   (i  —  ^jds^o,        rf/-H/tang(p  Y  =K/, 

d{lungtf) ;p-  =  K/tang(p. 

On  tire  de  la  première  /==  R,  ce  qui  montre  que  le  point  P  est  le 
centre  de  courbure,  et  la  droite  PM|  la  droite  polaire.  Par  consé- 
quent, toutes  les  développées  d^une  courbe  V  sont  sur  la  sur- 
face polaire*  Pour  achever  de  déterminer  ces  développées,  nous 
n'avons  plus  qu'à  éliminer  K  entre  les  deux  dernières  relations 
(58),  en  y  remplaçant  /  par  R;  il  reste,  toutes  réductions  faites, 
ds  =  T  d^.  L'angle  f  s'obtient  donc  par  une  quadrature 

X'  ds 
Y' 

Si  l'on  considère  deux  valeurs  de  l'angle  f,  correspondant  à  deux 
valeurs  différentes  de  la  conslanle  (fot  1^  différence  de  ces  deux 
angles  reste  constante  tout  le  long  de  la  courbe  F.  On  voit  donc 
que  deux  normales  de  la  courbe  F,  qui  sont  tangentes  à  deux 
développées  différentes,  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Si 
l'on  connaît  une  famille  de  normales  à  F  engendrant  une  surface 
développable,  on  obtiendra  toutes  les  autres  développables  for- 
mées de  normales,  en  faisant  tourner  les  premières  d'un  angle 
constant,  d'ailleurs  arbitraire,  autour  du  point  où  elles  coupent  F. 

Remarque  /.  —  Si  la  courbe  F  est  une  courbe  plane,  T  est 
infini,  et  la  formule  précédente  donne  cp  =  (po.  La  développée  qui 
correspond  à  la  valeur  (po=  o  est  la  développée  plane  déjà  étudiée, 
qui  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure.  Les  autres  déve- 
loppées, en  nombre  infini,  sont  situées  sur  le  cylindre  ayant 
pour  section  droite  la  développée  ordinaire  :  ce  sont  des  courbes 
gauches,  appelées  hélices,  qui  seront  étudiées  au  paragraphe 
suivant.  Ce  cas  est  le  seul  où  le  lieu  des  centres  de  courbure  soit 
en  même  temps  une  développée.  Pour  que  la  relation  (Sg)  soit 
vérifiée  en  prenant  y  =o,  il  faut  que  T  soit  infini  ou  que  A  =o. 
La  courbe  est  donc  une  courbe  plane  (n**  216). 

Remarque  II.  —  Si  la  courbe  D  est  une  développée  de  F,  in- 
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versement  F  est  une  développante  de  D.  On  a  donc,  en  appelant  5i 
Tare  de  la  développée  compté  dans  un  sens  convenable, 

û?*,  =  û?(MMl); 
les  développées  d'une  courbe  sont  donc  des  courbes  rectifiables . 

232.  Hélices.  —  Soit  G  une  courbe  plane  quelconque;  si,  de  chaque 
point  m  de  cette  courbe,  on  porte  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  G 
une  longueur  m  M  proportionnelle  à  Tare  de  la  courbe  G,  compté  à  partir 
d'un  point  fixe  A,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  gauche  F,  appelée 
hélice.  Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  courbe  G,  et  soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  /n  de  G  en  fonction  de  l'arc  9; 
les  coordonnées  du  point  correspondant  M  de  la  courbe  F  seront 

({\o)  X=/{'J),         j  =  çp(cj},  Z  =  K<T, 

K  étant  un  facteur  constant.  Les  fonctions /*  et  cp  vérifient  d'ailleurs  la 
relation  /'*H-  cp'*  =  î.  Des  formules  (60)  on  tire,  en  appelant  s  l'arc  de  F, 

É^5«  =(/'*-+-  Cp'2 -4-  KS)ûfj«=(l-hK«)rf<T« 

et,  par  suite,  s  =  cy  /i-f-  K^-i-  H  ;  si  l'on  compte  les  arcs  ^  et  9  à  partir 
d'un  même  point  A  de  la  courbe  G,  ce  qui  revient  à  faire  H  =  o,  on 

aura  5  =  <t /i  -f-  K*.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  F  ont  pour 
valeurs 

(61)  aL=-^\^,         p=-l.^^_^,         Y  = 


Y  étant  indépendant  de  u,  on  voit  que  la  tangente  fait  un  angle  constant 
avec  O^.  Gette  propriété  est  caractéristique  :  Toute  courbe  dont  les  tan- 
gentes font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  est  une  hélice. 
Pour  le  démontrer,  prenons  Taxe  des  z  parallèle  à  cette  direction,  et 
soit  G  la  projection  de  la  courbe  considérée  F  sur  le  plan  des  xy\  on 
peut  toujours  écrire  les  équations  de  la  courbe  F 

(61)  a:  =/((!),         j^=^cp((j),         5  =  ij;((j), 

les  fonctions/  et  «p  satisfaisant  à  la  relation  /'*-h  f'*=  i,  ce  qui  revient  à 
prendre  pour  variable  indépendante  l'arc  (t  de  la  courbe  G.  On  en  déduit 


I 


dz  ^'{<3)  ^' 


ds       yjf'-'-^  îp'^  f-  V*        /i  -^-  ^'*  ' 


pour  que  y  soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  i|/'  soit  constant  et,  par 
G.  35 
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suite,  que  ^(<j)  soit  de  la  forme  Kv-hzo.  Les  équations  de  la  courbe  F 
seront  de  la  forme  (60),  si  l'on  porte  l'origine  au  point  a?  =  o,  y  =  o, 

dy       y' 
La  formule  — r-  =  tt  nous  donne  ici,  puisque,  y  est  constant,  y'=  o.  La 
as        l\  111 

normale  principale  est  donc  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre; 
comme  elle  est,  en  outre,  perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'hélice,  c'est  la 
normale  au  cylindre,  et  le  plan  osculateur  est  lui-même  normal  au  cylindre. 
La  binormale  est  donc  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  et  perpen- 
diculaire à  la  tangente;  ce  qui  montre  qu'elle  fait  aussi  un  angle  constant 

avec  Oz. 

dy'  y        y" 

La    formule   -^  =  —  ^^  —  -l^   nous    donne    ensuite,    puisque    y'  ~  o» 

Y       y"  .  T 

|-  -4-  Tp  =  O,  ce  qui  prouve  que,  dans  une  hélice,  le  rapport  -^  est  constant. 

Ces  diverses  propriétés  sont  caractéristiques  d'une  hélice.  Démontrons, 

T 

par  exemple,  que  toute  courbe,  pour  laquelle  le  rapport  -^  est  con- 
stant, est  une  hélice,  (J.  Bertrand.) 
On  tire  des  formules  de  Frenet 

d^  __  d^  -^-Z-1. 
5?  -  ïp'  "  57  ~  R  ~  H  ' 

si  H  est  constant,  on  aura  en  intégrant 

aV-Ha  — A,         P'r-Hp  —  B,        /^Hy  — G, 

A,  B,  C  désignant  trois  nouvelles  constantes.  Ajoutons  ces  trois  équations 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a,  p,  y  '  il  vient 

Aa-4-Bp-f-CY  =  H, 
ce  qu'on  peut  écrire 

Aa-hBp-4-CY H 

v/ÂMnî*^ï^«  ~  /A* -h  B2 -+- G*  ' 

A  B  C  ^    ,  . 

mais   —  «  y   •  sont    les    cosinus 

^A2-i-B«-+-C*-     v/A»-f-B*-+-C*     \/A2-hB«-+-G« 
directeurs  d'une  certaine  droite  A,  et  la  relation  précédente  exprime  que 
la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  cette  direction;  la  courbe  consi- 
dérée est  donc  une  hélice. 

Galculons  encore  le   rayon  de  courbure.  On   a,  en   se  reportant  aux 
valeurs  trouvées  plus  haut  {61)  pour  a,  p, 

R  ~  ^j  ""  i-f-K»*^  ^""^^        R  ~  1-4-K»  '^  ^''^' 
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et  par  conséquent,  puisque  y'=  o, 

r-f-K* 
Le  rapport  — ^ —  est  donc  indépendant  de  K;  or,  pour  K  =  o,  ce  rap- 
port se  réduit  à  l'inverse  -  du  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  G, 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (n^  205).  La  formule  précédente  peut 
donc  s'écrire  R  =  r(i-f-K*),  ce  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure 
d'une  hélice  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  G. 
Il  est  facile  de  déduire  de  là  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  R  et  T 

T 

sont  constants.  £n  effet,  le  rapport  -^  étant  constant,  ces  courbes  sont 

des  hélices,  d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand.  De  plus,  R  étant  con- 
stant, il  en  est  de  même  du  rayon  de  courbure  r  de  la  courbe  G.  Gelie 
courbe  G  est  donc  une  circonférence,  et  la  courbe  cherchée  est  une 
hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  Gette  proposition  est  due 
à  M.  Puiseux  (•). 

233.  Courbes  de  M.  Bertrand.  —  Les  normales  principales  à  une 
courbe  plane  sont  en  même  temps  les  normales  principales  d'une  infinitt^ 
d'autres  courbes  planes,  parallèles  à  la  première.  M.  J.  Bertrand  s'est  pro- 
posé de  trouver  les  courbes  gauches  dont  les  normales  principales  sont 
aussi  les  normales  principales  d'une  seconde  courbe  gauche.  Supposons 
les  coordonnées  x^y^  z  d'un  point  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s\  sur 
chaque  normale  principale  portons  une  longueur  /,  et  soient  \,  Y,  Z  les 
coordonnées  de  l'extrémiié 

(6î)  X  =  .r-r-/a',         Y=^-t-/p',        2  =  5 -h /y'. 

Pour  que  la  normale  principale  à  la  courbe  F  soit  aussi  la  normale  prin- 
cipale à  la  courbe  F'  décrite  par  le  point  (X,  Y,  Z),  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait  les  deux  relations 

a'^X   r-pVY-T-Y'^=-o, 

a'(^^*Z  -  dZ  d^  Y;  -+-  p'(rfZ  d^\--d\  d^  Z)  -+-  i{d\  d^\  —  d\  d^\)  =  o, 

dont  la  signification  est  bien  claire.  On  tire  de  la  première  dl  =  o,  ce  qui 
prouve  que  la  longueur  /  doit  être  constante.  En  remplaçant  ensuite  dans 
la  seconde  dX,  û?*X,  rfY,  ...  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  ào 
Frenet  et  de  celles  qu'on  obtient  en  les  dilTérentîant,  il  reste,  toutes  rédiir- 


(')  La  démonstration  suppose  qu'il  s'agit  de  courbes  réelles,  car  on  a  suppose' 
plus  haut  que  A'4-  B=-|- C^  n'était  pas  nul  {voir  la  thèse  de  M.  Lyon  Sur  les 
courbes  à  torsion  constante,  1890). 
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tioDS  faites, 

et  Ton  en  tire,  en  intégrant,  la  relation 

(65)  R"^T  =  '' 

/'  désignant  une  nouvelle  constante.  Les  courbes  cherchées  sont  donc 
celles  pour  lesquelles  il  existe  une  relation  linéaire  entre  la  cour- 
bure et  la  torsion.  On  voit  de  plus  que  la  condition  est  suffisante  et  la 
longueur  /  est  donnée  par  la  relation  (65)  elle-même. 

Un  cas  particulier  remarquable  avait  déjà  été  étudié  par  Monge;  c'est 
celui  où  le  rayon  de  courbure  est  constant.  La  relation  (65)  devient 
alors  /  =  R,  et  la  courbe  T'  représentée  par  les  formules  (64)  est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  de  la  courbe  F.  Des  formules  (64)  on  tire,  en 
supposant  /  =  R  =  constante, 

dX  =  -^  a'ds,        6?Y  =  -  5  p'ds,        ^  =  -  5  ï'^*» 


qui  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  T'  est  la  droite  polaire  de  T. 
rayon  de  courbure  R'  de  T'  est  donné  à  son  tour  par  la  formule 


ce 

Le  rayo 


-  dd"^  4_  d'p  -H  d^^  ~         ' 

on  voit  que  ce  rayon  de  courbure  est  aussi  constant  et  égal  à  R,  et  il  y  a 
réciprocité  entre  les  deux  courbes  F,  F';  chacune  d*elles  est  Faréte  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire  de  l'autre.  Toutes  ces  propriétés  sont 
faciles  à  vérifier  directement  sur  l'hélice  circulaire. 

Remarque,  —  Il  est  facile  d'avoir  des  formules  générales  représentant 
toutes  les  courbes  gauches  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant  et  égal 
à  R.  Soient  a,  p,  y  trois  fonctions  d'un  paramétre  variable  satisfaisant  à  la 
relation  a* -f-  p* -+- y*  =  »  •  Les  formules 

(66)  \=Kfadtj,        Y  =  R  Aé/(j,         Z=^Cyd^, 


où  l'on  a  posé  d<T  =  \/da'^-\-  d^*-^  d^('^j  représentent  une  courbe  répondant 
à  la  question,  et  il  est  aisé  de  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes  de  cette 
façon.  En  effet,  ce,  p,  ^  ^^^^  précisément  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
i;ente,  et  a  est  l'arc  de  l'indicatrice  sphérique  (n*  225). 
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IV.  —  CONTACT  DES  COURBES  GAUCHES,  DES  COURBES 

ET  DES  SURFACES. 

234.  Contact  de  deax  conrbes.  —  L'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  gauches  se  définit  comme  pour  les  courbes  planes.  Con- 
sidérons deux  courbes  F,  F',  tangentes  en  un  point  commun  A; 
soit  M  un  point  de  F  voisin  de  A,  auquel  on  fait  correspondre  un 
point  M'  de  F'  d'après  une  loi  quelconque,  de  telle  façon  que  les 
deux  points  M,  M' tendent  simultanément  vers  le  point  A.  Nous 
allons  chercher  quel  est  l'ordre  infinitésimal  maximum  de  MM' 
par  rapport  à  l'arc  AM  considéré  comme  infiniment  petit  prin- 
cipal; si  cet  ordre  est  /i-Hi,  nous  dirons  que  les  deux  courbes 
ont  un  contact  d'ordre  n. 

Rapportons  les  deux  courbes  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires {*),  le  plan  des  ys  n'étant  pas  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, et  supposons  d'abord  leurs  équations  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

(   z-  ©(or),  (  Z  -=*(ar). 

^i  ^09  ^0}  '^o  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact,  les 
coordonnées  des  deux  points  M,  M'  sont  respectivement 

k  étant  une  fonction  de  h  qui  dépend  de  la  loi  de  correspondance 
établie,  et  qui  s'annule  avec  h.  On  peut  encore  prendre  h  pour 
infiniment  petit  principal  au  lieu  de  l'arc  AM  (n®  211),  et,  pour 
que  MM'  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  /i  +  i,  il  faut  que 
chacune  des  différences 

Â— A,     V{xQ-^k)—f{xQ-\'h),     *(aro-+-^)  — ?(^o-H^) 

soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  +  i  siu  moins.  On  doit  donc 

avoir 

X-  —  A  =  aA«+»,         F(a7o-h  k)  — /(aro-4-  h)  =  pA»+S 

*(a7o-h  A:)  —  <p(jro-H  h)  =  Y^""^*» 

a,  ^,  Y  restant  finis  lorsque  h  tend  vers  zéro;  en  remplaçant  k  par 


(  '  )  Il  est  facile  de  voir  que  celte  hypothèse  n'est  nullement  nécessaire  pour  la 
suite,  en  se  reportant  à  la  formule  qui  donne  la  distance  de  deux  points  en  coor- 
données obliques. 
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sa  valeur  /i-+-aA''+',  les  deux  dernières  conditions  deviennent 

F(aroH-  A-4-  aA«+i)  — /(^oH-  h)  =  p  A^+ï, 

En  développant  F(:ro-r  A  H-a/i"+»)  et  4>(a:o4- A -h  aA*^*)  parla 
formule  de  Taylor,  tous  les  termes  qui  dépendent  de  a  contien- 
dront A''^*  en  facteur,  et  les  différences 

F(a7o-*-  A)  — /(a?o-t-  /i)»     *(a?o-+-  A)  —  9(xo-*-  h) 

devront  être  d'ordre  /i  -^  i  au  moins.  Il  s^ensuit  que,  si  la  dis- 
lance MM'  est  d'ordre  /i  +  i,  la  distance  MNdes  points  M,  N  des 
deux  courbes  qui  ont  même  abscisse  (xo4-  A)  est  d'ordre  n  4-  i 
au  moins.  On  obtiendra  donc  l'ordre  infinitésimal  maximum  en 
faisant  correspondre  les  points  des  deux  courbes  qui  ont  même 
abscisse» 

Il  est  facile  d'évaluer  cet  ordre.  Les  deux  courbes  étant  tan- 
gentes, on  a  les  relations 

supposons  que  l'on  ait  en  outre,  pour  prendre  le  cas  général, 

f'{xo)  =  F'(:ro),         . ..,        f^Hxo)  =  F<«)(a7o), 

l'une  au  moins  des  différences 

F(«-»-*J(aro)— /^»+*Ka?o),     «t^^+^^^o)  —  ç^'*-*-'\aro) 

n'étant  pas  nulle.  La  distance  MM'  sera  d'ordre  n  +  i  »  et  il  j  aura 
un  contact  d'ordre  n.  Le  résultat  peut  encore  s'énoncer  comme  il 
suit  :  Pour  avoir  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  F,  T\  il  suffit 
de  considérer  les  projections  (G,  C)  et  (G|,  C'i)  de  ces  courbes 
sur  les  deux  plans  a:Oj^  eta:0.5,  d'évaluer  l'ordre  de  contact  de  G 
avec  G',  celui  de  G|  avec  G|,  et  de  prendre  le  plus  petit  de  ces 
deux  nombres. 

Lorsque  les  courbes  F,  F'  sont  représentées  par  les  formules 
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ces  courbes  sont  tangentes  en  un  point  si,  pour  u=s  1-=  t^,  on  a 

nous  supposerons  qu'au  point  de  contact  la  tangente  n'est  pas 
parallèle  au  plan  desyZj  c'est-à-dire  que/'(/o)  n'est  pas  nul.  Les 
points  des  deux  courbes  qui  ont  même  abscisse  correspondent  à 
une  même  valeur  de  /.  Pour  qu'il  y  ait  un  contact  d'ordre  /t,  il 
faut  et  il  suffît  que  ^{t)  —  ?(0>  ^(^)  —  "^(0  soient  des  inflni- 
ment  petits  d'ordre  /i -4-  i  par  rapport  à  t~-t^^  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

4»'(*o)  =  f('o) *<«'('o)  =  ?^«'r-fo). 

l'une  au  moins  des  différences 

n'étant  pas  nulle. 

On  ramène  au  cas  précédent  le  cas  où  l'une  des  courbes  F  est 
représentée  par  les  équations 

((5/)  a?=/(o,      j^  =  ?(0.      ^=Ht). 

la  courbe  F'  étant  représentée  par  un  système  de  deux  équations 
non  résolues 

En  reprenant  les  raisonnements  du  n^  212,  on  démontre  que,  pour 
qu'il  y  ait  un  contact  d'ordre  n  au  point  de  F  qui  correspond  à  la 
valeur  /o  de  t^  on  doit  avoir 

en  posant 

^(0  =  F[/(0,  ?(0,  +(0].       ^x{t)  -  F,[/(o,  ?(0,  'KO]. 

235.  Courbes  oseulatrices.  —  Considérons,  d'une  part,  une 
courbe  déterminée  F  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  par  les  formules  (67);  d'autre  part,  une 
famille  de  courbes  F'  dépendant  de  2/1  +  2  paramètres  a,  6, 
e,  •  • . ,  /,  représentées  par  les  équations 

(69)     F{Xyy,z,a,b,  ...,/)  =0,         ¥i(x,y^z,a,b,c,  ...,/)  =0. 
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On  peut  en  général  disposer  de  ces  2/1  -h-  2  paramètres  de  façon 
que  l*une  des  courbes  de  celle  famille  ail  un  contact  d^ordre  n 
avec  la  courbe  F  en  un  point  donné.  La  courbe  ainsi  obtenue  est 
dite  osculatrice  à  F.  Les  équalions  qui  déterminent  les  paramètres 
a,  b,  c^  . . . ,  /  sont  précisément  les  2 /i  -h  2  équations  (68)  écrites 
plus  haul.  II  est  à  remarquer  que  ces  équations  ne  peuvent  être 
compatibles  que  si  chacune  des  fonctions  F,  F|  contient  au  moins 
n  -f-  I  paramètres.  Par  exemple,  si  les  courbes  F'  sont  des  courbes 
planes,  Fune  des  équalions  (69)  ne  renferme  que  trois  paramètres  ; 
une  courbe  plane  ne  peut  donc  avoir  avec  une  courbe  gauche  un 
contact  d'ordre  supérieur  au  second,  en  un  point  pris  au  hasard 
sur  la  courbe  gauche. 

Appliquons  cette  théorie  aux  courbes  les  plus  simples,  la  droite 
et  le  cercle.  Une  droite  dépend  de  quatre  paramètres;  la  droite 
osculatrice  aura  donc  un  contacl  du  premier  ordre.  Il  est  facile  de 
vérifier  qu'elle  se  confond  avec  la  langenle;  si  nous  écrivons  les 
équations  de  la  droite 

X  =  az  -+-/>,         y  ~  bz  -r-  q, 

les  équations  (68)  deviennent  en  eflet,  pour  un  point  (xo,  j'o,  -0  • 
d'une  courbe  F, 

» 

et  l'on  en  tire 

'•'0  '•O  "0  ^'O 

on  relrouve  bien  les  équations  de  la  langenle.  Pour  que  la  tan- 
gente eût  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre,  il  faudrait 
que  Ton  eût  x'I  =  «5*,^*  =  bzl,  et  par  conséquent, 

t"  v"         z" 

*^o         Yq        ^0 

les  points  où  il  en  est  ainsi  ont  été  signalés  plus  haut  (n^  217  . 
Un  cercle  dans  l'espace  dépend  de  six  paramètres;  le  cercle 
osculateur  aura  donc  un  contact  du  second  ordre.  Écrivons  les 
équations  du  cercle 

¥(x, y,  z)  —  \{x  —  a)  -irh{y  —  b)-^C{z  —  c)     =0, 
•      F,(ar,  y,  z)  =  {x  —  af-  -^  (7  -  bY-\'{z  -  c)^-  R«=  o, 
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les  paramètres  variables  étant  a,  6,  c,  R,  et  les  rapports  de  deux, 
des  coefficients  A,  B,  C  au  troisième.  Les  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  de  ces  paramètres  sont  alors,  en  supposant  x, 
y^  -9  remplacées  par /(/),  f(/),  *\{t)  respectivement, 

A(r  — a)  — B(^  — ^>)-l-C(-3-c)  =  o, 

.   dx         _  (iv         ^  ds 
dt  fil  dt 

.   d^-x  d*y       ^  d^'Z 

é/f2  dt*  dn  ' 

/  dX  ,  t    ^     fi^'  ,  ^     ^- 


d^T       ,  ,     </*r       ,  d-^z       dx"'  ^  dy^-  ~  dz^ 

^  dt^        ^^  dt^        ^  '  dt*'  df^ 


^r=  O. 


La  seconde  et  la  troisième  de  ces  relations  montrent  que  le  plan 
du  cercle  osculateur  est  le  plan  osculateur  lui-même.  Quant 
aux  deux  dernières  équations,  elles  représentent  respectivement, 
quand  on  j  regarde  a,  6,  c  comme  des  coordonnées  courantes,  le 
plan  normal  au  point  (Xy  y^  z)  et  le  plan  normal  infiniment 
voisin.  Le  centre  du  cercle  osculateur  est  donc  à  Tintersection  du 
plan  osculateur  et  de  la  droite  polaire.  Le  cercle  osculateur  se 
confond  par  conséquent  avec  le  cercle  de  courbure,  comme  on 
pouvait  le  prévoir  a  priort\  en  observant  que  deux  courbes  qui 
ont  un  contact  du  second  ordre  ont  même  cercle  de  courbure, 
puisque  j^',  z',  y" ^  ;;"  sont  les  mêmes  pour  les  deux  courbes. 

236.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  Considérons  une 
surface  S  et  une  courbe  F  tangente  en  un  point  A  à  cette  surface. 
A  un  point  M  de  la  courbe  voisin  du  point  A,  faisons  correspondre, 
d'après  une  loi  arbitraire,  un  point  M'  de  la  surface,  de  façon  que 
les  deux  points  M  et  M'  tendent  en  même  temps  vers  le  point  A. 
Nous  allons  d'abord  chercher  comment  il  faut  prendre  le  point  M' 
pour  que  Tordre  infinitésimal  de  MM'  par  rapport  à  l'arc  AM  soit 
le  plus  grand  possible.  Rapportons  la  figure  à  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  choisis  de  telle  façon  que  la  tangente  à  la 
courbe  F  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  des  j^^,  et  que  le  plan  tan- 


'J54  CIIAHTRE  XI.    —   COURBES  GAUCHES. 

gent  à  la  surface  ne  soit  pas  parallèle  à  O^.  Soient  Xo»  y^^  z^  tes 
coordonnées  du  point  A,  Z  =  F(^,  y)  Féquation  de  la  surface  S, 
y=^f(x),  z  =  '•o{x)  les  équations  de  F,  et  imaginons  que,  dans 
un  certain  mode  de  correspondance,  MM'  soit  un  infiniment  petit 
d'ordre  n  -f- 1 .  Les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  M  sont 

appelons  X,  Y,  Z-=F(X,  Y)  les  coordonnées  de  M'.  Pour 
que  MM'  soit  d'ordre  n -j- i  par  rapport  à  l'arc  AM  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  rapport  à  A,  il  faut  que  chacune  des  difie- 
rences  X  —  .r,  Y  — y^  Tj  —  z  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  H-  i 
au  moins.  On  doit  donc  avoir 

X  — ar^  a/i"-»-',        Y— ^=  pA«-^->,        Z  — j  =  F(X,  Y)  — -s  =r  y^*"*"*» 

a,  p,  Y  restant  finis  pour  A  =r:  o,  et  par  suite 

La  différence  F(a;,  y^  —  z  sera  donc  elle-même  d'ordre  n  +  i  au 
moins,  (^eci  prouve  que,  si  l'on  fait  correspondre  au  point  M  de  F 
le  point  N  de  S  où  la  parallèle  à  O^  perce  la  surface,  l'ordre  infi- 
nitésimal de  MN  est  au  moins  égal  à  celui  de  MM'.  On  aura  donc 
l'ordre  de  contact  de  la  surface  et  de  la  courbe  en  cherchant 
l'ordre  infinitésimal  de  MN  par  rapport  à  l'arc  AM  ou  à  h.  On 
peut  dire  encore  que  dest  Vordre  de  contact  de  F  avec  la 
courbe  F'  qui  est  la  trace  sur  la  sur/ace  du  cylindre  proje- 
tant F  parallèlement  à  Oz,  (Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  direc- 
tion de  Oz  peut  être  une  direction  quelconque  non  parallèle  au 
plan  tangent.) 

Les  équations  de  la  courbe  F'  sont 

et  l'on  a,  par  hypothèse, 

*P(xo)  —  9(a7o),         ^'{xq)  =  <p'(a7o); 
si  l'on  a,  en  outre, 

la  courbe  et  la  surface  ont  un  contact  d'ordre  n.  Observons  que 
l'équation  ^{x)  ^^  ^{x)  donne  les  abscisses  des  points  d'inierscc- 
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lion  de  la  courbe  et  de  la  surface;  les  conditions  pour  qu'il  y  ait 
uo  contact  d^ordre  n  en  un  point  A  expriment  qu^il  y  bl  n-^i 
points  de  rencontre  confondus  avec  le  point  A. 

Prenons  encore  le  cas  où  la  courbe  F  est  représentée  par  les 
équations  x=f(t)^  j^  =  çp(/),  z  =  ^{t)^  et  la  surface  S  par 
l'équation  F{Xy  y^  z)  =  o,  La  courbe  F',  définie  tout  à  rhcurc, 
sera  représentée  par  les  équations  a:  =/(/),  y  =  o(/),  z=rzTz{t)^ 
la  fonction  9c(/)  étant  définie  par  la  relation 

Pour  que  F  et  F' aient  un  contact  d'ordre  /i,  il  faut  queiï(/)  —  ^(t) 
soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -\-  i  par  rapport  à  /  —  ^o,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

On  peut  encore  écrire  ces  conditions,  ^(t)  ayant  la  même 
signification  que  plus  haut  (n®  234), 

elles  expriment  que  la  courbe  et  la  surface  ont  (n-^i)  points 
communs  confondus  au  point  de  contact. 

Si  la  surface  S  dépend  de  /i  4- 1  paramètres  a^  b,  c,  ...,/,  on 
peut  en  disposer  de  façon  que  cette  surface  ait  un  contact  d^ordre  n 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné;  la  surface  ainsi 
obtenue  est  dite  osculatrice. 

Dans  le  cas  d'un  plan,  on  a  trois  paramètres;  les  équations  qui 
déterminent  ces  paramètres  sont  les  suivantes 

A/(/)   -hB(p(n  -^G^KO  -i-D=o, 
A/'(r)4-Bç>'(/)  -4-Gf(0  =o, 

A/'(/)-+-B(p'(0-^G4;'(/)  =o. 

On  a  bien  les  équations  qui  déterminent  le  plan  osculateur,  et 
Ton  voit  que  le  contact  est  en  général  du  second  ordre.  Pour  que 
le  contact  fût  d'ordre  plus  élevé,  il  faudrait  que  Fon  eût 

c'est-à-dire  que  le  plan  osculateur  fût  stationnaire. 

237.  Sphère  osculatrice.  -  Une  sphère  dépend  de  quatre  para- 
mètres; la  sphère  osculatrice  a  donc  un  contact  du  troisième  ordre. 


îi* 
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Pour  simplifier  les  calculs,  supposons  les  coordonnées  jt,  y^  z 
(l'un  point  de  la  courbe  F  exprimées  en  fonction  de  Tare  s  de 
cette  courbe.  Pour  que  la  sphère  de  centre  (a,  6,  c)  et  de  rayon  p 
ait  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  F  en  un  point 
donné  de  cette  courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

en  posant 

cf  (s)  r-  (:r  -  a)«-f-  {y -.  hy -^  {z -^  c)'  -  p', 

x^y^  z  étant  supposés  exprimés  en  fonction  de  5.  Les  trois  der- 
nières conditions  développées  s'écrivent,  en  appliquant  les  for- 
mules de  Frenet, 

'  (^)----K-(,R--  T.)  *"K— u^ 
Ces  trois  équations  déterminent  a,  6,  c.  Or  la  première  repré- 
sente, quand  on  y  regarde  a,  6,  c  comme  les  coordonnées  cou- 
rantes, le  plan  normal  à  la  courbe  au  point  (j:,  y^  z),  et  les  deux 
autres  s'en  déduisent  en  différentiant  par  rapport  au  paramètre 
variable  s\  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  donc  avec 
le  point  où  la  droite  polaire  touche  son  enveloppe.  Pour  résoudre 
ces  trois  équations,  observons  que  la  dernière  peut  s'écrire,  en 
tenant  compte  des  deux  autres, 

(.:v~-a)::''-\-{y  - /.)  T-i- (^  -  c)  v' =  T  ^^  , 

et  l'on  en  tire  facilement 

a  —  X  ->r\\%  —  T  — ,-  a  , 

as 
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le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  est  donné  par  la  formule 


p.=  R.-.T.(f) 


Si  R  est  constant,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide 
avec  le  centre  de  courbure;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  un  ré- 
sultat déjà  obtenu  (n°  233). 

238.  Droites  osculatrices  à  une  surface.  —  Si  les  équations 
d^une  courbe  C  dépendent  de  tî  -h  a  paramètres  variables,  on 
peut  disposer  de  ces  paramètres  de  façon  que  cette  courbe  ait, 
avec  une  surface  donnée  S,  en  un  point  donné  M,  un  contact 
d*ordre  n.  En  effet,  en  écrivant  que  la  courbe  C  passe  par  le 
point  M,  et  qu'elle  y  rencontre  la  surface  S  en  /i  -4-  i  points  con- 
fondus, on  a  en  tout  /i  +  2  équations  pour  déterminer  les  para- 
mètres. Par  exemple,  une  droite  dépend  de  quatre  paramètres; 
il  existe  donc,  en  chaque  point  d'une  surface,  une  ou  plusieurs 
droites  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface.  Pour 
déterminer  ces  droites,  prenons  pour  origine  le  point  considéré 
de  la  surface,  l'axe  des  z  n'étant  pas  dans  le  plan  tangent,  et 
soit  z  =  F(x,  y)  l'équation  de  la  surface  dans  ce  système  d'axes. 
La  droite  cherchée  passe  évidemment  par  l'origine,  et  ses  équa- 
tions sont  de  la  forme 

^  _  y  _  ^  _ 

l'équation  cp  =  F(ap,  60)  doit  admettre  p  =  o  pour  racine  triple, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 

c  =  ap  -\-  bçy 

o  =  a'r-h  2abs  -+-  b^t, 

P'i  9î  '*j  Sf  t  désignant  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  de  F(j:,  y)  pour  x=y  =^0,  La  première  de  ces 
deux  relations  exprime  que  la  droite  cherchée  est  dans  le  plan 
langent  à  la  surface,  ce  qui  était  encore  évident  a  priori.  On  voit 

de  plus  que  le  rapport  -  est  déterminé  par  une  équation  du  second 

degré,  qui  a  ses  racines  réelles  pourvu  que  5^ —  rt  soit  positif. 
En  chaque  point  d'une  surface,  il  y  a  donc  en  général  deux 
droites,  et  deux  seulement,  qui  ont  un  contact  du  second  ordre 
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avec  la  surface;  ces  droites  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  le 
signe  de  s-  —  rt.  Nous  retrouverons  ces  deux  droites  au  Chapitre 
suivant,  dans  l'étude  de  la  courbure  des  surfaces. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  en  termes  finis  les  équations  des  développées  de  la  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices  rectilignes  du  cône  cir- 
culaire droit;  discussion. 

[Licence  :  Marseille,  juillet  1884.] 

â.  Existe-t-il  des  courbes  gauches  F  telles  que  les  points  de  rencontre 
d'un  plan  fixe  P  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral? 

3.  Soit  r  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  enveloppe  de  sphères 
(enveloppe  des  cercles  caractéristiques);  la  courbe  qui  est  le  lieu  du 
centre  de  la  sphère  variable  est  située  sur  la  surface  polaire  de  V.  Réci- 
proque. 

4.  Etant  donnée  une  courbe  gauche  T,  par-  un  point  fixe  O  de  l'espace 
on  mène  une  droite  parallèle  à  la  droite  polaire  en  un  point  M  de  T,  et 
l'on  porte  sur  celte  droite  une  longueur  ON  égale  au  rayon  de  courbure 
de  F  au  point  M.  Le  point  N  décrit  une  courbe  gauche  F\  qui  correspond 
à  la  courbe  V,  lieu  des  centres  de  courbure  de  F,  avec  égalité  et  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires.  Les  rayons  de  courbure  des  deux  courbes  F' 
et  F'  sont  égaux  aux  points  correspondants. 

[  ROUQUET.] 

5.  Si  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  à  une  courbe  gauche  F  a  une 
longueur  constante  a,  cette  courbe  est  située  sur  une  sphère  de  rayon  a. 
à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constant  et  égal  à  a. 

G.  Pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  soit  une  autre  hélice  tracée  sur  un  cylindre  parallèle  au  premier, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  section  droite  de  celui-ci  soit  un  cercle  ou  une 
spirale  logarithmique.  Dans  le  dernier  cas,  ces  hélices  sont  situées  sur  des 
cônes  de  révolution  de  même  axe  et  de  même  sommet. 

[Tissor,  Nouvelles  Annales,  t.  XI;  i852.] 

7*.  Si  deux  courbes  gauches  admettent  les  mêmes  normales  principales, 
les  plans  osculateurs  de  ces  deux  courbes  aux  points  où  elles  coupent  une 
même  normale  font  un  angle  constant.  Ces  deux  points  et  les  centres  de 
courbure  des  deux  courbes  déterminent  quatre  points  dont  le  rapport 
aiiharmonique  est  constant.  Le  produit  des  rayons  de  torsion  des  deux 
courbes  aux  points  correspondants  est  constant. 

[  Paul  Serrkt,  Mannheim,  Schell.] 
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8*.  Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
courbe  gauche  F,  s  l'arc  de  cette  courbe.  On  appelle  courbe  adjointe  la 

courbe  Fq  dont  les  coordonnées  ont  pour  expressions 

i;t  courbes  associées  les  courbes  représentées  par  les  équations 

X  —  arcos6 -harosinO,        Y  —  ^  cos6 -t-^osinO,        Z  —  5  cosO-hZosinO, 

où  0  est  un  angle  constant.  Trouver  la  disposition  du  trièdre  fondamental 
pour  ces  nouvelles  courbes,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Si  la  courbe  F  est  à  courbure  constante,  la  courbe  Fq  est  à  torsion  con- 
stante, et  les  courbes  associées  sont  des  courbes  de  M.  Bertrand.  En  dé- 
duire les  équations  générales  de  ces  dernières  courbes. 

9.  Étant  données  deux  courbes  F,  F',  tangentes  en  un  point  À,  on  prend 
sur  ces  courbes,  à  partir  du  point  A,  et  dans  le  môme  sens,  deux  arcs 
égaux  très  petits  AM,  AM'.  Trouver  la  position  limite  de  la  droite  MM'. 

[Cauchy.] 

10.  Pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre  fondamental  d'une 
courbe  gauche  F,  et  passant  par  le  sommet  du  trièdre,  engendre  une  sur- 
face développable,  il  faut  que  cette  droite  se  confonde  avec  la  tangente,  à 
moins  que  la  courbe  F  ne  soit  une  hélice.  Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité 
de  droites  répondant  à  la  question. 

Pour  une  courbe  de  M.  Bertrand,  il  existe  deux  paraboloïdes  hyperbo- 
liques, invariablement  liés  au  trièdre  fondamental,  dont  toutes  les  géné- 
ratrices engendrent  des  surfaces  développables. 

[GfssARô,  Rivista  di  Mate  mat  ica,  t.  ÎT,  1892;  p.  i55.] 

11'.  Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  soient  les 
binormales  d'une  autre  courbe  gauche,  on  doit  avoir  entre  le  rayon  do 
courbure  et  le  rayon  de  torsion  une  relation  de  la  forme 


A  et  B  étant  des  constantes. 

[Mannheim;  Comptes  rendus,  1877.] 

Les  cas  où  une  droite  menée  par  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  invii- 

riablement  liée  au  trièdre  fondamental,  reste  la  normale  principale  ou  la 

binormale  d'une  autre  courbe  gauche  ont  été  étudiés  par  Pellet  {Comptes 

rendus^  mai  1887),  par  Cesaro  {Nouvelles  Annales,  1888;  p.  i47)»  pi*r 

Balitrand  {Mathesis,  1894;  p.  i59). 

12.  Si  le  plan  osculateur  à  une  courbe  gaifthe  F  reste  tangent  à  une 
sphère  fixe,  de  centre  0  :  i°le  plan  mené  par  la  tangente,  perpendiculaire 
ù  la  normale  principale,  passe  par  le  point  O  :  1^  le  rapport  du  rayon  de 
courbure  au  rayon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Réci- 
proques. 
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I.  -  COURBURE  DES  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE. 

239.  Formule  fondamentale.  Théorème  de  Meusnier.  —  Pour 
cludier  la  courbure  d^une  surface  en  un  point  M  non  singulier, 
nous  la  supposerons  rapportée  à  un  système  de  trois  axes  rectan- 
<>;ulaires,  Taxe  des  z  n^étant  pas  parallèle  au  plan  tangent.  Si  la 
surface  est  analytique,  elle  sera  représentée  par  une  équation  de 
la  forme 

(I)  z^Y{^x,y\ 

la  fonction  F(a:,  ^)  étant  développable  en  série  entière  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  a;  —  x^  et  dey — y^  dans  le  voisinage 
du  point  considéré  (jCoi  J'^i  ^o)  (ï***  194).  Mais  les  raisonnements 
qui  vont  suivre  n^exigent  pas  que  la  surface  soit  analytique;  nous 
supposerons  seulement  que  la  fonction  F(x,  y)  et  ses  dérivées 
parlielles  du  premier  et  du  second  ordre,  que  nous  désignerons, 
suivant  la  notation  de  Monge,  par/?,  q^  r,  5,  t^  sont  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  Xo,  J^o*  D'après  Téquation  du  plan  tan- 
gent, les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  sont  pro- 
portionnels à/?,  5^,  —  i;  si  l'on  adopte  comme  direction  positive 
celle  qui  fait  un  angle  aigu  avec  O^,  les  cosinus  directeurs  X,  p.,  v 
sont  donnés  sans  ambiguïté  par  les  formules 

.    ,  ~    p  —  q  I 

y/i -T-/>-H- 5^2  \J \'\- p^-\- q^  ^l-^p^-r-q^ 

Soit  C  une  courbe  située  sur  la  surface  et  passant  au  point  M; 
l(*s  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  sont  des  fonctions 
d'un  paramètre  variable  qui  vérifient  identiquement  Téquation  (1), 
oL  dont  les  diilérentielles  satisfont  par  conséquent  aux  deux  rela- 
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tiens 

(3)  dz  =  p  dx  -h  q  dy, 

(4;  {fiz^pd^x-^-q  d^y  -t-  r  dx^  -^  is  dx  dy  -{-  t  dy^  ; 

la  première  de  ces  relations  exprime  que  la  tangente  à  la  courbe  C 
est  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Pour  interpréter  la 
seconde,  nous  exprimerons  les  différentielles  au  moyen  d'élé- 
ments ayant  une  signification  géométrique;  or,  si  la  variable 
indépendante  est  Tare  <s  de  la  courbe  G,  on  a 

dx  _  d} 

5S^  ~"  "*       % 


dz 

d^T       %' 

d\r       P' 

d^z       y' 

dtj^^' 

d<j^  "  R' 

d9*  ~  R' 

^ff»  "  Il 

=  *»        '±:  =  ?>        -TT  --  T,         --r-r--îc>        -r^  =  -^T»        -^==-» 


a,  P,  Y»  ^'9  P'j  T'>  ^  ayant  la  signification  habituelle  (n®  229). 
La   formule   (4)  devient  alors,    en   divisant  les  deux  membres 

par  v^i -f-p^-h?^, 

R  v^i  H-/?* -h  q^  /7-h/>*-H^* 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  d'après  les  formules  (2), 

Mais  le  numérateur  Xa'4- [jip'-f- vy^  représente  précisément  le 
cosinus  de  l'angle  8  que  fait  la  direction  de  la  normale  principale 
à  la  courbe  C  avec  la  direction  positive  de  la  normale  à  la  surface, 
et  nous  obtenons  ainsi  la  formule  fondamentale 

cos6        ra*-;-  •xsol'^,  -h  ^p* 

qui  est  entièrement  équivalente  à  la  relation  (4),  et  qui  renferme 
par  conséquent  tout  ce  qui  concerne  la  courbure  des  courbes 
situées  sur  la  surface.  Dans  cette  formule,  le  rayon  de  courbure  R 

et  le  radical  y/ 1  -i-p'-i-q^^  sont  des  quantités  positives,  de  sorte 
que  cosô  est  du  même  signe  que  ra--t-  25aj3  -h  t^^;  le  signe  do 
celte  quantité  indique  donc  si  l'angle  0  est  aigu  ou  obtus. 

Considérons  d'abord  toutes  les  courbes  situées  sur  la  surface, 
passant  au  point  M,  et  ayant  en  ce  point  le  même  plan  osculatcnr 
(distinct  du  plan  tangent).  Toutes  ces  courbes  ont  même  lari- 
G.  36 
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gente,  l'intersection  du  plan  osculateur  avec  le  plan  tangent  à  la 
surface;  les  cosinus  a,  j3,  y  ^^^^  donc  les  mêmes  pour  toutes  ces 
courbes.  D'autre  part,  si  l'on  mène  dans  le  plan  osculateur  une 
perpendiculaire  à  la  tangente,  la  direction  de  la  normale  princi- 
pale coïncide  avec  l'une  des  deux  directions  que  l'on  peut  con- 
sidérer sur  cette  droite.  Soit  co  l'angle  de  la  normale  à  la  surface 
avec  l'une  de  ces  directions;  on  doit  avoir  Q  =  w,  ou  9  =  i:  —  <o. 
Mais  le  signe  de  ra^-h  25aj3  -h  t^^  indique  si  l'angle  0  est  aigu  on 
obtus;  il  s'ensuit  que  la  direction  de  la  normale  principale  est  1h 
même  pour  toutes  les  courbes  considérées.  L'angle  0  étant  le 
même,  il  s'ensuit  que  le  rayon  de  courbure  R  a  aussi  la  même 
valeur  et,  par  conséquent,  toutes  les  courbes  de  la  sur/ace 
passant  au  point  M,  et  ayant  en  ce  point  le  même  plan  oscu- 
lateur, ont  aussi  le  même  centre  de  courbure. 

Il  suffit  donc  d'étudier  la  courbure  des  sections  planes  faites 
dans  la  surface.  Nous  étudierons  d'abord  comment  varie  la  cour- 
bure des  diverses  sections  planes  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  passant  par  une  même  tangente  JVIT.  On  peut  supposer, 
sans  nuire  à  la  généralité,  que  l'on  a,  pour  cette  tangente, 
ra?-h  2SCL^  +  t^^  >  o,  car  il  suffit  de  changer  la  direction  posi- 
tive de  0>5  pour  que  r,  5,  t  changent  de  signe.  Pour  toutes  ces 
sections  planes,  on  a  donc  cos6>>o,  et  l'angle  6  est  aigu.  En 
particulier,  soit  R<  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par 
le  plan  normal  passant  par  MT;  l'angle  8  correspondant  est  nul, 

et  l'on  a 

I    __  ra'-f-  isa^  -}-  ^8* 

Pour  une  section  oblique  dont  le  plan  fait  un  angle  6  avec  le 
plan  de  la  section  normale,  le  rayon  de  courbure  R  est  donné  par 
la  formule  (5).  La  comparaison  de  ces  deux  formules  montre  que 
l'on  a 

I         rosG 

OU  R  =  R<  cosO,  relation  qui  exprime  que  le  centre  de  courbure 
de  la  section  oblique  est  la  projection  du  centre  de  courbure 
de  la  section  normale.  C'est  le  théorème  de  Meusnier. 

La  formule  précédente  ramène  Tétude  de  la  courbure  d'une 
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section  oblique  à  Tétude  de  la  courbure  d\ine  section  normale. 
Nous  exposerons  tout  à  Theure  les  résultats  dus  à  Euler;  nous 
observerons  d*abord  que,  pour  une  section  normale,  la  for- 
mule (5)  prendra  deux  formes  différentes  suivant  le  signe  de 
ra^-h  25apH-  t^^.  Afin  d'éviter  cet  inconvénient,  nous  convien- 
drons dorénavant  de  désigner  par  R  le  rayon  de  courbure  d^une 
section  normale  affecté  d'un  signe,  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
suivant  que  la  direction  qui  va  du  point  M  au  centre  de  cour- 
bure coïncide  avec  la  direction  positive  de  la  normale  à  la  surface 
ou  avec  la  direction  opposée.  Avec  cette  convention,  R  est  donné 
dans  les  deux  cas  par  la  formule 


(7) 


^  /l  H- /?*-»"  y* 


~.  —  » 


qui  fait  connaître  sans  ambiguïté  la  position  du  centre  de  cour- 
bure. 

De  la  formule  (7)  on  déduit  aisément  la  position  de  la  surface 
par  rapport  à  son  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact. Si  Ton  a  5^  —  r/  <  o,  le  trinôme  ra^-f-  a^a^  -t-  /^^  conserve 
un  signe  constant,  celui  de  r  et  de  /,  lorsque  le  plan  sécant 
tourne  autour  de  la  normale;  toutes  les  sections  normales  ont 
leur  centre  de  courbure  du  même  côté  du  plan  tangent,  et  sont 
par  conséquent  situées  du  même  côté  de  ce  plan  ;  on  dit  que  la 
surface  est  convexe  au  point  considéré.  Au  contraire,  si  l'on 
a  s^ — rt^o,  le  trinôme  ra*-f- 2  5ajî -|- ^P^  s'annule  pour  deux 
positions  particulières  du  plan  sécant;  les  sections  normales  cor- 
respondantes présentent  un  point  d'inflexion.  Lorsque  le  plan 
sécant  est  dans  l'un  des  angles  dièdres  formés  par  ces  deux  plans, 
R  est  positif,  et  la  section  est  au-dessus  du  plan  tangent;  lorsque 
le  plan  sécant  est  dans  l'angle  dièdre  supplémentaire,  R  est  négatif 
et  la  section  est  au-dessous  du  plan  tangent.  La  surface  traverse 
donc  le  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  contact;  on  dit 
qu'elle  esta  courbures  opposées.  Enfin,  si  s^ —  rt=  o,  toutes  les 
sections  normales  sont  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  sauf  Tune 
d'elles  qui  a  un  rayon  de  courbure  infini  et  qui  traverse  en  général 
le  plan  tangent;  on  dit  que  le  point  est  un  point  parabolique. 

Il  est  facile  de  confirmer  ces  résultats  par  l'étude  directe  de  la 
différence  u  =  z  —  5'  des  valeurs  de  z  pour  un  point  de  la  sur- 


564  CHAPITRE  XII.    —   SURFACES. 

face  et  le  point  du  plan  tangent  en  M  qui  se  projettent  en  un 
même  point  (^,  y)  sur  le  plan  des  xy.  En  effet,  on  a 

et  par  suite,  pour  le  point  de  contact  (^o?  J^o)>  on  a 

du  âz'  du 

puis 

Si  5*^  —  ri  <C  o,  u  est  maximum  ou  minimum  au  point  M  (n®  56), 
et,  comme  u  est  nul  en  ce  point,  u  conserve  un  signe  constant 
dans  les  environs;  au  contraire,  si  s^ —  ff^  o,  il  n'y  a  ni  maxi- 
mum ni  minimum  pour  u^  qui,  par  conséquent,  ne  garde  pas  le 
même  signe  dans  le  voisinage  du  point  M. 

240.  Théorèmes  d'Euler.  Indicatrice.  —  Pour  étudier  la  varia- 
tion en  grandeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale, 
imaginons  qu'on  ait  pris  pour  origine  le  point  considéré  de  la 
surface  et  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent  à  cette  surface.  On 
a,  dans  ce  système  d'axes,  p  ^=^  q  =  o,  et  la.  formule  (7)  devient 

(8)  -p  —  rcos*«p -H  25  coso  sino  —  ^  sin*tt, 

<p  étant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  trace  du  plan  sécant  sur  le 
plan  des  xy.  En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre,  on 
trouve  que  R  est  maximum  ou  minimum  pour  deux  directions 
rectangulaires.  Afin  d'étudier  en  détail  la  variation  de  R  dans 
tous  les  cas  particuliers  possibles,  il  est  commode  d'employer  la 
représentation  géométrique  suivante.  Imaginons  que  sur  la  trace 
du  plan  sécant  on  porte  une  longueur  Om  égale  à  la  racine  carrée 
de  la  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure;  ce  point  m  décrira 
une  courbe  et  il  est  clair  que  l'inspection  de  cette  courbe  sup- 
posée tracée  fait  connaître  aussitôt  la  variation  du  rayon  de  cour- 
bure. Cela  posé,  examinons  les  trois  cas  possibles  : 

1"  s^  —  /7  <!  o.    Le   rayon   R    a   un   signe   constant;    nous   le 
supposerons  positif.  On  a,  pour  les  coordonnées  du  point  m, 

^  =  y/l{cosy,  7,  =^Rsincp.  et  Téquation  de  la  courbe  cliercliée 
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est  par  conséquent 

(9)  r$«-f-i2  55r,  4-  /r,*=i; 

cette  courbe  est  une  ellipse  appelée  indicatrice,  qui  a  pour  centre 
l'origine.  On  voit  que  R  est  maximum  lorsque  la  trace  du  plan 
sécant  coïncide  avec  le  grand  axe  de  Tellipse  et  minimum  lorsque 
cette  trace  coïncide  avec  le  petit  axe,  et  que  deux  plans  sécants 
dont  les  traces  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  Tindica- 
trice  donnent  la  même  valeur  pour  R.  Les  sections  normales 
passant  par  les  axes  de  l'indicatrice  s'appellent  les  sections  nor- 
males principales  et  les  rayons  de  courbure  correspondants  sont 
les  rayons  de  courbure  principaux.  Si  l'on  a  pris  pour  axes 
des  X  et  des  y  les  axes  mêmes  de  l'indicatrice,  on  a,  dans  ce  sys~ 
i^me  d'axes,  5  ^^  o,  et  la  formule  (8)  devient 

--  = /' cos-o -h  /  sin*o  ; 
K 

les  rayons  de  courbure  principaux  R|  et  R2  s'obtiennent  en  fai- 

ir  1  I 

sant  (5  :  -  o,  ou  o  ^^  -•  On  a  donc  -r-  -rz  r.  -.-  =  /,  et  par  suite 

I         cos'o        sin^o 

2**  5*  -  rt  >•  o.  Les  sections  normales  correspondant  aux  va- 
leurs de  l'angle  <p,  racines  de  l'équation 

/'cos-'o  -t-  2  5  roso  sin©  -H  ^  sin^t  —  o 

ont  un  rayon  de  courbure  infini.  Soient  L'^Oi^i,  L!jOL2  les  traces 
de  ces  deux  plans  sur  xOy,  Lorsque  la  trace  du  plan  sécant  est 
comprise  dans  l'angle  L|  OL2,  par  exemple,  le  trinôme  est  positif 
et,  en  employant  la  même  représenlalion  que  dans  le  premier 
cas,  on  voit  que  la  portion  correspondante  de  l'indicatrice  est 
représentée  par  l'équation 

c'est  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  droites  L,OL| 
et  L2OL2.  Lorsque  la  trace  du  plan  sécant  est  comprise  dans 
Tangle  L^OLi,  on  aR<o  et,  pour  avoir  la  portion  correspon- 
dante de  l'indicatrice,  on  doit  poser 

Ç  =  /—  R  coso,         r^  =  / —  ^  sino, 
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ce  qui  conduit  à  Féquation  de  Thyperbole  conjuguée  de  la  précé- 
dente 

L'ensemble  de  ces  deux  hyperboles  conjuguées  permet  encore 
de  se  faire  une  idée  de  la  variation  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale.  Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
de  ces  hyperboles,  la  formule  générale  (8)  prend  encore  la 
forme  (îo),  R«  et  R2  désignant  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux,  dont  Tun  est  positif,  Tautre  négatif. 

30  52  —  ,.^  __  Q  Dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  R  conserve 
un  signe  constant,  le  signe  +  par  exemple.  L'indicatrice  est 
encore  représentée  par  l'équation  (9);  mais  cette  courbe,  étant 
du  genre  parabole  et  ayant  pour  centre  l'origine,  se  compose  for- 
cément de  deux  droites  parallèles.  Si  l'on  a  pris  l'axe  des  y  paral- 
lèle à  ces  deux  droites,  on  doit  avoir  dans  ce  système  d'axes  5  =  0, 
t  r=  o,  et  la  formule  générale  (8)  prend  la  forme 

I  , 

R 

ou 

I  _  cos*c 

R  ~  ~Rr  " 

On  peut  aussi  la  considérer  comme  un  cas  limite  de  la  for- 
mule (10),  obtenu  en  supposant  que  l'un  des  rayons  de  courbure 
principaux  Ra  devient  infini. 

Les  formules  d'Euler  peuvent  aussi  s'établir  sans  avoir  besoin  de  la  for- 
mule préliminaire  (5).  Le  point  de  la  surface  étant  pris  pour  origine  et  le 
plan  tangent  pour  plan  des  xy^  on  peut  écrire,  en  poussant  le  dévelop- 
pement de  z  par  la  formule  de  Taylor  jusqu'aux  termes  du  troisième 
ordre, 

z  =  -f-  • . .  < 

les  termes  non  écrits  étant  du  troisième  ordre,  ou  d'ordre  plus  élevé.  Pour 
avoir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  ^  =  artangç, 
on  peut  faire  d'abord  la  transformation  de  coordonnées 

X  =  ar'coso  — ^'sino,        y  —  :p'sincp  -r-^'costp, 

et  poser  ensuite  j^'  =  o,  ce  qui  donne  le  développement  de  z  suivant  les 


r 
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puissances  de  x* 

r  ros'© -«- ^5  sino  coso -4- f  sin*o     ,. 

z  =  .' • î L  ar  '  H- . .  . 

et,  en  appliquant  la  renaarque  du  n*  214,  nous  retrouvons  la  formule  (8). 

Remarques,  —  La  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  son  plan 
tangent,  qui  a  pour  équation 

présente  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tangentes  au  point  double  sont 
précisément  les  tangentes  asymptotiques.  Plus  généralement,  si  deux  sur- 
faces S,  Si  sont  tangentes  à  Torigine  au  plan  des  xy^  la  projection  de  la 
courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

o  =  (r  —  ri)a7*-+-  2(5  —  5i)ar^-r  {/  —  <i)X*-»-. . ., 

/*i,  «1,  fi  ayant  la  même  signification  pour  la  surface  Si  que  r,  5,  i  pour 
la  surface  S.  La  nature  du  point  double  dépend  du  signe  de  l'expres- 
sion (5  —  SxY — (r  —  ri)(/  —  t^)\  si  celle-ci  est  nulle,  la  courbe  d'inter- 
section présente  en  général  un  point  de  rebroussement. 

En  résumé,  il  existe  en  chaque  point  d'une  surface  quatre  posi- 
tions remarquables  pour  les  tangentes  à  cette  surface;  deux  tan- 
gentes rectangulaires  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  K  est 
maximum  ou  minimum,  et  deux  tangentes  asymptotiques  ou  tan- 
gentes principales  pour  lesquelles  R  est  infini.  On  obtient  celles-ci 
en  égalant  à  zéro  le  trinôme  ra^-i- 2  5a3 -+- ^?^  (c/.  n°  238). 
Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  détermine  les  sec- 
tions normales  principales  et  les  rayons  de  courbure  principaux 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires  quelconque. 

241.  Rayons  dé  courbure  principaux.  —  A  une  valeur  donnée 
pour  R  correspondent  en  général  deux  sections  normales,  dont 
le  rayon  de  courbure  correspondant  a  la  valeur  donnée  ;  il  n'y  a 
d'exception  que  si  R  est  égal  à  l'un  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux, et  il  n'y  a  dans  ce  cas  que  la  section  normale  principale 
correspondante  qui  admette  ce  rayon  de  courbure.  Pour  déter- 
miner les  sections  normales  dont  le  rayon  de  courbure  est  R, 
nous  avons  à  déterminer  a,  p,  y  P^^  ^^^  trois  relations 


^^^ 


^      ^    =rg»-!-a«ap -t- t3',        Y=J"*  — îP"        a' 4- P«-+- y*=  «. 
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dont  il  est  facile  de  former  une  combinaison  homogène  et  de 
degré  zéro  en  a,  P, 

le  rapport  ^  est  donc  fourni  par  Péquation 

a*(i-+-/?î— rD)-i-2aP(/?5r  — 5D)-h  p»(i -+- ç''— /D)  ^  o, 


où  Ton  pose  R  =  D  ^i  4-/>^-hy^.  Si  cette  équation  admet  une 
racine  double ,  cette  racine  annule  à  la  fois  les  deux  dérivées  par- 
tielles du  premier  membre  par  rapport  à  a  et  à  [3, 

(,^j  (  a(n-^t-rD)-+-p(/>5r-;çD)        =  o, 

j        a(/?^  — 5D)-+-  p(n-  gr»—  ^D)  =  o; 

on  éliminant  a  et  P,  on  obtient  l'équation  qui  donne  les  rayons 
de  courbure  principaux,  équation  qui  s'écrit,  en  remplaçant  D 
par  sa  valeur, 

(  -+-(i-f-/?'-i- ^*)-  =  o. 

Si,  au  contraire,  on  élimine  D  entre  les  relations  (12),  on  obtient 
une  équation  du  second  degré  qui  détermine  les  traces  sur  le  plan 
tangent  des  sections  normales  principales 

Diaprés  la  nature  même  de  la  question,  les  racines  des  équa- 
tions (i3)  et  (i4)  sont  toujours  réelles;  ce  qu'il  est  aisé  de 
vérifier  par  un  calcul  direct. 

Pour  que  l'équation  en  R  ait  ses  racines  égales,  il  faudra  que 
rindicatrice  soit  un  cercle,  et  toutes  les  sections  normales  auront 
alors  le  même  rayon  de  courbure.  Le  second  membre  de  la  for- 
mule (i  i)  devra  donc  être  indépendant  du  rapport  ->  et  il  faudra 
pour  cela  que  Ton  ait 

I-+-7?*        pq        14-5'* 

Les  points  qui  satisfont  à  ces  conditions  s'appellent  des  ombilics. 
En  ces  points,  l'équation  (i4)  se  réduit  à  une  identité,  puisque 
tout  diamètre  d'un  cercle  est  aussi  un  axe  de  symétrie. 


I.  —  COIRBURE  DBS  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE.       669 

On  peut  quelquefois  déterminer,  par  des  considérations  géo- 
métriques,  les  sections  normales  principales  d^une  surface.  Par 
exemple,  si  une  surface  S  admet  un  plan  de  symétrie  passant  par 
un  point  M  de  cette  surface,  il  est  clair  que  la  droite  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  tangent  en  M  est  un  axe  de  symétrie 
de  rindicatrice,  et  la  section  par  le  plan  de  symétrie  est  une  des 
sections  normales  principales.  Ainsi,  en  un  point  d'une  surface 
de  révolution,  la  méridienne  est  une  des  sections  normales  prin- 
cipales; le  plan  de  la  seconde  section  normale  principale  passe 
donc  par  la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  au  parallèle.  Or  on 
connaît  le  centre  de  courbure  de  l'une  des  sections  obliques  pas- 
sant par  la  tangente  au  parallèle,  le  centre  du  parallèle  lui-même. 
Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  que  le  centre  de 
courbure  de  la  seconde  section  principale  est  au  point  de  ren- 
contre de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe. 

En  un  point  d'une  surface  développable,  on  a  s^  —  rt  =  o,  et 
l'indicatrice  est  un  système  de  deux  droites.  Une  des  sections 
principales  se  confond  avec  la  génératrice  elle-même,  et  le  rayon 
de  courbure  principal  correspondant  est  infini.  Le  plan  de  la 
seconde  section  principale  est  perpendiculaire  à  la  génératrice. 
Tous  les  points  d'une  surface  développable  sont  paraboliques, 
et  ce  sont  les  seules  surfaces  possédant  cette  propriété  (n**  222). 

Si  une  surface  non  développable  est  convexe  en  certains  points, 
à  courbures  opposées  en  d'autres  points,  elle  possède,  en  général, 
une  ligne  de  points  paraboliques  qui  sépare  les  régions  pour 
lesquelles  s^ —  /7  est  positif  des  régions  pour  lesquelles  5* —  rt  est 
négatif.  Par  exemple,  sur  le  tore,  cette  ligne  est  formée  des  deux 
parallèles  extrêmes. 

Sur  une  surface  convexe,  il  n'y  a  en  général  qu'un  certain  nombre 
d'ombilics  isolés  les  uns  des  autres.  On  démontre  comme  il  suit  que  la 
seule  surface  réelle  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics  est  la  sphère. 
Appelons  encore  \,  [i,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface; 
en  diiïérentiant  les  formules  (2),  il  vient 


Ox 

pqs  —  (i  -^   f/^)r 

dy     - 

pqt  —  -  1  -+-  ^*).ç 

dx  ' 

pqr  —  {\-\-p'^)s 
(1 -+-/>«-+- ^»>2 

dix 

pqs—  (\  -^  p^)t 
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relations  qui  deviennent,  en  tenant  compte  des  formules  (i5), 

à\  _  ^!^  _  ^^  _  ^H"- 

ày  ~    ^         ôx  ~    ^        dx  ~  dy' 

La  première  prouve  que  X  ne  dépend  que  de  x^  la  seconde  que  (x  ne  dépend 

que  de  y;  la  valeur  commune  des  dérivées  -r-i  -r-  est  donc  à  la  fois  indé- 

ax    dy 

pendante  de  or  et  de  ^  :  c'est  une  constante  —  •  On  en  tire 


a               ^            a 

V    =     y 

a 

X 

X  —  iPo 

^            ^            ^a>- 

-(ar—a7o)*  — (^— /o)* 

y    ro 

et  la  valeur  de  «,  obtenue  par  Tintégration,  est 

on  retrouve  bien  l'équation  d'une  sphère.  On  verrait  de  même  que,  si  l'on 

a  T—  =  ^  =0,  la  surface  est  un  plan.  Mais  les  relations  (i5)  admettent 

en  outre  une  infinité  de  solutions  imaginaires,  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion I -h /)'-+- 9*=  o,  comme  on  peut  le  vérifier  en  differentiant  cette 
relation  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  y. 
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242.  Définition  et  propriétés  des  lignes  asymptotiques.  —  Sur 
une  surface  à  courbures  opposées,  il  y  a  en  chaque  point  deux 
tangentes  pour  lesquelles  la  section  normale  correspondante  a  un 
rayon  de  courbure  infini  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice. 
On  appelle  lignes  asymptotiques  les  lignes  situées  sur  la  surface 
qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  Tune  de  ces  asymp- 
totes. Quand  on  se  déplace  sur  une  courbe  située  sur  la  surface, 
les  différentielles  dx^  dy^  dz  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
directeurs  a,  ^^  v  de  la  tangente;  pour  une  tangente  asympto- 
tique,  on  a  ra^-h  2  5ap  4- ij32=  o,  et  par  conséquent,  tout  le 
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long  d'une  ligne  asymptotique,  on  doit  avoir 

» 
(i6)  rdx^-h^sdx  {ty -^  tdy^=  o. 

L'équation  de  la  surface  étant  supposée  résolue  par  rapport  à  z, 
si  Ton  remplace  r,  5,  t  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  variables 

x^yy  on  tire  de  Téquation  précédente  deux  valeurs  pour  -^ 

(17)  2i  =  ?'(*'^)'      -S  =  '?'<^'^)= 

nous  verrons  plus  tard  que  chacune  de  ces  équations  admet  une 
infinité  d'intégrales,  et  que  chaque  couple  de  valeurs  {x^y  y^) 
détermine  en  général  une  intégrale  et  une  seule.  Par  chaque  point 
de  la  surface  il  passe  donc  en  général  deux  lignes  asjmptotiques 
et  deux  seulement;  leur  ensemble  forme  un  double  système  de 
lignes  sur  la  surface. 

On  peut  encore  définir  les  lignes  asymptoliques  par  la  pro-^ 
priélé  suivante  qui  ne  fait  intervenir  aucune  relation  métrique. 
Ce  sont  les  lignes  de  la  surface  dont  le  plan  oscillateur  coïn- 
cide avec  le  plan  tangent.  En  effet,  pour  que  le  plan  osculateur 
coïncide  avec  le  plan  tangent,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  à  la 
fois  (n«  215) 

dz — pdx  —  q  dy  =  o^         d-z—pd^x  —  q  d'^y  =^o\ 

la  première  relation  est  vérifiée  pour  toute  courbe  située  sur  la 
surface  et,  en  la  diff'érentiant,  il  vient 

d*z  —pd^x  —  q  d^y  —  dp  dx  —  dq  dy  —  o. 

La  seconde  condition  peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci,  ne 
renfermant  que  les  diff'érentielles  du  premier  ordre 

(18)  dp  dx  -^  dq  dy  r-.  o^ 

qui  est  identique  à  la  relation  (16).  D*ailleurs,  il  est  facile  de  se 
rendre  compte  de  Tidentité  des  deux  définitions.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  tangente  à  une  asymptote  de  l'in- 
dicatrice étant  infini,  il  en  serait  de  même,  diaprés  le  théorème 
de  Meusnier,  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  asymptotique,  à 
moins  que  le  plan  osculateur  ne  soit  perpendiculaire  à  la  normale 
et,  dans  ce  cas,  le  théorème  de  Meusnier  devient  illusoire.  Le  plan 
osculateur  à  une  ligne  asymptotique  doit  donc  coïncider  avec  le 
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plan  tangent,  à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constam- 
ment infini  ;  dans  ce  cas,  on  aurait  une  ligne  droite,  dont  le  plan 
oscillateur  est  indéterminé.  Il  résulte  évidemment  de  cette  pro- 
priété que  les  lignes  asymptotiques  se  conservent  dans  toute 
iransformatibn  homographique.  On  voit  aussi  que  Téquation  dif- 
férentielle est  la  même,  que  les  axes  soient  rectangulaires  ou 
obliques,  car  Téquation  du  plan  osculateur  est  toujours  la  même. 
Les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  S  n'existent  évidem- 
ment que  si  la  surface  est  à  courbures  opposées.  Cependant, 
lorsque  la  surface  est  analytique^  l'éqûalion  différentielle  fi6) 
admet  toujours  une  infinité  d'intégrales,  réelles  ou  imaginaires, 
quel  que  soit  le  signe  de  s^  —  rt.  Par  extension,  nous  dirons  qu'une 
surface  convexe  analytique  admet  deux  systèmes  de  lignes  asymp- 
totiques imaginaires.  Ainsi,  les  lignes  asymptotiques  d'un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe  sont  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes;  pour  un  ellipsoïde  ou  une  sphère,  ces  génératrices  sont 
imaginaires,  mais  elles  satisfont  encore  à  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
on  a 


Ht  \»/»-S 


r  "  mi  m  — })x"^~-y^y        s  =  mnW"~^y"    '.         t  —  ni  n  --  i  u'"} 
et  Téqualion  différentielle  (16)  peut  s'écrire 

m{m  —  I  )    *-   ,  -      —  2 mn  (    — >-     —  /m  /i  —  1  )  ~  o. 

V  dx 
On  en  lire  deux  valeurs,  h^  et  /îj,  pour  le  rapport  -—y-;  les  deux  familles 

X  cly 

de  lignes   asymptotiques  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les 

courbes 

243.  Équation  différentielle  en  coordonnées  quelconques.  — 
Supposons  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  exprimées 
au  moyen  de  deux  paramètres  variables  m,  t% 

(19)  x^-f[u,v),        y  —  o(u,v),        z  =  ^(UyV): 

nous  partirons  de  la  seconde  définition  pour  établir  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptotiques.  Formons  d'abord  Téqua- 
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tion  du  plan  tangent 

(20)  A(X-  a:,)-r-B(Y— ^;-+-G(Z  — 5j  =  o; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 


(21) 


(  A  --^  -4-  B  -°        C  ^i  — 
\       du    '        du  Ou  ~~    * 

l        oi^  ov  àv 


qui  déterminent  les  rapports  de  deux  des  coefficients  A,  B,  C  au 
troisième  (n°  39).  Ces  coefficients  étant  calculés,  on  doit  avoir 
pour  une  ligne  asymplolique 

X  dx      'ï^  dy    —Cdz    —  o, 
A  d'x^Bd^y-r-Cd^z  =o\ 

la  première  est  encore  satisfaite  d'elle-même,  et,  en  la  différen- 
tiant,  on  voit  que  la  seconde  peut  être  remplacée  par 

( ta)  d\  dx  -T-  dB  dy  -^  dC  dz  =  o; 

c'est  Téquation  différentielle  cherchée.  Si,  par  exemple,  on  prend 
dans  les  formules  (21)  C=-^  —  i,AetB  représentent  respective- 
ment les  dérivées  partielles  p  et  q  de  z  par  rapport  à  ^  et  à  ^',  et 
l'équation  (22)  est  identique  à  Téquation  (ï8). 

Exemples.  —  Prenons  par  eiiemple  la  surface  conoïde  -3  =  ^(  —  )  •  On 
peut  poser  x  =  Uj  y  —  uv^  z  —  o(ç),  et  les  relalions  (-21)  deviennent 

A-i-Bt'  — o,        Uu   ^-G©'(t')  — o; 

on  y  satisfait  en  prenant  C  ^  —  a,  A  =  —  vo'(v),  B  =  ©'(t»),  et  Téquatioii 
différentielle  (22)  est  ici 

u çp'  (  (-  )  dv"^  —  2 o'( r  )  du  dv  —  o. 

« 
On  a  d'abord  la  solution  y  =  const.  qui  donne  les  génératrices  rectilignes  : 

en  divisant  par  dv^  il  reste  l'équation 

'd'où  l'on  tire  a' =  G^'(ç'),  et  les  projections  des  lignes  asymptotiques  du 
second  système  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 

x'^^  Go'('-  ). 
•    \xj 
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plan  tangent,  à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constam- 
ment infini;  dans  ce  cas,  on  aurait  une  ligne  droite,  dont  le  plan 
oscnlateur  est  indéterminé.  Il  résulte  évidemment  de  cette  pro- 
priété que  les  lignes  asymptotiques  se  conservent  dans  toute 
transformation  homographique.  On  voit  aussi  que  Téquation  dif- 
férentielle est  la  même,  que  les  axes  soient  rectangulaires  ou 
obliques,  car  Téquation  du  plan  osculateur  est  toujours  la  même. 
Les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  S  n'existent  évidem- 
ment que  si  la  surface  est  à  courbures  opposées.  Cependant, 
lorsque  la  surface  est  analytique,  Téqûalion  différentielle  (i6) 
admet  toujours  une  infinité  d'intégrales,  réelles  ou  imaginaires, 
quel  que  soit  le  signe  de  5^  —  rt.  Par  extension,  nous  dirons  qu'une 
surface  convexe  analytique  admet  deux  systèmes  de  lignes  asymp- 
totiques imaginaires.  Ainsi,  les  lignes  asymptotiques  d'un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe  sont  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes;  pour  un  ellipsoïde  ou  une  sphère,  ces  génératrices  sont 
imaginaires,  mais  elles  satisfont  encore  à  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques. 

Exemple.    -  Soit  à  trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

z  —  x^y^  ; 
on  a 

r  r=  m{m  —  i)x"^-'y",        s  =  mnx'»~^y"    '.         (  —  n{n  —  i  )j'"'y"-*, 

et  l'équation  différentielle  (16)  peut  s'écrire 

i  VilT^        ■        I  vdx  ^  . 

m  (m  —  I  )    -      ,-      —  2  mn  (  -   -y--  \  —  /n  n  —  i  )  —  o. 
\  X  liy  !  \  X  dy  / 

V  (Jix 
On  en  lire  deux  valeurs,  Ai  et  /i2,  pour  le  rapport  7--,—  ;  les  deux  familles 

X  ciy 

de  lignes   asymptotiques  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les 
courbes 

2i3.  Équation  différentielle  en  coordonnées  quelconques.   — 

Supposons  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  exprimées 
au  moyen  de  deux  param.ètres  variables  m,  v^ 

nous  partirons  de  la  seconde  définition  pour  établir  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptotiques.  Formons  d'abord  l'équa- 
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tion  du  plan  tangent 

(20)  A(X-  x)-^B{Y—y)-^C{Z~z)  =  o; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

/    .  f)/  do       r^  à^  _ 

\       du  du  Ou         ' 

\       ôv  ov  dv 

qui  déterminent  les  rapports  de  deux  des  coefficients  A,  B,  C  au 
troisième  (n°  39).  Ces  coefficients  étant  calculés,  on  doit  avoir 
pour  une  ligne  asymptotiqiie 

\  dx     -  B  dy    -^  Cdz    —  o, 
A  d^x  r-^d^y-r-Cd^z  -=o: 

la  première  est  encore  satisfaite  d'elle-même,  et,  en  la  différen- 
tiant,  on  voit  que  la  seconde  peut  être  remplacée  par 

( TA )  dK  dx  -v  dh  dy  -r-  ^G  dz  ^  q\ 

c'est  Téquation  différentielle  clierchée.  Si,  par  exemple,  on  prend 
dans  les  formules  (2i)C^^  —  i,AetB  représentent  respective- 
ment les  dérivées  partielles  /?  et  y  de  z  par  rapport  à  ^  et  à  y^  et 
l'équation  (22)  est  identique  à  l'équation  (18). 

Exemples.  —  Prenons  par  exemple  la  surface  conoïde  5  —  ?p  [  —  1  •  On 
peut  poser  ar  =  m,  y  =  uv^  z  —  ^(v),  et  les  relations  Cai)  deviennent 

A-hBv  — o,        Bw   f-G©'(i)  — o; 

on  y  satisfait  en  prenant  G  —  —  a,  A  =--  —  p^'(i^).  B  =  o'(p),  et  l'équation 
différentielle  (22)  est  ici 

wcp'  (  i")  rfç>*—  10' {v)  du  dv  —  o. 

On  a  d'abord  la  solution  p  =  const.  qui  donne  les  génératrices  rectiligne*-: 
en  divisant  par  dv^  il  reste  l'équation 

îi"  (v)di'        •>.  dtt 

É , 

o\v)      "      u 

'd'où  l'on  tire  a*  =  Go'(p),  et  les  projections  des  lignes  asymptotiques  du 
second  système  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 


'  y 


x^ 


--Go'(-) 


X 
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Citons  encore  les  surfaces  signalées  par  M.  Jamet,  dont  Téquation  peut 
être  ramenée  à  la  forme 


<i)  - 


F(s). 


En  prenant  pour  variables  indépendantes  z  et  ^  =  u,  Téquation  diiïé- 
rentielle  des  lignes  asymptotiques  est 


v.l  s'intègre  par  deux  quadratures. 
Une  surface  hélicoîde  est  représentée  par  les  équations 

a?=rpcosto),        ^  =  psinai,        z  ~/{p)  -h  hu»; 

nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  Téquation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  est 

Pfi  p)dp'—:ihdiùd(>-k-  p^/'(p)  dta^  =  o  ; 
on  en  tire  encore  (o  par  une  quadrature. 

244.  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées.  —  D'une  façon 
^^énérale,  rélimination  de  A,  B,  C  entre  les  équations  (21)  et  la 
relation  Ad^x -i-Bd^y -hCd^z  =  0  conduit  à  l'équation  diffé- 
rentielle des  ligues  asymptotiques 


(•>.3) 


du 

09 

du 

du 

àf 

d^ 
dv 

d^x 

d^y 

d>z 

=  o. 


Cette  équation  ne  ren Terme  pas  les  différentielles  du  second 
ordre  d^u  Q\.d^v\  on  a,  en  effet, 


d'^x  =iLdUi-^%d^i>-^'^du^^7.  -pÇ-  du  dv  -h  ^^dv\ 
du  dv  du^  dudv  dv^ 


(U  l'on  a  pour  d^y  et  d^z  des  expressions  analogues.  En  retran- 
chant de  la  troisième  ligne  du  déterminant  (aS)  la  première  ligne 
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mullîpliée  par  d^u  et  la  deuxième  multipliée  par  d^v^  il  reste 


d^ 
du* 


du* 


if 
du 

àv 

dyf 


do  d^ 

du  du 

d9  d^ 

dv  dv 


Oudv 


du  du 


d\f 
dv* 


dv* 


r^o; 


en  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  troisième  ligne  et 
ordonnant  par  rapport  à  du  et  dç^  cette  équation  s'écrit 


(24) 


Ddu^-^-iD'dudv-i-  D'dv*=o, 


D,  D',  D''  désignant  les  trois  déterminants 


/ 


D  = 


(•*i) 


1    dx 
du 

dy 
du 

dz 
du 

1 

dr 
du 

ày 

du 

dz 
du 

dx 
dv 

dy 
dv 

dz 
dv 

9 

D'  = 

dx 
dv 

ày 

dv 

dz 
dv 

d*x 

d*y 

d*z 

d*x 

d*y 

d*z 

du* 

du* 

du* 

du  dv    du  dv 

dudv 

dx 
du 

du 

dz 
du 

• 

D'- 

dx 
dv 

d*x 
dv* 

ày 

dv 

d*y 

dv* 

dz 
dv 

d*z 
dv* 

m 

Considérons,  pour  donner  une  application,  les  surfaces  réglées. 
Toute  surface  réglée  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

X  =  Xo  ^-OLu,        y  =yo-^?u,        z^Zo-^yu, 

^07  ^0»  ^0}  ^>  ^)  Y  étant  des  fonctions  d'un  second  paramètre 
variable  i^.  Lorsqu'on  fait  u  =  o,le  point  (^oi  J^o?  ^o)  décrit  une 
certaine  courbe  F  sur  la  surface;  au  contraire,  lorsque,  v  restant 
constant,  on  fait  varier  a,  le  point  décrit  une  génératrice  rec- 
liligne  et  la  variable  u  est  proportionnelle  à  la  distance  du 
point  (a:,  y^  z)  au  point  (xo,  yoy  ^o)  de  la  courbe  F.  On  voil 
immédiatement  sur  les  formules  (^5)  que  dans  ce  cas  on  a  D  =  o, 
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tandis  que  D'  esl  indépeadant  de  u;  quant  à  D"^, 


D'  = 


c'est  un  polynôme  du  second  degré  en  u.  En  divisant  le  premier 
membre  de  Téquation  (a4)  psir  'e  facteur  dv  qui  correspond  aux 
génératrices  rectilignes,  il  reste,  pour  déterminer  le  second  sys- 
tème de  lignes  asymptotiques,  une  équation  difierentielle  de  la 
forme 

(26)  -7-  -+-L  a*-f-  Mm -h  N  =  o, 

• 

L,  M  et  N  étant  des  fonctions  de  la  variable  p.  Les  équations  de 
cette  espèce  jouissent  de  propriétés  remarquables,  qui  seronl 
établies  plus  tard.  Ainsi  on  verra  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  intégrales  quelconques  est  constant;  il  en  résulte 
que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  rencontre 
d'une  génératrice  quelconque  de  la  surface  avec  quatre  lignes 
asymptotiques  est  constant,  ce  qui  permet  de  trouver  toutes  ces 
lignes  asymptotiques  dès  qu'on  en  connaît  trois.  On  verra  aussi 
que  lorsqu'on  connaît  une  ou  deux  intégrales  de  l'équation  (26), 
on  peut  trouver  toutes  les  autres  par  deux  quadratures  ou  une 
seule  quadrature. 

Si  toutes  les  génératrices  de  la  surface  rencontrent  une  droire 
fixe,  cette  droite  est  une  ligne  asymptotique  du  second  système, 
el  l'on  aura  toutes  les  autres  par  deux  quadratures.  Si  la  surfac  e 
admet  deux  directrices  rectilignes,  on  connaît  deux  lignes  asymp- 
totiques, et  il  semblerait  qu'il  faudra  une  quadrature  pour  avoir 
les  autres.  Mais  on  peut  obtenir  un  résultat  plus  précis.  En  effei, 
étant  donnée  une  surface  réglée  admettant  deux  directrices  recti- 
lignes, on  peut  effectuer  une  transformation  homographique  de 
façon  que  l'une  de  ces  directrices  s'éloigne  à  l'infini;  la  surface  se 
change  en  une  surface  conoïde,  et  nous  avons  remarqué  (n**  243  » 
que  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  conoïde  se  déterminent 
sans  aucune  quadrature. 

24o.  Lignes  conjuguées.  —  On  appelle  tangentes  conjuguées 
en  un  point  d'une  surface  S  deux  droites  passant  par  ce  point, 
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situées  dans  le  plan  langent,  et  formant  un  système  de  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice.  A  toute  tangente  de  la  surface  cor- 
respond évidemment  une  tangente  conjuguée  qui  coïncide  avec 
la  première,  si  elle  est  une  tangente  principale  et  dans  ce  cas 
seulement.  Soit  z=^F{Xyy)  Téquation  de  la  surface;  si  m  et  m! 
sont  les  coefGcients  angulaires  des  projections  de  deux  tangentes 
conjuguées  sur  le  plan  des  xy,  ces  droites  doivent  être  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  projections  des  deux  tan- 
gentes principales  de  la  surface,  projections  dont  les  coefGcients 
angulaires  sont  racines  de  Téquation 

r-H  sfc5fx  -4-  /[ji*  =  o. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 
(17)  r -^  s{m -^  m')-\- tmm' =  o. 

Étant  donnée  une  courbe  C  située  sur  la  surface  S,  le  plan  tan- 
gent à  cette  surface  tout  le  long  de  la  courbe  C  enveloppe  une 
surface  développable  qui  est  tangente  à  la  surface  S  tout  le  long 
de  C;  en  chaque  point  M  de  C,  la  génératrice  de  cette  dévelop- 
pable est  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  C. 

Tout  le  long  de  la  courbe  C,  x^y^  ^i  p^  Ç  sont  fonctions  d'un 
paramètre  variable  a;  la  génératrice  de  la  surface  développable  est 
définie  par  les  deux  équations 

Z  — j  — /?(X  — j-)  — 5'(Y— 7)  =  o, 

—  ds  -^  p  (ijr  -h  (/  cly  —  ilp{^  —  ^ )  —  ^7(^—7)=  o, 

dont  la  dernière  se  réduit  à 

y  —  y  dp  F  dr  -+-  s  dy 

X  —  X  dq  s  dx  -^  t  dy 

Soient  m  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  de  la  tangente 
à  C,  m' le  coefficient  angulaire  de  la  projection  de  la  génératrice; 
la  relation  précédente  est  identique  à  la  relation  (27),  car  on  a 

dv  \-y 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  dit  que  deux  familles  de  courbes  de  la  surface,  dont  chacune 
dépend  d'un  paramètre  variable,  forment  un  réseau  conjugué, 
G.  37 
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lorsque  les  tangentes  aux.  courbes  des  deux  familles  qui  passent 
par  un  point  quelconque  de  la  surface  y  sont  conjuguées.  Il  existe 
évidemment  une  infinité  de  réseaux  conjugués,  car  on  peut  se 
donner  arbitrairement  une  des  deux  familles  de  courbes,  et  les 
courbes  de  la  seconde  famille  sont  déterminées  par  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 

Étant  donnée  une  surface  représentée  par  les  équations  (19)»  cherchons 
à  quelles  conditions  les  courbes  u  =  const.,  (>  =  const.  forment  un  réseau 
conjugué.  Quand  on  se  déplace  sur  la  courbe  v  =  const.,  la  caractéristique 
du  plan  tangent  est  représentée  par  les  deux  équations 

A(X  -  a:) -h  B(  Y  -  j^)  ^  C(Z  —  iî)  =  o, 

pour  que  cette  droite  coïocide  avec  la  tangente  à  la  courbe  u  =  const., 

,         ,  ,  ,.  àx    dy     dz     ..   .  ..       ^^ 

dont  les  paramètres  directeurs  sont  -)->  -j-»  -r-»  "  faut  et  il  suffit  que 

Ton  ait 

àv  dv  dif      ' 

dXdx       àBdy       àC  dz  _     ^ 
du   âv        du   dv        du  dv  ~     ' 

mais,  en  différentiant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  à  u,  on  voit 
que  la  seconde  peut  être  remplacée  par  la  suivante 


(a8) 


d^x        ^   d^y        r   ^*^    _ 
du  dv  du  dv  dudv  ^    ' 


et  l'élimination  de  A,  B,  C  entre  les  équations  (21)  et  (28)  conduit  fina- 
lement à  la  condition  nécessaire  et  suffisante 


dx 
du 

du 

dz 
du 

dx 
dv 

ày 

dv 

dz 
dç 

d^x 

à^y 

d^z 

=  o. 


du  dv    du  dv    du  dv 

On  peut  dire  encore  que  cette  condition  exprime  que  x^  y  y  z  sont  trois 
intégrales  d^une  équation  de  la  forme 


(^9) 


d^b    _  w^       XT  ^ 
dudv  ~       du  dv 
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OÙ  M  et  N  sonl  des  fondions  quelconques  de  u  el  de  v;  il  suffira  donc  de 
connaître  trois  intégrales  distinctes  d'une  équation  quelconque  de  celte 
forme  pour  avoir  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  un  syslcme  con- 
jugué. Si,  par  exemple,  on  prend  M  =  N  =  o,  toute  intégrale  de  Téqua- 
lion  (29)  est  la  somme  d'une  fonction  de  u  et  d'une  fonction  de  p;  sur 
toute  surface  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(3o)  T=f{u)-+-/i(v)y        J^^  =  (f(M)^-ç,(^;),         5  =  iKa)H-i}/,(t'), 

les  courbes  (i^)  et  {v)  forment  donc  un  réseau  conjugué. 

Les  surfaces  de  cette  espèce  sont  appelées  sur/aces  de  translation; 
elles  peuvent  être  engendrées  de  deux  façons  différentes  par  la  transla- 
tion d'une  courbe  de  forme  invariable  F,  dont  un  point  décrit  une  autre 
courbe  F'.  Considérons  en  efTct  les  quatre  points  Mq}  Mi,  M],  M  de  la  sur- 
face, correspondant  respectivement  aux  valeurs  (mq»  ^0)/  (w,  (>©))  (wo,  p), 
(a,  ç)  des  paramètres  w,  ç.  D'après  les  formules  (3o),  ces  quatre  points 
sont  les  sommets  d'un  parallélogramme.  Si,  laissant  v^  fixe,  on  fait  varier  a, 
le  point  Ml  décrit  une  courbe  F  de  la  surface;  de  même,  si  u^  reste  fixe 
et  qu'on  fasse  varier  (^,  le  point  Mt  décrit  une  autre  courbe  F'  de  la  sur- 
face. On  peut  donc  considérer  cette  surface  comme  engendrée  par  la 
courbe  F  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans  lequel  le  point  M) 
décrit  F',  ou  par  la  courbe  F'  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans 
lequel  le  point  Mi  décrit  F.  Il  est  évident,  d'après  ce  mode  de  génération, 
que  ces  deux  familles  de  courbes  sont  conjuguées;  par  exemple,  les  tan- 
gentes aux  diverses  positions  de  F',  en  tous  les  points  de  F,  forment  un 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  F.  Les  tangentes  à  ces 
courbes  sont  donc  conjuguées. 
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246.  Définition  et  propriétés.  —  Étant  donnée  une  surface  S, 
on  appelle  lignes  de  courbure  les  lignes  telles  que  les  normales 
à  la  surface  aux  difTérents  points  de  Tune  d'elles  forment  une  sur- 
face développable.  Soit  z  =/(:r,  y)  l'équation  de  la  surface  dans 
un  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations  de  la  normale  sonl 

(  X  =  — pZ-^-ix  -^  pz)^ 

pour  que  celle  droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  deux  équations  (n®  223) 

l  —Zdp-^d{x-^pz)  =  o, 
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soient  vérifiées  pour  une  même  valeur  de  Z,  c'est-à-dire  que  l'on 
ait 

dp  ~  dq         ^ 

OU,  plus  simplement, 

dx-h pdz  __  dy  -^  qdz 
dp         '^         dq 

En  remplaçant  dz^  dp^  dq  par  leurs  valeurs,  on  peut  encore 
écrire  cette  équation 

(t  ^p^)dx-\-pqdy  _  pqdx-^{i  ^qi)djr 
^     ^  r  dx  -^  s  dy  s  dx  -h  t  dy 

On  tire  de  cette  équation  deux  valeurs  pour  ^;  ces  valeurs 

sont  toujours  réelles  et  distinctes,  si  la  surface  est  réelle.  En  effet, 
si  l'on  remplace  dx  et  dy  par  a  et  ^  respectivement,  on  a  précisé- 
ment Péquation  formée  plus  haut  qui  détermine  les  traces  des  sec- 
tions normales  principales  sur  le  plan  tangent.  Les  tangentes  aux 
lignes  de  courbure  passant  par  un  point  coïncident  donc  avec  les 
axes  de  l'indicatrice.  La  théorie  des  équations  diff'érentielles  nous 
apprend  que  par  tout  point  non  singulier  de  la  surface  (autre 
qu'un  ombilic)  il  passe  une  ligne  de  courbure,  et  une  seulement, 
tangente  à  chacun  des  axes  de  l'indicatrice.  Ces  lignes  sont 
toujours  réelles  si  la  surface  est  réelle;  elles  forment  sur  la  sur- 
face un  réseau  qui  est  à  la  fois  orthogonal  et  conjugué. 

Exemple,  —  Soit  à  déterminer  les  lignes  de  courbure  du  paraboloîde 


z  =  —•  On  a 
a 

y  X  I 

p  —   ~  y  flr=-,  /•  =  /=0,  5=-, 

^       a  a  a 

et  Féquation  différentielle  (33)  devient  ici 

On  en  lire 

dx         ,         dy 
-^==  =t =  o; 

si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe  -+•  devant  les  deux  radicaux,  rin- 
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tégrale  générale  est  représentée  par  l'équation 

(a?  4-  /a?» -h  a*){y'^  /y«-+-a*)  =  C, 
qui  donne  Tun  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  Si  Ton  pose 

(34)  X  =  a:v/j^«-+-a»-+-j^/a?*-Ha*, 

l'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 


>4-v/XM-a*=C, 
d'après  l'identité 

{x  v/y *  +  a* -h y  ^x^-ha*y  +  a*  =  [xy  -4-  /(ar*-|-a*)(j^*-H  a*)]*, 

et  il  s'ensuit  que  les  projections  de  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  cour- 
bure sont  représentées  par  l'équation  (34))  où  X  désigne  une  constante 
arbitraire.  On  verrait  de  même  que  les  projections  des  lignes  de  courbure 
de  l'autre  système  sont  représentées  par  l'équation 

(35)  x^y^-^a* — j^/j7*-H  a'=  ji. 

En  tenant  compte  de  l'équation  du  paraboloïde  xy=  az,  les  relations 
(34)  et  (35)  peuvent  encore  s'écrire 

v/a7«-+-<«*-t-v6"*-i->52=G,         /ar2-4-;5«— v6^«-l-^*=  G'; 

or  

^x^-i-z*    et    v/j^'-Hi* 

représentent  les  distances  du  point  (a?,  y,  z)  aux  deux  axes  Oy  et  Oa* 
respectivement.  Les  lignes  de  courbure  du  paraboloïde  sont  donc  des 
courbes  telles  que  la  somme  ou  la  différence  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  leurs  points  aux  deux  axes  Ox  et  Oy  est  constante. 

247.  Développée  d'une  surface.  —  Soît  C  une  ligne  de  cour- 
bure de  la  surface  S;  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  la 
normale  MN  à  la  surface  reste  tangente  à  une  courbe  F.  Appe- 
lons A  le  point  de  contact,  et  soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées;  la 
coordonnée  Z  est  donnée  par  Tune  quelconque  des  équations  (82), 
qui  se  réduisent  à  une  seule,  puisque  C  est  une  ligne  de  courbure. 
Ces  équations  (82)  peuvent  s'écrire 

„  __  (i-^p*)dx-{-pq  dy  ^  pq  dx-\-(i-^  q^)dy  ^ 

~"  rdx-h  s  dy         ~~  sdx  -^  tdy         ' 

on  obtient  encore  une  fraction  équivalente  à  ces  deux-là  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  du  premier  rapport  par  dx,  les  deux 
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termes  du  second  par  dy^  et  les  combinant  par  voie  d^addition,  ce 

qui  donne 

/fr*  -f-  dy^  -+-(/?  dx  -4-  q  dy)* 

r  dx^  -h  -2  5  dx  dy  -r-  t  dy^ 

Mais  dx^  dy,  dz  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  a, 
P,  Y  de  la  tangente,  et  Ton  a  encore 

Z  —  -  =  aî-4-3«-h(/?a-f-y  ?y»  ^  I 

Si  nous  comparons  cette  formule  à  la  formule  (7),  qui  donne  le 
rajon  de  courbure  R,  pris  avec  son  signe,  de  la  section  normale 
tangente  à  la  ligne  de  courbure,  on  voit  que  la  relation  précé- 
dente peut  s'écrire 

(36)  Z  —  z=  -—--  J:^—  =-  Rv, 

/l  -+-/>- -H  q^ 

V  étant  le  cosinus  de  l'angle  aigu  que  fait  la  direction  positive  de 
la  normale  avec  Oz,  ]VIais  z  -h  Rv  est  précisément  égal  à  la  valeur 
de  Z  pour  le  centre  de  courbure  de  celte  section  normale.  Il 
s'ensuit  que  le  point  de  contact  A  de  la  normale  MN  a{^ec  son 
enveloppe  F  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  principale  tangente  à  C.  La  courbe  F  est  donc  le  lieu 
même  de  ces  centres  de  courbure.  Si  l'on  considère  toutes  les 
lignes  de  courbure  du  même  système  que  la  ligne  C,  le  lieu  des 
courbes  F  correspondantes  est  une  surface  S  à  laquelle  toutes  les 
normales  de  S  restent  tangentes.  Car  la  normale  MN,  par  exemple, 
est  tangente  en  A  à  la  courbe  F  située  sur  S. 

Considérons  maintenant  la  seconde  ligne  de  courbure  G'  pas- 
sant par  M  et  coupant  orthogonalement  la  première  C.  La  nor- 
male à  la  surface  S  le  long  de  C  reste  de  même  tangente  à  une 
courbe  F'  qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  nor- 
males tangentes  à  C.  Le  lieu  de  celle  courbe  F'  pour  Fensemble 
des  lignes  de  courbure  du  même  système  que  G'  est  une  sur- 
face 2'  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  normales  de  S.  Les 
deux  surfaces  S,  Y!  ne  sont  pas,  en  général,  analytiquement  dis- 
tinctes, mais  constituent  deux  nappes  d'une  seule  surface  repré- 
sentée par  une  équation  indécomposable. 

La  normale  MN  à  la  surface  S  est  tangente  à  ces  deux  nappes  S, 
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S',  aux  deux  centres  de  courbure  principaux  A  et  A'  de  la  sur- 
face S  au  point  M.  Il  est  facile  de  trouver  les  plans  tangents  à  ces 
deux  nappes  aux  points  A  et  A'  (Jig*  5i).  Lorsque  le  point  M 
décrit  la  courbe  C,  la  normale  MN  engendre  une  surface  déve- 
loppable  D  ajant  F  pour  arête  de  rebroussement;  d'autre  part, 
le  point  de  contact  A'  de  cette  normale  MN  avec  2'  décrit  une 
courbe  ^  distincte  de  F',  car  la  droite  MN  ne  peut  rester  tangente 

Fîg.  5i. 


à  la  fois  aux  deux  courbes  F  et  F'.  La  développable  D  et  la  surface 
Il  sont  donc  tangentes  au  point  A',  et,  par  suite,  le  plan  tangent 
en  A'  à  5/  est  tangent  à  la  développable  D  le  long  de  MN  ;  c'est  donc 
le  plan  NMT,  passant  par  la  tangente  à  G.  On  verrait  de  même 
que  le  plan  tangent  à  la  surface  2)  au  point  A  est  le  plan  NMT' 
passant  par  la  tangente  à  la  seconde  ligne  de  courbure  C. 

Les  deux  plans  NMT,  NMT'  sont  rectangulaires,  ce  qui  conduit 
à  une  propriété  importante  de  la  développée.  Imaginons  que  d'un 
point  quelconque  O  de  l'espace  on  abaisse  une  normale  OM  sur  la 
surface  S,  et  soient  A  et  A'  les  centres  de  courbure  principaux 
de  S  sur  cette  normale.  Les  plans  tangents  aux  points  A  et  A'  aux 
deux  nappes  S,  Y!  de  la  développée  sont  orthogonaux  ;  comme  ces 
plans  tangents  passent  au  point  O,  on  voit  que  les  deux  nappes 
de  la  développée  d'une  surface  S,   vues  d^un  point  quel- 
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conque  O  de  V espace,  paraissent  se  couper  à  angle  droit.  La 
réciproque  de  celte  propriété  sera  démontrée  plus  loin. 

248.  Formules  d'Olinde  Rodrigues.  —  Désignons  toujours 
par  X,  |JL,  V  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface,  parR 
un  rayon  de  courbure  principal;  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  correspondant  sont 

(37)  X  =  r-f-RX,        Y=j-hRtJi,        Z=^-+-Rv. 

Lorsque  le  point  {^y  y-t  z)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente 
à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  ce  centre 
de  courbure  décrit,  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  F  tangente 
à  la  normale  MN  de  S.  On  doit  donc  avoir 

X  (JL  V 

OU,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  (37), 

fi.T  -4-  R  ^X  _  dy  -\-Kd\L  _dz  -h  R  rfv  . 

X  "  ~      ^  ~         ï         ' 

la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  zéro,  car  si  on  les  combine 

par  addition  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 

par  X,  ceux  du  deuxième  par  [x,  ceux  du  troisième  par  v,  on  a  un 

rapport  équivalent  dont  le  dénominateur  est  l'unité,  tandis  que  le 

numérateur 

X  dx  4-fxû()^-T-vûf-5-i-R(XdX-f-jxrfji-f-vrfv) 

est  identiquement  nul.  Nous  obtenons  ainsi  les  formules  d'Olinde 
Rodrigues 

(38)  dla7-t-R^X  =  o,        dy  -\-^d\k  =  o^        c^;5-hRrfv  =  o, 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Bien 
entendu,  ces  formules  ne  s'appliquent  qu'à  un  déplacement  du 
point  (a*,  j',  z)  sur  une  ligne  de  courbure. 

249.  Lignes  de  courbure  en  coordonnées  curvilignes.  —  Lorsque 

les  coordonnées  rectangulaires  x^  jk>  -2  d'un  point  d'une  surface 
sont  exprimées  au  moyen  de  deux  paramètres  variables  </,  v^  les 
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équations  de  la  normale  sont 

X  —  ^  __  Y  — y  ^^t  —  z 

A,  B,  C  étant  déterminés  par  les  relations  (21).  Pour  que  cette 
droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  (n«  223) 

dx     dy     dz 
(39)  A       B       C      =0; 

dK    é/B     rfC 

en  remplaçant  x^  y^  z^  A,  B,  C  par  leurs  expressions  au  moyen 
des  variables  a,  v^  on  a  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure. 

Cherchons,  par  exemple,  les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde 


=  a  arc  lang  — 


On  peut  poser  ici 


a:  =  p  cos6,        j'  =  psin6,        z  —  a^\ 

les  coefficients  A,  B,  G  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

A  cos6  -h  B  sinO  =  o, 

—  Ap  sinô  +  Bp  cosO  -h  Ga  =  o. 

Nous  prendrons  C  =  p  et,  par  suite,  A  =  a  sinO,  B  =  —  a  cosO. 

L'équation  difTérentielIe  (Sg)  devient  ici,  en  développant  et  réduisant 
les  termes  semblables, 

rfp«— (p*-+-a«)rfO»=o. 

On  en  tire 

dO  =  ±        ^'       ; 

si  nous  prenons,  par  exemple^  le  signe  +,  il  vient  en  intégrant. 


p  -4-  /p*^+^  = 


ac^-0« 


et 


]. 


Les  projections  de  ces  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy  sont  des 
spirales  toutes  égales  qu'il  est  facile  de  construire. 


586 


CHAPITRE   XII. 


SURFACES. 


La  même  méthode  permet  aussi  de  former  Téquationdu  second 
degré  qui  admet  pour  racines  les  rayons  de  courbure  principaux. 
Les  lettres  A,  B,  C,  X,  [x,  v  ayant  la  même  signification  que  plus 
haut,  on  a,  au  signe  près, 


1  = 


/A'-hB^-h  C« 


—  > 


f*  = 


B 


/A«-hB«4-G» 


/ A» -H  B* -+- G«  ' 


nous  adopterons,  pour  direction  positive  de  la  normale,  celle  qui 
est  définie  par  les  formules  précédentes.  Si  R  est  un  rayon  de 
courbure  principal,  pris  avec  son  signe,  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  sont 

X  — a?-i-pA,        Y  =  r-4-pB,        Z  =  3-t-pC, 

où  Von  a  posé 

R  =  p  v/A^-h  B«-hC*. 

Si  le  point  (^,  y,  z)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente  à  la  sec- 
tion normale  principale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  nous 
savons  que  le  point  (X,  Y,  Z)  décrit  une  courbe  F  qui  est  tan- 
gente à  la  normale  à  la  surface.  On  doit  donc  avoir 

dx  -\-  pdX-\-  Adp  __  dy  -^  p  dB  -h  B  dp  _  dy  -^  p  dC  -\-  Cdp 
Â  ~  B  ""  G 

ou,  en  appelant  rfp  4-  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

(4o)  rfj7  4-p<iA  — AK  =  o,        dy-{-pdB  —  BK  =  o,        dz -{- p dC  —  CK  =  o. 

En  éliminant  o  et  K  entre  ces  trois  relations,  on  retrouve  bien 
Téquation  différentielle  (Sg)  des  lignes  de  courbure;  mais,  si  Too 
remplace  dx,  dy^  dz^  dA,  rfB,  dC  par 


ÔX    .  dx    ., 

— -  a«  4-  -T-  m-, 
au  oç 


•  > 


àC    ,         dC    . 
-r—  «M  -4-  -î-  af 
au  ov 


respectivement,  puis  qu'on  élimine  du,  d\^  et  K,  on  parvient  à 
l'équation  suivante  qui  détermine  p. 


(4i) 


dx             dk 
du    '    '    du 

dx           d\ 
dv        '    ds? 

A 

dy        ^  dB 
du    '    '"  du 

dy           dB 
dv        '    d\? 

B 

dz            dQ 
du        ^  du 

dz           dC 

dv        '    dv 

C 

=  o. 
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R 
Il  suffira  d'y  remplacer  p  par    ,  pour  avoir  Inéquation 

du  second  degré  qui  donne  les  raj^ons  de  courbure  principaux. 
Les  équations  (ig)  et  (4o)  permettent  de  répondre  à  un  certain 
nombre  de  questions  dont  on  s'est  déjà  occupé;  ainsi,  pour  qu^un 
point  de  la  surface  soit  un  point  parabolique,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  coefficient  de  p^  dans  Téquation  (4i)  soit  nul.  Pour  qu'un 
point  soit  un  ombilic,  il  faut  que  Téquation  {3g)  soit  vérifiée  iden- 
tiquement, quels  que  soient  du  et  dv. 

Cherchons  encore,  comme  application,  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux de  l'hélicoïde  droit  à  plan  directeur.  On  a,  dans  ce  cas,  en  modifiant 
un  peu  les  notations  employées  plus  haut, 


X  =  acosi^, 

y  = 

usinv. 

Z  —  flP, 

A  —  a  sinp, 

B- 

—  acosc. 

C=^  M, 

et  l'équation  (4i)  se  réduit  à 

a«  pî  =  a*  -4-  a', 

et'  -{-  w' 
d'où  l'on  tire  R  =  ± •  Les  rayons  de  courbure  principaux  de 

l'hélicoïde  sont  donc  égaux  et  de  signes  contraires, 

250.  Théorème  de  Joachimathal.  —  On  peut  quelquefois  trouver 
par  des  considérations  géométriques  les  lignes  de  courbure  de 
certaines  surfaces.  Ainsi,  il  est  à  peu  près  évident  que  les  lignes 
de  courbure  d'une  surface  de  révolution  sont  les  méridiens  et  les 
parallèles  de  cette  surface,  car  ces  courbes  sont  tangentes  en  chacun 
de  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  l'indicatrice.  Gomme  vérification, 
nous  remarquerons  que  les  normales  le  long  d'un  méridien  forment 
un  plan,  et  les  normales. le  long  d'un  parallèle  un  cône  de  révo- 
lution, c'est-à-dire  des  surfaces  développables. 

Sur  une  surface  développable,  une  première  famille  de  lignes 
de  courbure  est  formée  des  génératrices.  La  seconde  famille  se 
compose  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  c'est- 
à-dire  des  développantes  de  l'arête  de  rebroussement  (n**  231); 
elles  s'obtiennent  par  une  quadrature.  Si  l'on  connaît  l'une 
d'elles,  on  peut  en  déduire  toutes  les  autres  sans  quadrature. 
Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

La  théorie  des  développées   d'une  courbe  gauche  a   conduit 
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Joachimsthal  à  un  théorème  important,  souvent  utilisé  dans  celte 
théorie.  Soient  S,  S' deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  courbe  C, 
ligne  de  courbure  pour  chacune  d'elles  ;  la  normale  MN  à  la  sur- 
face S  le  long  de  C  engendre  une  surface  développable,  et  la  nor- 
male MN'  à  Ja  surface  S' le  long  de  C  engendre  une  autre  surface 
développable.  Or  ces  deux  droites  sont  normales  Tune  et  Fautre 
à  la  courbe  C.  Par  suite,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  cour- 
bure  commune,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant  tout  le 
long  de  cette  ligne  (n°  231  ). 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  si  la  courbe  d'intersection  est  une  ligne  de  cour- 
bure  pour  l'une  d'elles,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure 
pour  la  seconde.  On  sait  en  effet  que,  si  une  famille  de  normales 
à  une  courbe  gauche  C  engendre  une  surface  développable,  il  en 
est  de  même  des  normales  obtenues  en  faisant  tourner  chacune 
d'elles  d'un  angle  constant  dans  le  plan  normal  à  C. 

Toule  courbe  plane  ou  sphérique  est  une  ligne  de  courbure  du 
plan  ou  de  la  sphère.  On  déduit  donc  du  théorème  de  Joachimsthal 
le  corollaire  suivant  :  Pour  qu'une  courbe  plane  ou  sphérique 
située  sur  une  surface  soit  une  ligne  de  courbure  de  cette 
surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  coupe  le  plan  ou  la 
sphère  sous  un  angle  constant. 

251.  Théorème  de  Dupln.  —  Nous  avons  déjà  parlé  à  diverses 
reprises  des  systèmes  triples  orthogonaux  (n®*  43,  146).  L'ori- 
gine de  cette  théorie  remonte  à  un  théorème  célèbre,  dû  à  Dupin, 
que  nous  allons  établir  : 

_  ^ 

Etant  données  trois  familles  de  surfaces  formant  un  sys- 
tème triple  orthogonal,  Vintersection  de  deux  surfaces  de 
familles  différentes  est  une  ligne  de  courbure  pour  chacune 
d'elles. 

Nous  nous  appuierons  pour  la  démonstration  sur  la  remarque 
suivante.  Soit  F(^,  j^,  ^)  =  o  l'équation  d'une  surface  tangente  à 
l'origine  au  plan  des  xy\  on  a,  pour  les  valeurs  x=j^  =  5  =  o, 

j-  =  o,  j-  ==  o,  tandis  que  la  dérivée  -p  n  est  pas  nulJe  si,  comme 

nous  le  supposons,  l'origine  n'est  pas  un  point  singulier. 
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Pour  que  les  axes  Oo?  et  Oy  coïncident  avec  les  axes  de  l'indi- 
catrice, il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  à  Forigine  5  =  0.  Mais  la 

dérivée  seconde  s  =  -^ — r-  est  fournie  par  la  relation 

ox  oy  *^ 


-+- H:;r7n:  ^  +  ;i77r:^  +  THT /'^  +  nr  *  =0; 


dxdy       dxdz^       ôjOz^        àz^  ^^        Oz 

puisque /?  et  g  sont  nuls  à  Torigine,  pour  que  s  soit  nul  aussi,  il 
faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

Cela  posé,  soient 

Fi{x,y,  z)  —  p,,         Fiixyy,  z)  =  p,,         F^ix.y,  z)  =  p^, 

les  équations  des  trois  familles  du  système.  Les  fonctions  Ff,  F2, 
F)  vérifient  la  relation 

dx    dx         ây    dy         âz     dz  * 

et  deux  autres  relations  de  même  forme  qu'on  obtiendrait  en 
permutant  circulairement  les  indices  i,  2,  3. 

Par  un  point  quelconque  M  de  l'espace  il  passe  une  surface 
de  chacune  des  familles  du  système  triple,  et  les  tangentes  aux 
courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  forment 
un  trièdre  trirectangle.  Pour  établir  le  théorème  de  Dupin,  il 
suffit  de  montrer  que  l'une  quelconque  de  ces  droites  est  un  des 
axes  de  l'indicatrice  pour  l'une  ou  l'autre  des  surfaces  du  système 
auxquelles  elle  est  tangente. 

Imaginons  pour  cela  que  l'on  ait  pris  le  point  M  pour  origine 
et  les  arêtes  du  trièdre  trirectangle  précédent  pour  axes  de  coor- 
données, de  façon  que  les  trois  surfaces  du  système  qui  passent  à 
l'origine  soient  tangentes  respectivement  aux  trois  plans  de  coor- 
données. On  aura,  pour  x  =y  =  ^  =  o, 

/(^FA  /(JF,\  /dFt\     ^ 

m.'"-  m."-  (t-x- 
m."-  m.>-  (t).- 
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Pour  que  les  axes  Ox  et  Oy,  par  exemple,  soient  les  axes  de 
rindicatrice  de  la  surface  F,(j',  y^  z)  =  o,  il  suffit  que  Ton  ail, 

— — -  j   =:  o.  Or  si  Ton  diDTérentie  la  relation  (43) 

par  rapport  à  y,  en  n'écrivant  pas  les  termes  qui  s'annulent  à 
l'origine,  il  vient 

/dF,\    /à^\   ^/^Pi\    (^l)   ^o 
ce  qu'on  peut  encore  écrire 

\  dz  Jo  \  àx  /o 

Des  relations  analogues  à  la  relation  (43)  on  tirerait  de  la  même 
façon  deux  autres  conditions  qui  se  déduisent  de  la  condition  (44) 
en  permutant  circulairement  x^y^  z  et  les  indices  i,  2,  3, 

\dydz/o  \dzâx/o  \dzôx/o  \dx  dy ) ^ 


(45)      .^^.^, ! j^^r\ —  =  o>  ^Au  X » 7^^-\ —  =  0- 

\dx 

De  ces  conditions  (44)  ^^  (4^)  on  déduit  immédiatement 


^  /o  \  ày  /o  \ày  Jo  \  as  / 


[àxdyjo"^'         \dydz)o~^'         [dzdx/o"^' 

d'où  résulte  le  théorème  énoncé. 

Un  exemple  bien  remarquable  de  système  triple  orthogonal  est 
fourni  par  les  surfaces  homofocales  du  second  degré  (n°  147), 
dont  l'étude  a  sans  doute  conduit  Dupin  au  théorème  général.  Il 
résulte  de  ce  théorème  que  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde 
ou  d'un  hyperboloïde  (qui  avaient  déjà  élé  obtenues  par  Monge) 
sont  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  et  des  surfaces  du 
second  degré  homofocales  à  celle-là. 

Les  paraboloïdes  représentés  par  l'équation 

y»              z^  . 

H r-=2a? — A, 


p  —  X       q  —  X 
où  X  est  un  paramètre  variable,  forment  aussi  un  système  triple 


m.   —   LIGNES  DE  COURBURE.  Sqi 

orlhogonal,  ce  qui  nous  donne  les  lignes  de  courbure  du  parabo- 
loïde.  Citons  encore  le  syslème  triple  rencontré  plus  haut  (n°  246) 


^ 


La  recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux  est  un  des  pro- 
blèmes les  plus  intéressants  et  les  plus  difficiles  de  la  Géométrie 
infinitésimale.  Il  a  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  Mémoires 
dont  on  trouvera  les  résultats  résumés  dans  un  récent  Ouvrage  de 
M.  Darboux  (*).  Une  surface  quelconque  S  appartient  à  une  infi- 
nité de  systèmes  triples  orthogonaux;  Tun  de  ces  systèmes  est 
formé  par  les  surfaces  parallèles  à  S  et  par  les  deux  familles  de 
surfaces  développables  engendrées  par  les  normales  à  S  le  long 
des  lignes  de  courbure  de  cette  surface.  Soient,  en  effet,  O  un 
point  quelconque  de  la  normale  MN  à  la  surface  S  au  point  M, 
MT  et  MT'  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  C,  G  passant 
en  M.  La  surface  parallèle  à  S  qui  passe  au  point  O  a  son  plan 
tangent  parallèle  au  plan  tangent  en  M  à  S  ;  les  surfaces  dévelop- 
pables engendrées  par  les  normales  le  long  de  la  courbe  C  ou  de 
la  courbe  C  ont  pour  plans  tangents  les  plans  NMT  et  NMT'  res- 
pectivement. Ces  trois  plans  sont  bien  orthogonaux  deux  à  deux. 

De  tout  système  triple  orthogonal  on  peut  déduire  une  infinité 
d'autres  systèmes  analogues,  au  moyen  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  puisque  cette  transformation  con- 
serve les  angles.  Puisque  toute  surface,  nous  venons  de  le  voir, 
fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal,  on  en  conclut,  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier,  que,  dans  toute  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
transformée  sont  les  transformées  des  lignes  de  courbure  de 
la  surface  primitive. 

252.  Application  à  quelques  classes  de  surfaces.  —  On  s'est  proposé 
un  grand  nombre  de  problèmes  sur  la  dclermination  des  surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  satisfont  à  des  conditions  géométriques  données  à 
l'avance.  Nous  indiquerons  quelques-uns  des  résultats  les  plus  simples. 

Cherchons  d'abord  toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de 
l'un  des  systèmes  sont  des  cercles.  D'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  le 
plan  du  cercle  doit  couper  la  surface  sous  un  angle  constant;  il  s'ensuit 

(  *  )  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvilignes  ;  1898. 
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que  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  G  doivent  ren- 
contrer Vdi\e  du  cercle  (c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  par  son 
centre  sur  le  plan  du  cercle ),  en  un  même  point  0.  La  sphère  décrite  du 
point  0  comme  centre  et  passant  par  G  est  tangente  à  la  surface  tout  le 
long  de  G;  la  surface  considérée  est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  dépen- 
dant d'an  paramètre  variable.  Inversement,  toute  surface  enveloppe  de 
sphères  répond  à  la  question,  car  les  caractéristiques,  qui  sont  des  cercles, 
forment  évidemment  une  première  famille  de  lignes  de  courbure. 

Les  surfaces  de  révolution  sont  évidemment  un  cas  particulier.  Un  autre 
cas  intéressant  est  celui  des  sur/aces  canaux,  ou  surfaces  enveloppes 
d'une  sphère  de  rayon  constant  R  dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbi- 
traire r.  Les  caractéristiques  sont  les  cercles  de  rayon  R  dont  le  centre 
décrit  r  et  dont  le  plan  reste  normal  à  F.  Les  normales  à  la  surface  sont 
aussi  normales  à  la  courbe  F;  on  obtiendra  donc  les  lignes  de  courbure  du 
second  système  en  prenant  les  traces  sur  la  surface  des  développables  en- 
gendrées par  les  normales  à  F. 

Si  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  des  cer- 
cles, cette  surface  peut,  d'après  cela,  être  considérée  de  deux  manières 
différentes  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable. Soient  Si,  Si,  S3  trois  sphères  quelconques  du  même  système^  Ci, 
G],  Gs  les  caractéristiques  correspondantes,  et  Mi,  Mi,  Mg  les  points  de 
rencontre  de  Gi,  Gj,  Cj  avec  une  ligne  de  courbure  G' du  second  système. 
La  sphère  S'  tangente  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  G'  est  aussi 
tangente  aux  trois  sphères  Si,  Sj,  Ss  aux  points  Mi,  Mj,  M3;  de  sorte  que 
la  sur/ace  cherchée  est  l'enueloppe  d*une  sphère  variable  qui  reste 
tangente  à  trois  sphères  fixes.  Cette  surface  bien  connue  est  la  cyelide 
de  Dupin,  M.  Mannheim  a  démontré  d'une  façon  élégante  qu'elle  était  la 
transformée  d'un  tore  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Soit  y  '^  cercle 
orthogonal  aux  trois  sphères  Si,  S},  S3;  si  l'on  effectue  une  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  pour  pôle  un  point  de  y, 
ce  cercle  se  change  en  une  ligne  droite  00',  et  les  sphères  S],  St,  S3  se 
changent  respectivement  en  trois  sphères  Si,  Sj,  £3  orthogonales  à  la  ligne 
droite  00',  ayant  par  conséquent  leurs  centres  sur  cette  droite.  Soient 
Cl,  G],  C3  les  sections  de  ces  sphères  par  un  plan  passant  par  00',  C  un 
cercle  tangent  à  Gj,  C',,  G3,  et  £'  la  sphère  admettant  G'  pour  grand 
cercle.  11  est  clair  que,  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  de  00',  la 
sphère  2' reste  tangente  aux  trois  sphères  Si,  2j,  23,  et  l'enveloppe  de  £' 
est  le  tore  ayant  pour  méridienne  le  cercle  G'. 

Proposons-nous  encore  de  déterminer  les  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des 
plans  parallèles.  Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  aux  plans 
des  lignes  de  courbure,  et  soit 

a7C0sa  -h^sina=  F(a,  3) 

l'équation  tangentielle  de  la  section  plane  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
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parallèle  au  plan  des  xy\  F  (a,  ^)  est  une  fonction  des  deux  variables  a 
et  z  qui  dépend  de  la  surface  considérée.  Les  coordonnées  x^y  d'un  point 
de  la  surface  s'obtiendront  en  joignante  Téquation  précédente  la  relation 

àV 
—  a?  sin  a  4- y  cos  a  =  t-  • 

Les  formules  qui  donnent  x^  y,  z  sont  donc  les  suivantes 

ôF  dF 

(46)    a7  =  Fcosa — -p  sinot,        j^  =  Fsina4-  -7— cosa,        z  =  z\ 

toute  surface  peut  être  représentée  par  des  équations  de  cette  forme,  en 
choisissant  convenablement  la  fonction  ¥{%,  z).  Il  n'y  aurait  exception 
que  pour  les  surfaces  réglées  admettant  le  plan  2=0  comme  plan  direc- 
teur. 

Un  calcul  facile  donne,  pour  les  coefficients  A,  B,  G  de  Téquation  du 
plan  tangent, 

A  =  cos  a,         B  =  sina,         G  =  —  t-> 

oz 

de  s6rte  que  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  normale  avec  O2  a  pour 
expression 

V   = 


v/i-f-F'*(-) 

Pour  que  les  sections  planes  situées  dans  les  plans  parallèles  au  plan  xOy 
soient  lignes  de  courbure,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  théorème  de  Joa- 
chimsthal,  que  ces  plans  coupent  la  surface  sous  un  angle  constant,  c'est- 
à-dire  que  V  soit  indépendant  de  a.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  F' (2)  ne 
dépende  que  de  la  variable  z,  et  par  suite  que  F(z)  soit  de  la  forme 

F(2)  =  o(i;)-^4.(a), 
les  fonctions  cp  et  i{/  étant  arbitraires.  Les  formules  (46)  deviennent  alors 

ix  =  4'(a)cosa  —  4^'(a)sin3c  -i-<p(>8)cosa, 
^,, ,  .y'=  'Ka)  sina  h-  4''(a)cosa  -h  ^{z)  sina, 

(  z  =  z\ 

on  obtient  ainsi  les  surfaces  les  plus  générales  répondant  à  la  question. 
On  peut  donner  de  ces  surfaces  la  génération  suivante.  Les  deux  pre- 
mières des  équations  (47)  représentent,  quand  on  y  considère  z  comme 
constant  et  x  comme  variable,  une  famille  de  courbes  qui  sont  les  projec- 
tions sur  le  plan  z  =^0  des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles 
au  plan  des  xy.  Or  ces  différentes  courbes  sont  toutes  parallèles  à  La 
courbe  obtenue  en  faisant  ^{z)  =0;  d'où  l'on  déduit  la  construction  sui- 
vante :  on  prend,  dans  le  plan  5  =  0,  une  courbe  arbitraire  et  les 
différentes  courbes  parallèles  à  celle-là,  puis  on  déplace  chacune  de 

G.  38 
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ces  courbes,  suivant  une  loi  arbitraire,  parallèlement  à  Qz\  la  sur- 
face engendrée  par  les  différentes  positions  de  la  courbe  variable 
est  la  surface  la  plus  générale  répondant  à  la  question. 

Ce  mode  de  généralion  peut  être,  comme  on  le  voit  aisément,  remplacé 
par  le  suivant  :  Les  surfaces  demandées  sont  engendrées  par  une 
courbe  plane  de  forme  arbitraire  dont  le  plan  roule  sans  glisser  sur 
un  cylindre  à  base  quelconque.  Ce  sont  donc  des  surfaces  moulures. 

On  le  vérifîe  facilement  sur  les  formules  (47)  en  étudiant  les  courbes 
planes  a  =  const.  Les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  précisément 
les  courbes  planes  z  =  G  et  a  =  G'. 
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La  position  d'une  droite  dans  Tespace  dëpend  de  quatre  para- 
mètres  variables.  On  peut  donc  considérer  des  assemblages  de 
droites  dépendant  d^un,  deux  ou  trois  paramètres  variables,  sui- 
vant le  nombre  des  relations  que  l'on  établit  entre  les  quatre  para- 
mètres dont  dëpend  la  position  d'une  droite.  Une  droite  mobile, 
dépendant  d'un  paramètre  variable,  engendre  une  surface  réglée. 
L'ensemble  des  droites  qui  dépendent  de  deux  paramètres  va- 
riables distincts  est  une  congruence  de  droites.  Enfin  on  appelle 
complexe  de  droites  tout  système  de  droites  dépendant  de  trois 
paramètres. 

253.  Surfaces  réglées.  —  Soient,  dans  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires, 

(48)  X  rr-  az-^  p,        y  ^  bz-Jt-q, 

les  équations  de  la  génératrice  mobile  G,  a,  &,  />,  q  étant  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  u.  Nous  allons  étudier  comment 
varie  la  position  du  plan  tangent  à  la  surface  S  engendrée  par  cette 
droite,  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  la  génératrice  G. 
Les  équations  (48),  jointes  à  l'équation  5=  z,  donnent  les  expres- 
sions des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  indépendants  z  ei  u\  l'équation  du  plan 
tangent  est  alors  (n®  39) 


X-x        Y-7      Z—z 

a  b  i 

a'z-\-p'     b' z -^  a'         o 


=  o, 
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n'y  b\  /?',  q'  étant  les  dérivées  de  a,  6,  p^  q  par  rapport  à  u.  En 
remplaçant  x  par  az-\-p,y  par  bz  +  q,  et  développant  le  déter- 
minanty  cette  équation  s'écrit 

Nous  voyons  d*abord  que  ce  plan  passe  constamment  par  la  géné- 
ratrice G,  ce  qui  était  évident  a  priori,  et  en  outre  que  ce  plan 
tourne  autour  de  la  génératrice  lorsque  le  point  de  contact  décrit 

cette  droite,  à  moins  que  la  fraction  j-, —,  ne  soit  indépendante 

de  Zj  c'est-à-dire  à  moins  que  l'on  n'ait  a'q' —  b^p'=  o,  cas  que 
nous  écarterons  tout  d'abord.  La  fraction  précédente  étant  du 
premier  degré  en  Zy  tout  plan  passant  par  la  génératrice  est  tan- 
gent à  la  surface  en  un  point  de  cette  génératrice,  et  en  un  seul. 
Lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  généra- 
trice, le  plan  tangent  tend  vers  un  plan  limite  P',  qu'on  appelle 
le  plan  tangent  au  point  à  l'infini  sur  la  génératrice  et  qui  est 
représenté  par  l'équation 

(5o)  6'(X  — aZ— /?)-a'(Y  — ^Z  — y)  =  o. 

Soit  (0  l'angle  de  ce  plan  P'  avec  le  plan  tangent  au  point  (x,  y^z) 
de  la  génératrice.  Les  paramètres  directeurs  des  normales  à  ces 
deux  plans  sont  respectivement  b',  — a',  a'b  —  ab'  et  b' z -{- q\ 

—  {a' z  +/>'),  b{a' z  -\- p')  —  a{b' z  +  q');  on  a  donc 

^l,'ç'^a'p''^(ab'  —  ba)(aç'^bp')\ 


COS(i)  = 


/[a'» -4- ^^'« -+- («6'— 6a';»;  i* 


-^'iz[b'q'-ha'p'-h{ab'  —  ba'){aq'-'bp')]-hq'^'+-p'*-h{ag'—bp')^ 
et  Ton  en  tire,  par  un  calcul  facile, 

. (a'fj'^l,'p'))/i-^a^-^b* 

(51)  tango)-  ^^j,,_^^.,_^^^^,__^^,^,j._^^.^._^^y_^^^^,__^,^^^^^._^y) 

Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  P'  en  un  point  0|  de 
la  génératrice  dont  la  coordonnée  ^i  est  donnée  par  la  formule 

__       a' p' ^  b' g' -\-  {ab' --  ba')(aq' -  bp') ^ 
^^^^  '**"  a't^b'^-^iab'—ba')^  ' 

ce  point  O^  est  appelé  point  central  de  la  génératrice,  et  le  plan 


5ç)6  CHAPITRE  XII.   —  SUBFÀCES. 

tangent  en  ce  point  est  le  plan  central  P.  L'angle  Q  que  fait  le 
plan  tangent  en  un  autre  point  de  la  génératrice  avec  le  plan  cen- 
tral est  égal  à  ; ca,  et  la  formule  (5i)  peut  être  remplacée  par 

la  suivante 

langQ  = ;_  ^^=rr   • 

Soit  p  la  distance  du  point  central  au  point  de  contact  M  du  plan 
tangent,  précédée  du  signe  -|-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direc- 
tion 0|M  fait  un  angle  aigu  avec  Oz  ou  un  angle  obtus.  On  a 

0  =  (5  —  Zi)^i-\-  a- -h  O'^y  et  l'on  peut  encore  écrire  la  formule 
précédente 

(53)  lange  =  X:p, 

en  posant 

le  facteur  k  est  ie paramètre  de  distribution,  La  formule  (53)  est 
l'expression,  sous  une  forme  très  simple,  de  la  loi  suivant  laquelle 
le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice.  Cette  formule  ne 
renferme  que  des  éléments  ayant  une  signification  géométrique; 
nous  verrons  en  effet,  un  peu  plus  loin,  comment  on  peut  définir 
directement  le  paramètre  k.  Cette  formule  (53)  présente  cepen- 
dant quelque  ambiguïté,  parce  qu'on  ne  voit  pas  tout  de  suite 
dans  quel  sens  on  doit  compter  l'angle  0.  Autrement  dit,  on  ne 
sait  pas  a  priori  comment  tourne  le  plan  tangent  autour  de  la 
génératrice,  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace.  Ce  sens  de 
rotation  est  donné  précisément  par  le  signe  de  k. 

Pour  bien  saisir  ce  point,  imaginons  un  observateur  couché  sur 
la  génératrice  G  :  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  en  mar- 
chant des  pieds  vers  la  tôte,  cet  observateur  voit  le  plan  tangent 
tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite  ou  de  sa  droite  vers  sa  gauche. 
Il  suffit  d'un  peu  de  réflexion  pour  reconnaître  que  le  sens  de  rota- 
tion ainsi  défini  reste  le  même  lorsque  l'observateur  se  retourne 
sur  la  génératrice  de  façon  à  avoir  la  tête  où  il  avait  les  pieds  et 
inversement.  Deux  paraboloïdes  hyperboliques  ayant  une  généra- 
trice commune,  et  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant  par 
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cette  génératrice,  donnent  une  idée  nette  de  ces  deux  dispositions. 
Gela  posé,  imaginons  qu'on  déplace  d'une  façon  continue  le 
trièdre  des  axes  de  coordonnées  de  façon  à  amener  Torigine  au 
point  central  O4 ,  Taxe  des  z  venant  coïncider  avec  la  génératrice  et 
le  plan  des  xz  avec  le  plan  central.  Il  est  clair  que  Texpression  (54) 
du  paramètre  de  distribution  conserve  une  valeur  constante,  et  la 
formule  (53)  devient,  dans  le  nouveau  sjslème  d'axes, 

(53  bis)  tango  =  kz^ 

Q  désignant  Tangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  ^  =  o  compté 
dans  un  sens  convenable. 

Pour  la  valeur  2/0  du  paramètre  qui  correspond  à  l'axe  Oz,  on 
doit  avoir  a  =  è=/?  =  5r  =  o,  et  l'équation  du  plan  tangent  (49) 

se  réduit  ici  à 

{b'z  -r-q')\  —  {a'z  -+-/>')¥  =  o, 

Pour  que  l'origine  soit  le  point  central  et  le  plan  des  xz  le 

plan  central,  il  faut  que  l'on  ait  a^=  o,  ^'=  o,  et  l'équation  du 

h'  z  % 
plan   tangent   devient   Y=— ^-X,    tandis   que    la   formule  (54) 

b'  ^ 

donne  Ar= >•  On  voit  donc  que,  dans  la  formule  (53  bis)^  on 

doit  compter  l'angle  8  de  Oy  vers  O  j?.  Si  le  trièdre  des  axes  a  la 
disposition  adoptée  plus  haut  (n°  228),  un  observateur  couché 
sur  Oz  verra  le  plan  tangent  tourner  de  gauche  à  droite  si  k  est 
positif,  et  de  droite  à  gauche  si  k  est  négatif. 

On  appelle  ligne  de  striction  d'une  surface  réglée  le  lieu  des 
points  centraux  des  diflPérentes  génératrices.  Les  coordonnées 
d'un  point  de  cette  ligne  en  fonction  du  paramètre  u  sont  données 
par  les  équations  (48)  et  (52). 

Remarque.  —  Si  l'on  a,  pour  la  génératrice  considérée, 
a* q'  =  6'/?',  le  plan  tangent  reste  le  même  tout  le  long  de  la  géné- 
ratrice. Lorsque  cette  relation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  u^  la  surface  réglée  est  développable  (n*^  223),  et  il  est  facile  de 
retrouver  les  résultats  déjà  établis.  En  effet,  si  a  et  6'  ne  sont 
pas  nuls  en  même  temps,  le  plan  tangent  est  le  même  en  tous  les 

points  de  G,  et  devient  indéterminé  pour  le  points;  =  —  —  =  — ^7» 

c'est-à-dire  pour  le  point  de  contact  de  la  génératrice  avec  son 
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enveloppe.  En  tenant  compte  de  la  relation  a'ç' — b'p'=Oj  on 
vérifie  aisément  que  la  valeur  de  z^  donnée  par  la  formule  (62) 
est  identique  à  la  précédente.  La  ligne  de  striction  se  confond 
avec  l'arête  de  rebroussement;  quant  au  paramètre  de  distribu- 
tion, il  est  infini. 

Si  a'=  i'=  o,  la  surface  est  un  cylindre;  le  point  central  est 
indéterminé. 

254.  Le  point  central  et  le  paramètre  de  distribution  peuvent 
être  définis  d'une  autre  façon.  Considérons,  en  même  temps  que 
la  génératrice  G,  une  génératrice  voisine  G|,  correspondant  à  la 
valeur  u  +  A  du  paramètre,  et  représentée  par  les  équations 

(55)         ar  =(a-f- Aa)^-i-/?-h  A/),        y  =z(b -h  ^b)z -h  q -\- Iq. 

Soient  8  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  G  et  G4,  a  Pangle 
de  ces  droites  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  G  avec  la  perpendiculaire  commune.  Des  formules  bien  connues 
de  Géométrie  analytique  nous  donnent 

__       AaA^  -h  lb\p  -f-(aA6  —  bla)[(a  H-  ùka)\g  —  (b  -{-  ^b)^p] 

'■  (Aâr)«-f-(A6)»-h(aA6  — 6Aa)«  ' 


0  = 


Aa  A^ 

Iblp 

1 y 

A' 

4a  )« 

-h(A6r- 

-h(aA6- 

-6Aa)» 

Aa  )«-+-( 

A6)*-+-(a 

A6  — 6Aa)« 

sina=  

\/a'-l-  b^-+- 1  /(«  -+-  Aa)*-{-  (6  -h  A6)*-t-  i 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  Z  a  pour  limite  l'expression  trouvée 
plus  haut  pour  z^^  tandis  que  — k—  a  pour  limite  A*.  Le  point  cen- 
tral est  donc  la  position  limite  du  pied  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  G  et  à  une  génératrice  infiniment  voisine,  tandis  que  le 

paramètre  de  distribution  est  la  limite  du  rapport  — ^• 

Remplaçons  dans  l'expression  de  8,  Aa,  Aè,  Ap,  Ag  par  leurs 
développements  suivant  les  puissances  de  A, 

Aa  =  Aa'n a"-!-. ... 

1.2 

et  de  même  pour  Afe,  A/>,  Ay;  on  a,  pour  le  développement  du 
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numérateur 

tandis  que  le  dénominateur  est  toujours  du  premier  ordre  en  h. 
On  voit  que  8  est  en  général  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
sauf  dans  le  cas  des  surfaces  développables,  où  Ton  a  a'ç' —  b'p'  =  o. 

Mais  le  coefficient  de  —  est  la  dérivée  de  a!q' — 6'/?';  ce  coeffi- 
cient est  donc  nul  aussi  et,  par  conséquent,  dans  une  surface 
développable,  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infini- 
ment voisines  est  du  troisième  ordre  (n^  230).  Cette  remarque  est 
due  à  M.  Bouquet,  qui  a  montré  en  outre  que  cette  distance  ne 
peut  être  constamment  du  quatrième  ordre  que  si  elle  est  nulle, 
c^est-à-dire  dans  le  cas  des  tangentes  à  une  courbe  plane  ou  des 
surfaces  coniques.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  pousser  le  développe- 
ment de  Aa  ^q  —  A&  A/?  jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre. 

255.  Congruences.  Surface  focale.  —  Tout  ensemble  de  droites 

(56)  X  =  az  -hPf        y  =z  bz-^  q^ 

a,  6,  /?,  q  dépendant  de  deux  paramèti*es  variables  a,  ^,  est  appelé 
congruence  de  droites.  Par  un  point  de  l'espace,  il  passe  en 
général  un  certain  nombre  de  droites  de  la  congruence,  car  on  a 
deux  équations  pour  déterminer  a  et  ^,  si  l'on  suppose  x,  y^  z 
connues.  Si  l*on  établit  une  relation  entre  les  paramètres  a  et  ^, 
la  droite  G  représentée  par  les  équations  (56)  engendre  une  sur- 
face réglée  qui  n*est  pas  en  général  une  surface  développable. 
Pour  que  cette  surface  soit  développable,  il  faudra  que  l'on  ait 

da  dq  —  db  dp  —  o, 
ou  en  remplaçant  da  par  t"  <^*  +  70  ^?>  •  •  • 


(57) 


ida 


d% 
De  cette  équation  du  second  degré  en  -^i  on  tire  deux  valeurs. 
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en  général  distinctes,  pour  -^> 

(58)  3!  =  **^"'^)»      5i=4'»(«>P)- 

Sous  des  conditions  très  générales  qui  seront  précisées  plus  tard 
et  que  nous  supposerons  remplies,  chacune  de  ces  équations  est 
vérifiée  par  une  infinité  de  fonctions  de  a;  chacune  d'elles  admet 
une  intégrale,  et  une  seule,  prenant  la  valeur  ^0  pour  a  =  ao. 
Toute  droite  G  de  la  congruence  appartient  donc  à  deux  surfaces 
développables,  dont  toutes  les  génératrices  sont  également  des 
droites  de  la  congruence.  Soient  F  et  F'  les  arêtes  de  rebrousse- 
ment  de  ces  deux  développables,  A  et  A'  les  points  de  contact 
de  G  avec  F  et  F'  respectivement.  Ces  deux  points  A  et  A'  s'ap- 
pellent les  points  focaux  de  la  génératrice.  On  les  obtient  comme 
il  suit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  intégré  Féquation  (57). 
qui  donne  les  développables  de  la  congruence.  La  coordonnée  z 
de  Fun  de  ces  points  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  relations 

z  da  -{-  dp  =  Oy         z  dô  -h  dq  =  o, 
ou,  en  remplaçant  da^  db^  dp^  dq  par  leurs  développements, 

Ksï ''^ -^  S ''P)  "^  S ''« -^  sf ''P  =  "• 

En  éliminant  z  entre  ces  deux  relations,  on  retrouve  Féqua- 
tion  (57),  mais,  si  l'on  élimine  le  rapport  ^»  on  obtient  une 
équation  du  second  degré  qui  détermine  les  deux  points  focaux 

..    .     /     àa        dp\/    db        dq\       /     da        dp\  f     db        dq\ 

Le  lieu  des  points  focaux  A,  A'  se  compose  de  deux  nappes  de 
surfaces  2,  ^'  dont  on  obtiendrait  Féquation  en  éliminant  a  et  ^ 
entre  (56)  et  (Sg).  Ces  deux  nappes  ne  sont  pas  d'ailleurs  analyti- 
quement  distinctes  en  général,  mais  constituent  deux  nappes 
d'une  même  surface.  Ce  sont  les  deux  nappes  de  la  sur/ace 
focale.  Cette  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebrous- 
sement  des  développables  de  la  congruence.  11  est  clair  en  effet 
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que,  diaprés  la  définition  même  de  la  courbe  F,  la  tangente  à  cette 
courbe  en  un  point  quelconque  a  appartient  à  la  congruence,  et 
que  le  point  a  est  un  de  ses  points  focaux.  Toute  droite  de  la 
congruence  est  tangente  aux  deux  nappes  2,  2',  puisque  cette 
droite  est  tangente  à  deux  courbes  situées  respectivement  sur  ces 
deux  nappes. 

Il  est  facile,  en  reprenant  un  raisonnement  déjà  employé  (n^247) 
de  trouver  les  plans  tangents  en  A  et  A'  aux  surfaces  S  et  S' i^fig»  5 1  ). 
Imaginons,  par  exemple,  que  la  droite  G  se  déplace  en  restant 
tangente  à  F;  cette  droite  reste  aussi  tangente  à  la  surface  S',  et  son 
point  de  contact  A'  avec  cette  nappe  décrit  une  courbe  ^  qui  est 
nécessairement  distincte  de  la  courbe  F'.  La  surface  développable 
engendrée  par  G  est  donc  tangente  en  A'  à  S',  puisque  les  deux 
plans  tangents  ont  en  commun  la  droite  G  et  la  tangente  à  y^.  Il 
s'ensuit  que  le  plan  tangent  en  A'  à  H  est  précisément  le  plan 
osculateur  à  la  courbe  F  au  point  A.  On  verrait  de  même  que 
le  plan  tangent  en  A  à  S  est  le  plan  osculateur  en  A'  à  la 
courbe  F'.  Ces  deux  plans  sont  appelés  plans  focaux. 

Il  peut  arriver  que  Tune  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduise  à  une  courbe  G.  Les  droites  de  la  congruence  restent  alors 
tangentes  à  la  nappe  S  et  rencontrent  la  courbe  G;  l'une  des 
familles  de  développables  se  compose  des  cônes  circonscrits  à  la 
surface  S,  ayant  pour  sommets  les  différents  points  de  C.  Si  les 
deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisent  à  deux  courbes  G, 
G',  les  deux  familles  de  développables  sont  formées  par  les  cônes 
ayant  leurs  sommets  sur  Fune  des  courbes  et  passant  par  l'autre 
courbe.  Lorsque  les  deux  courbes  G,  G'  sont  des  lignes  droites, 
ou  a  une  congruence  linéaire. 

2o6.  Congruences  de  normales.  —  Les  normales  à  une  surface 
forment  évidemment  une  congruence,  mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie  :  il  n'existe  pas  toujours  de  surface  normale  à  toutes  les 
droites  d'une  congruence.  En  effet,  si  l'on  considère  la  congruence 
formée  par  les  normales  à  une  surface  S,  les  deux  nappes  de  la 
surface  focale  sont  précisément  les  deux  nappes  S,  S'  de  la  déve- 
loppée de  S  (n**  247),  et  nous  avons  vu  qu'aux  deux  points  de 
contact  A,  A'  de  la  normale  avec  les  deux  nappes  les  plans  tan- 
gents étaient  rectangulaires.  Gette  propriété  caractérise  les  con- 
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gruences  de  normales.  Cherchons  en  effet  la  condition  pour  que 
la  droite  (56)  reste  normale  à  une  surface;  il  faut  et  il  suffit  pour 
cela  qu'il  existe  une  fonction /(a,  P)  telle  que  la  surface  S  repré- 
sentée par  les  équations 

(60)  x  =  az-\-p,        y  =  bz-^q,         -  =/(3t,  p) 

ait  précisément  pour  normale  la  droite  G  elle-même.  Il  faut  pour 

cela  que  Ton  ait 

dx        .dy       <^-  __ 

dx       ,  dy       àz 

ces  conditions  deviennent,  en  remplaçant  x  par  a2+/>,  j^  par 
bz  4-  Çj  et  en  divisant  par  ^a^  +6^4-1, 

dp        .  ùq 
dp  dq 

Pour  qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

ce -^  ^  (       '^^        — 

si  cette  condition  est  vérifiée,  les  équations  (61)  donneront  z  par 
une  quadrature.  Les  surfaces  obtenues  dépendent  d'une  constante 
introduite  par  l'intégration,  et  forment  une  famille  de  surfaces 
parallèles. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  la  condition  (62),  re- 
marquons que,  d'après  sa  nature  même,  cette  relation  est  indé- 
pendante du  choix  des  axes  de  coordonnées,  et  des  variables  in- 
dépendantes. Imaginons  que  l'on  ait  pris  pour  axe  des  z  une  droite 
de  la  congruence,  et  pour  paramètres  a  et  ^  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  de  la  congruence  avec 
le  plan  5  =  0.  On  a  />  =  a,  </  =  P,  tandis  que  a  et  6  sont  des  fonc- 
tions des  variables  a  et  p,  s'annulant  pour  a  =  ^  =  0.  La  condi- 
tion d'intégrabilité  se  réduit  à  -70  =  t-  pour  les  valeurs  a  =  o, 
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^  =  0  des  paramètres.  D'autre  part,  Téquation  ($7)  devient  ici 

cette  équation,  si  l'on  y  remplace  a  et  ^  par  x  et  y  respecti- 
vement, détermine  les  courbes  du  plan  z  =  o  qui  sont  les  traces 
sur  ce  plan  des  développables  de  la  congruence,  et  la  condition 

-7g  =  T-  exprime  que  les  deux  courbes  de  cette  espèce  qui  passent 

par  Torigine  s'y  coupent  à  angle  droit.  Les  plans  tangents  aux 
deux  développables  de  la  congruence  qui  renferment  la  droite 
^  =  o,  j^  =  o,  sont  donc  rectangulaires,  et  nous  obtenons  comme 
conclusion  l'importante  proposition  suivante  :  Pour  qu'une  con- 
gruence  de  droites  soit  formée  des  normales  à  une  surface,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  plans  focaux  passant  par  chaque  droite 
de  la  congruence  soient  rectangulaires. 

Remarque,  —  Lorsque  Ton  prend  pour  paramétres  variables  a,  ^,  les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  avec  les  axes  Ox  tl  Oy,  on  a 

a  =  —  >       b  =  -  ^ — — ° —  —  ,       v^  iH-  a«  -i-  6«  =  -7 > 

les  équations  (61)  deviennent 

et  la  condition  d'intégrabilité  (62)  se  réduit  ^  -é-  ^  4^*  ^^^^  exprime 
que  p  ei  q  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  F(a,  p),  qui 
s'obtient  par  une  quadrature,  p  =  — ,  ^7  =  -r^*  On  a  ensuite  z  par  Tin- 
tégration  de  Téquation  aux  différentielles  totales 


d'où  Ton  tire 


,  =  /rr^î^.(c.F-,g-p^). 


G  étant  une  constante  arbitraire. 
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257.  Théorème  de  Malus.  —  Lorsque  les  rayons  lumineux  issus  d'un 
point  sont  réfléchis  ou  réfractés  par  une  surface,  ils  sont  normaux  à  une 
famille  de  surfaces  parallèles,  après  la  réflexion  ou  la  réfraction.  Ce 
théorème,  dû  à  Malus,  a  été  étendu  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
réflexions  ou  de  réfractions  par  Gauchy,  Dupin,  Gergonne  et  Quételet,  et 
l'on  peut  énoncer  la  proposition  générale  suivante  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  sur/ace,  ils  ne  cessent 
pas  de  conserver  cette  propriété  après  un  nombre  quelconque  de 
réflexions  et  de  réfractions, 

La  réflexion  pouvant  être  considérée  comme  une  réfraction  d'indice  — i, 
il  suffit  évidemment  de  démontrer  le  théorème  pour  une  réfraction  unique. 
Soit  S  une  surface  normale  aux  rayons  lumineux,  /nM  un  rayon  incident 
qui  rencontre  en  M  la  surface  diri mante  S,  MR  le  rayon  réfracté.  D'après 
la  loi  de  Descartes,  le  rayon  incident  M  m,  le  rayon  réfracté  MR  et  la  nor- 
male MN  sont  dans  un  même  plan,  et  l'on  a  entre  les  angles  {  et  r 
{yo\T  fig.  62)  la  relation  n  sint  =  sinr.  Pour  fixer  les  idées,  nous  suppo- 
serons, comme  dans  le  cas  de  la  figure,  n  <  i.  Soit  /  la  distance  M/n;  sur 


le  prolongement  du  rayon  réfracté  portons  une  longueur  /'  =  M  m'  égale 
à  k  fois  la  longueur  /,  k  désignant  un  facteur  constant  qui  sera  déterminé 
tout  à  l'heure.  Le  point  m'  décrit  une  surface  S',  et  l'on  peut  choisir  le 
facteur  k  de  façon  que  le  rayon  réfracté  Mm'  soit  normal  à  cette  surface. 
En  effet,  soit  G  une  courbe  quelconque  située  sur  S;  lorsque  le  point  m 
décrit  G,  le  point  M  où  le  rayon  incident  perce  2  décrit  une  courbe  F  et 
le  point  correspondant  m'  décrit  sur  S'  une  autre  courbe  G'.  Soient  *,  a,  5' 
les  arcs  des  trois  courbes  G,  F,  G',  w  l'angle  de  la  tangente  MTi  à  F  avec 
la  trace  MT  sur  le  plan  tangent  du  plan  normal  qui  passe  par  le  rayon 
incident,  çp  et  (p'  les  angles  de  MTi  avec  Mm  et  Mm'.  Pour  évaluer  coso, 
par  exemple,  imaginons  que  l'on  projette  sur  MTj  une  longueur  égale  à 
l'unité  portée  sur  Mm;  on  peut  d'abord  projeter  cette  longueur  sur  MT, 
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et  projeter  ensuite  cette  projection  sur  MTt,  ce  qui  donne  la  relation 

cosç  =  sinicosb) 

et  Ton  a  de  même  cos«p'=  sinrcosco.  Gela  étant,  appliquons  la  formule  (lo)' 
(n°  82),  qui  donne  la  différentielle  d'un  segment  de  droite  aux  deux  seg- 
ments M  m,  M/n';  on  a 

dl  =z  —  d^  cosoi)  sini 

dr  =  —  dcj  cos  0)  sin  r  —  ds'  cos  6, 

en  appelant  0  l'angle  de  m' M  avec  la  tangente  à  la  courbe  G'.  On  déduit 
de  là,  en  remplaçant  dl'  par  kdl,  la  relation 

coso)  d(^(kslni —  sinr)  =  ds' cos%, 

qui  devient,  en  supposant  k  =  n,  ds'cos^  ^=  o.  Le  rayon  Mm'  est  donc 
normal  à  la  courbe  G',  et,  comme  G'  est  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S',  il  s'ensuit  que  le  rayon  réfracté  est  précisément  la  normale  à  la 
surface  S',  Gette  surface  S'  s'appelle  V anticaustique  ou  la  caustique 
secondaire.  Il  est  clair  qu'elle  est  l'enveloppe  de  la  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  n  fois  la  longueur  Mm,  et  le 
résultat  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface  S,  considérons 
cette  surface  comme  l'enveloppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  la 
surface  dirimante  2.  Pour  obtenir  V anticaustique  relative  aux  rayons 
réfractés^  il  faut  prendre  l'enveloppe  de  toutes  les  sphères  que  Von 
obtient  en  réduisant  le  rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de 
l* unité  à  l'indice  de  réfraction. 

Cette  enveloppe  se  compose  de  deux  nappes,  correspondant  à  des  va- 
leurs de  l'indice  de  réfraction  égales  et  de  signes  contraires.  Il  sera  im- 
possible en  général  de  séparer  analytiquement  ces  deux  nappes. 

258.  Complexes.  —  Un  complexe  de  droites  est  formé  par  l'ensemble 
des  droites  qui  dépendent  de  trois  paramètres  variables.  Soient 

(64)  X  =  az  -hp,        y  =  bz-^qy 

les  équations  d'une  droite;  tout  complexe  de  droites  est  défini  par  une 
certaine  relation  entre  a,  6, />,  q 

(65)  Fia,  b,p,  <7)  =  o, 

et  inversement.  Si  F  est  un  polynôme  entier  en  a,  b,  p,  q,  le  complexe 
est  algébrique.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné 
(^oi  J^o>  ^o)  forment  un  cône  ayant  ce  point  pour  sommet,  dont  on  ob- 
tiendra l'équation  en  éliminant  a,  6,  />,  q  entre  les  relations  (64),  (65) 
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et  (66) 

(66)  Xo  =  azo-^p,        yo  =  àzo-^q; 

réquation  du  cône  du  complexe  est  donc 

(6,)        F  (%=^ ,  y--^-^,  !iLiiz£f.»,  y^inJL'A  ^  „. 

\  Z  —  ^0        Z     —  Z^  Z  —  Zq  Z  ^  Zq       / 

De  même  dans  chaque  plan  il  y  a  une  infinité  de  droites  appartenant 
au  complexe;  ces  droites  enveloppent  une  courbe  appelée  courbe  du 
complexe.  Si  le  complexe  est  algébrique,  l'ordre  du  cône  du  complexe 
est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  du  complexe.  Supposons  en  effet 
que  l'on  veuille  avoir  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point 
donné  A  et  situées  dans  un  plan  P  passant  par  ce  point.  On  peut  pour 
cela  procéder  de  deux  façons  :  on  peut  couper  par  le  plan  P  le  cône  du 
complexe  ayant  son  sommet  en  A,  ou  mener  par  le  point  A  les  tangentes 
à  la  courbe  du  complexe  située  dans  le  plan  P.  Gomme  on  doit  trouver 
le  même  nombre  de  droites,  il  en  résulte  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Si  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un  plan,  le  complexe  est  dit  linéaire 
et  l'équation  (65)  est  de  la  forme 

(68)  Aa-^Bb-^Cp-^Dq-hE(aq-^bp)-h  F  =o; 

le  lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par  un  point  Xq,  ^o,  ^o  est 
le  plan  représenté  par  l'équation 

i  A(a:  — :fo)-+- Bf^r  — Jo)  +  C(^-o;5--;!ot) 
^         (  -hD(7o5  — ^or)-*-E(ro^  — ^-07)4- F('5  — -o)  =  o. 

La  courbe  du  complexe,  devant  être  de  classe  un,  se  réduit  à  un  point, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan 
passent  par  un  point  de  ce  plan,  appelé  pôle  ou  foyer.  Un  complexe 
linéaire  établit  donc  une  liaison  entre  les  points  et  les  plans  dans  l'espace, 
de  telle  façon  qu'à  un  point  correspond  un  plan  passant  par  ce  point,  et 
à  un  plan  correspond  un  point  situé  dans  le  plan.  Il  y  a  aussi  une  corres- 
pondance entre  les  droites  de  l'espace.  Soit  D  une  droite  n'appartenant 
pas  au  complexe;  soient  F  et  F' les  foyers  de  deux  plans  passant  par 
cette  droite,  et  A  la  droite  qui  les  joint.  Tout  plan  passant  par  A  a  pour 
foyer  le  point  ç  où  il  rencontre  la  droite  D,  car  les  droites  <pF,  çF'  font 
évidemment  partie  du  complexe.  Il  en  résulte  que  toute  droite  rencon- 
trant D  et  A  fait  partie  du  complexe,  et  enfin  que  le  foyer  d'un  plan 
passant  par.D  est  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  la  droite  A.  Les 
deux  droites  D  et  A  sont  dites  droites  conjuguées;  chacune  d'elles  est  le 
lieu  des  foyers  des  plans  passant  par  l'autre. 

Si  la  droite  D  s'en  va  à  l'infini,  les  plans  passant  par  D  deviennent 
parallèles,  et  Ton  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  plans  parallèles  à  un 
plan  fixe  est  une  droite.  Il  existe  toujours  un  plan  tel  que  le  Heu  des 
foyers  des  plans  parallèles  soit  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan.  Si 
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Ton  a  pris  cette  droite  pour  axe  des  Zj  le  plan  qui  a  pour  foyer  un  point 
quelconque  de  0^  doit  être  parallèle  au  plan  z  =  o.  D'après  Téquation  (69), 
il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Ton  aitA  =  B  =  G  =  D  =  o;  Téquation 
du  complexe  prend  la  forme  simple 

(70)  aq  —  6/? -H  K  =  o, 

I 

et  le  plan  dont  le  foyer  est  au  point  (x,  y^  z)  a  pour  équation 

(7i)  X^  — Yar+K(Z-;;)  =  o, 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 

Gomme  application,  cherchons  les  courbes  dont  les  tangentes  font 
partie  du  complexe  précédent.  Étant  donnée  une  courbe  de  cette  espèce, 
dont  les  coordonnées  rr,  y^  z  sont  fonctions  d'un  paramètre  variable,  la 
tangente  en  un  point  de  cette  courbe  est  représentée  par  les  équations 

X  —  a?  _  Y— 7       Z  — j 
dx     ~'     dy     ""     dz    ' 

pour  que  cette  droite  fasse  partie  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle 
soit  située  dans  le  plan  (71),  qui  a  pour  foyer  le  point  (ar,  y  y  z),  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(  72  )  X  dy  — y  dx  =  \idz. 

On  a  vu  plus  haut  (n^  218)  comment  on  pouvait  obtenir  toutes  les  fonc- 
tions x^  y  y  z  d'un  paramètre  variable  satisfaisant  à  cette  relation;  on  a 
donc  toutes  les  courbes  répondant  à  la  question. 

Les  résultats  obtenus  au  n**  218  s'énoncent  aisément  dans  la  théorie  des 
complexes.  Ainsi,  en  difTérentiant  l'équation  (72),  il  vient 

(73)  X  d^y—yd^x  =  K  d^z, 

et  les  relations  (72)  et  (78)  montrent  que  le  plan  osculateur  au  point  (ar,j^,^) 
est  précisément  le  plan  (71).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante :  Lorsque  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  appartiennent  à 
un  complexe  linéaire,  le  plan  osculateur  en  un  point  de  cette  courbe 
est  le  plan  qui  a  ce  point  pour  foyer,  (Appell.) 

Imaginons  que  d'un  point  O  de  l'espace  on  veuille  mener  des  plans 
osculateurs  à  une  courbe  gauche  F  dont  les  tangentes  font  partie  d'un 
complexe  linéaire.  Soit  M  le  point  de  contact  d'un  de  ces  plans.  D'après 
le  théorème  précédent,  la  droite  MO  est  une  droite  du  complexe  et  par 
suite  le  point  M  est  dans  le  plan  qui  a  pour  foyer  ce  point  O.  Inversement, 
si  le  point  M  de  la  courbe  F  est  dans  ce  plan,  la  droite  MO,  qui  appar- 
tient au  complexe,  est  dans  le  plan  osculateuV  en  M,  et  ce  plan  osculateur 
passe  au  point  O.  Les  points  cherchés  sont  donc  à  l'intersection  de  la 
courbe  F  et  du  plan  qui  a  le  point  O  pour  foyer  {cf,  n**  218). 
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Les  complexes  linéaires  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  théories 
géométriques  et  mécaniques  [voir,  par  exemple,  la  Thèse  de  Doctorat  de 
M.  Appell  et  celle  de  M.  Picard  (')]. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable,  enveloppe 
du  plan  mobile  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquation 

z  =  OL X  -h y  ^ (ol) -h  R  /i  -*-  a* H-  ç-(a), 

où  a  est  un  paramétre  variable,  cp(a)  une  fonction  arbitraire  de  ce  para- 
mètre et  R  une  constante  donnée. 

[Licence  :  Paris;  août  1871.] 

2.  a,  bj  a,  ^  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable,  on  demande 
les  conditions  pour  que  la  droite  x  =  az  -Ha,  ^  =  63-i-p  engendre  une 
surface  développable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  aux  généra- 
trices soient  situées  sur  des  sphères  concentriques. 

[Licence  :  Paris;  juillet  1872.] 

3.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  représentée,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  Téquation 

c=  =  cos^  cosj^. 

[Licence  :  Paris;  juillet  1875.] 

A.  Étant  donné  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  représenté  en  coor- 
données rectangulaires  par  Téquation 


X*  yî  5! 

_i_  :i. _i_  

a*        6«        c» 


—  —  1  =  0, 


on  considère  Tellipse  Ë  située  dans  le  plan  des  xz.  On  demande,  pour 
chaque  point  M  de  cette  ellipse  E  :  i**  les  expressions  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  Ri,  R]  de  Tellipsoïde;  2^  la  relation  qui  existe  entre  Ri 
et  R];  3°  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales,  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  Ë. 

[Licence  :  Paris;  novembre  1877.] 

5.  Former  l'équation  du  second  degré  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  du  paraboloïde  défini,  en  coordonnées 


(')  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure:  1876  et  1877. 
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rectangulaires,  par  l'équation 

2"  Exprimer,  en  fonction  de  la  variable  z,  chacun  des  deux  rayons 
de  courbure  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de  rencontre  du  para- 
boloïde  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par  Téquation 


X* 


^  =2Z-\, 


a  —  X       b  —  X 

[LicBNXE  :  Paris;  novembre  1880.] 

6.  Déterminer  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales 
du  paraboloïde  xy  =  azy  aux  différents  points  de  Taxe  0^7. 

[Licence  :  Paris;  juillet  i883.] 

7.  Trouver  l'équation  de  la  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  des 
sections  planes  d'une  surface  donnée  S,  passant  en  un  point  donné  M  de 
cette  surface. 

8.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  une  tangente  MT  en  un 
point  M  de  cette  surface.  On  mène  un  plan  passant  par  MT,  et  l'on  prend 
le  centre  de  courbure  O  de  la  section  plane,  puis  le  centre  de  courbure  O' 
de  la  développée  de  la  section  plane.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque 
le  plan  sécant  tourne  autour  de  MT. 

[Licence  :  Clermont;  juillet  i883.] 

9.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  du  tore  engendré  par  un  cercle 
tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

[Licence  :  Paris;  novembre  1882.] 

10.  Soient  Or,  Oy^  Oz  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
dans  le  plan  zOx  une  courbe  donnée  G.  Une  surface  est  engendrée  par 
une  circonférence  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  xOy,  dont  le  centre 
décrit  la  courbe  G  et  qui  rencontre  constamment  l'axe  0^. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  en  prenant  pour  variables  la  coordonnée  z  d'un  point 
quelconque  et  l'angle  0  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec  la 
trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  zOx.  Appliquer  au  cas  où  la  courbe  G 
est  une  parabole  ayant  le  point  O  pour  sommet  et  la  droite  Ox  pour  axe. 

[Licence  :  Paris;  juillet  1880.J 

11.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée,  qui  est 
tangente  à  une  autre  surface  réglée  en  tous  les  points  d'une  génératrice  A 
de  la  seconde  surface,  toutes  les  génératrices  de  la  première  surface  ren- 
contrant la  droite  A. 

G.  39 
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12.  Trouver  sur  l'hélicoïde  droit  les  lignes  dont  le  plan  osculateur  con- 
tient la  normale  à  la  surface. 

[Licence  :  Paris;  juillet  1876.] 

13.  On  demande  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  réglée  repré- 
sentée  par  les  équations 

X  =  {i-i-  u)cosVj        y  =  {i  —  a)sint',        z  =  u. 

[Licence  :  Nancy;  novembre  1900.] 

14*.  Étant  données  une  surface  S  et  une  droite  A,  les  sections  de  la  sur- 
face par  des  plans  menés  par  la  droite  A,  et  les  courbes  de  contact  des 
cônes  circonscrits  à  S  ayant  leurs  sommets  sur  A,  forment  un  réseau  con- 
jugué. 

[Kgenigs.] 

15*.  Lorsque  trois  points  d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans 

rectangulaires,  la  droite  demeure  constamment  normale  à  une  famille  de 

surfaces  parallèles.  On  obtient  l'une  de  ces  surfaces  en  prenant  le  lieu  du 

milieu  du  segment  formé  par  le  point  où  cette  droite  coupe  l'un  des  plans 

coordonnés  et  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur 

la  droite. 

[Darroux,  Comptes  rendus,  t.  XCII,  p.  44^;  1881.] 

16*.  Sur  toute  surface,  on  connaît  une  ligne  de  courbure  imaginaire  : 
c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  i  -h/?*-f-  q*  =  o. 

On  montre  pour  cela  que  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure peut  être  mise  sous  la  forme 

(dp  dy  —  dq  dx)(i  -+-/?•-»-  q*)  -h  (p  dy —  q  dx){p  dp  -h  q  dq)  =  o. 

[DarbouXi  Annales  de  l'École  normale;  i864-l 
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ERRATA. 


Page  a5,  ligne  18  :  Temploi  de  la  lettre  d^  pour  représenter  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  est  dû  à  Jacobi.  Avant  lui,  on  employait 
la  lettre  d. 

Page  26,  dernière  ligne  de  la  deuxième  formule,  remplacer  le  signe  —  par  le 
signe  -h. 
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Page  44 1  deuxième  formule,  remplacer  F  par  F'. 

Page  5o,  donner  aux  deux  premières  formules  o  pour  second  membre. 

Page  5i,  dans  la  seconde  équation  de  la  ligne  8,  supprimer  le  facteur  2  au  second 

membre. 
Page  53,  ajouter  =  0  à  la  suite  du  second  membre  de  la  formule  de  la  ligne  9. 
Page  i63,  ligne  i,  au  lieu  de  a,  h),  lire  {a,  b). 
Page  168,  ligne  i,  ajouter  II. 

Page  172,  première  formule,  la  limite  inférieure  de  la  seconde  intégrale  est  a. 
Page  172,  deuxième  formule,  la  limite  supérieure  de  la  troisième  intégrale  est  \. 
Page  184,  première  formule,  u),  et  u,  sont  les  angles  polaires  correspondant  aux 

extrémités  de  l'arc. 

Page  193,  dernière  formule,  au  lieu  de   f  ,  lire   j    . 

Page  194,  lignes  4  et  .S  en  remontant,  au  lieu  de  déminé,  lire  déterminé. 

Page  197,  dernière  ligne,  au  lieu  de  ^{x,  lire  ^{x). 

Page  198,  ligne  i3,  supprimer  sa  valeur  absolue. 

Page  2i3,  ligne  3,  au  lieu  de  droite,  lire  demi-droite. 

Page  2i4,  avunt-dernière  formule,  x^  et  X  désignent  les  abscisses  des  points  A  et  B. 

Page  227,  troisième  formule,  mettre  entre  parenthèses  les  termes  qui  suivent  -- 

Page  260,  première  formule,  au  lieu  de  P'ï(a),  lire  P^^^a). 

Page  3o2,  ligne  16,  au  lieu  de /{tù)f  lire  ©(w). 

Page  ZoZyfig.  a8,  au  lieu  de  c^  lire  c'. 

Page  3o5,  deuxième  formule,  au  lieu  de  F{x,yy  lire  Fix^y). 

Page  3o5,  avant-dernière  formule,  au  lieu  de  ¥{x^ydxay,  lire  F{x,y)dxdy, 

Page  307,  formule  27,  au  lieu  de  (a?-+-  PJ- —  y,,  lire  (a? -h  ^J)z  -\-  y,-. 

Page  3o8,  lignes  9  et  10,  au  lieu  de  du  plan  (a,  t')  de  la  région  r,,  lire  de  la 

région  r.  du  plan  {UfV). 
Page  3i8,  ligne  21,  ajouter  :  ox  est  supposé  en  avant  du  plan  y  os,  pris  comme 

plan  de  la  figure. 
Page  348,  n*  149,  au  lieu  de  formule  de  Green^  Wrt  formule  d^Ostrogradsky. 

Page  356,  formule  (48),  au  lieu  de    j     ,  lire    j     . 

Page  36o,fig.  35,  changer  le  sens  de  la  flèche  placée  au-dessous  de  m. 
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